UNIDAD Il SUMATORIAS

UNIDAD II. SUMATORIAS

METAS DE APRENDIZAJE

Al finalizar la unidad, el estudiante estara en capacidad de:

= Reconocer el significado de la sumatoria en un contexto real

* Aplicar las propiedades de las sumatorias para demostraciones
matematicas

INTRODUCCION

El simbolo X se llama Sigma en el alfabeto griego y en espafnol corresponde
a la letra S. Es natural usar este simbolo para referirse a la idea de Suma, o bien, sumatoria. Con
el simbolo Zk?, por ejemplo, se desea indicar la suma de los términos de la forma k* para varios
valores enteros de k. El rango para estos valores enteros se indica en la parte inferior y superior
respectivamente de []. Por ejemplo en la forma:

2 a2 2 2 N2 a2 2 2
k?=F+2%+..4n%0 > k? =P +2%+--+n

=~
iR
L

Una sumatoria es un simbolo que se
ocupa para denotar en forma
comprimida la suma sucesiva de los
términos de una sucesién expresados
como sumandos.

Las sumatorias tienen multiples
aplicaciones. En ingenieria, ésta es util
para comprender el concepto de
integral.

Ademas, en Estadistica es muy comun
encontrar datos en los que se
requiere determinar la suma de
variables.

Existen ciertas propiedades que
permiten simplificar el desarrollo matematico de las sumatorias e incluso pueden dar lugares a
reglas o “férmulas” que son susceptibles de ser demostradas por el principio de Induccién
Matematica.

A continuacion se relacionan las propiedades de las sumatorias y se estudiaran algunas de ellas en
detalle mediante la presentacion de ejercicios resueltos.
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PROPIEDADES DE LAS SUMATORIAS

. n(n+1)
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5. ki=‘41(4k—]):n(2n +17)

6. > 4k =2n(n +1)
k=1
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10. ank =C Z a, , cconstante.

k=1 k=1
b b+c

. >a, = > a.,,
k=a k=a+c
b b-c

12. >a, = D a.,.,
k=a k=a-c
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I5. nlk3 :[MT
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7 ik2=n(n+])(2n+]) " “k4:n(n+])(2n+])(3n2+3n—_
k=1 6 k=1 30
8 C =NC, cconstante.
é n . t n+l 1
17. Ytk =
n n k=0 t-1
9 (ak + bk ) :Z (ak + (bk )
k=1 k=1 k=1
PROPIEDADES TELESCOPICAS
n n
182 (ak+1 o ak) =8,,, - 192 (ak - ak+1) =a,—a,,
k=1 k=1
202( 1 __1J= 1 _1 212[_1_ l]=_1_ 1
k=1 a'k+1 a a'n +1 al k=1 \ & ak+1 al a'n +1
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EJERCICIOS RESUELTOS DE SUMATORIAS

|. El abuelo de Carlos le ofrece: “mira Carlitos; hoy te daré 500 bolitas, manana 1000 bolitas,
pasado manana 1500 bolitas, al otro dia 2000 bolitas y asi sucesivamente 500 bolitas mas que
el dia anterior por dos afos; o bien si tu prefieres, hoy te doy una bolita, mafana 2 bolitas,
pasado 4 bolitas, al otro dia 8 bolitas y asi sucesivamente el doble de bolitas que el dia
anterior por un mes. Bien Carlitos, qué prefieres?”. Si Ud. fuese Carlos, cual de las opciones
tomaria?
Solucién:

Carlitos tiene dos opciones: La primera podriamos representarla en notacién de sumatoria,
730

de la siguiente manera: Z 500 k

k=1
Teniendo en cuenta las propiedades | y 10, podemos resolver esta opcién

730 730
> 500 k =500 ) k =500 130(73Y
k=1 k=1

= 133407 500 bolitas

29
Ahora, la segunda opcién se puede representar como: Z 2%
k=0

Usando la propiedad |7, tenemos:

29 k=230_1

D2 | = 1073741823 bolitas

k=0

Por lo que Carlitos deberia escoger la opcién 2.

1

n
2. Halle una expresion para la sumatoria: Z T

—=k+1

1
k

Solucién:

El enunciado da a entender que se cumple la propiedad telescépica. Verificamos si se cumple

. 1 1
Sia, =—,a,,,=—:.
kT k+1
o . 1 1
Esto indica que se cumple la propiedad 18. Podemos observar que: a, = 1 =1ly a,, = 1
n +

Entonces:

- 1 1 1 n
S d -
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n

y . kol
3. Hallar una expresién para la sumatoria z k-k!
k=1

Solucién:

En este ejercicio usaremos un pequefo
artificio matematico. Es posible expresar
k como k+ -1 sin contravenir ninguna

regla de la aritmética.
n

ik-k!:Z(k +1-1)-k !

k=1

Ahora, aplicando la  propiedad

distributiva tenemos: Por la definicién de factorial, sabemos que:

i(k _|_]).k!_ik! (k+1)kl:(k +:D!.Entonces,la
k=1

k=1 = expresion quedaria:

n n
Z (k + D! Z K! EsTELESCOPICAM

k=1 k=1
Verifiquemos si se cumple 5/ a, = K, a., = (k +1)\. Esto indica que se cumple la propiedad |8.
Podemos observar que: a, =1l=1y a , =(n+1).

Reemplazando tenemos

ik-k!:(n+bl—1

n+1 k

K +j
4. Encuentre una expresion para la sumatoria Z Z 2
k=2j =1

Solucién:

Este es un ejercicio de sumatorias dobles. Se resuelve primero una y luego la otra. Para la primera
sumatoria, como depende de la variable j, asumimos como constante la variable k. Para la segunda
sumatoria hacemos lo contrario por depender de k.

Usando la propiedad |2, tenemos:

k k-1
szﬂ _ sz+1+j
j=1 j =0
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Teniendo en cuenta las propiedades de los exponentes y la propiedad |7, tenemos para la primera
sumatoria lo siguiente:

kz_:lzk+1+j _ kz:2k+1 2] _ 2k+1kz_:12j _ 2k+1. 2k - 1_ 22k+1_2k+1
j =0 j = j = 2-1

También se puede expresar esta respuesta asi:
2- (4% -29)
Ahora estamos listos para resolver la segunda sumatoria
n+1

D 2-(44-2%)

Primero usemos la propiedad 12.
n+1-2

22 (4k+2 2k+2)_ 22 (4k+2 2k+2)
k=2-2
Separando las sumatorias, usando la propiedad 9:

n-1 n-1 n-1
22‘(4k+2_2k+2)2232_4k _282k
k =0 k =0 k=0
La solucién final seria entonces, usando la propiedad 17:
232 -4 28 ox-gp 7l g 2 71
4 1 2-1
4" -1 2 -1

8 n n
SZ-T—S — 3(44 ~-3.2" -1

5. Encuentre el valor de n que cumple con la igualdad.

> (2k + 1) = 1680
k=1

Solucién:
Resolviendo la sumatoria usando las propiedades 3 y 8, tenemos

n
Y@@k +D=n(n+D+n
k=1

Entonces podemos igualar:

nn+D+n=1680 — n®+2n-1680 =0

Resolviendo esta ecuacion, la variable n tiene dos posibles valores: n=40 y n=-42. La segunda
solucién no se tiene en cuenta por ser negativa, por lo que la respuesta es n=40
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EJERCICIOS PROPUESTOS DE SUMATORIAS

Resolver los siguientes ejercicios relacionados con sumatorias:

LSy Ak

— (2k +D(2k +3)

ik4+k2+1
, ko kP 4k

i[(k +3)k +3)H43 -2 —k(k + I

0 1
2Tk +2)

k-1

(2/3)

M:

1

b
=~
I

[e]

0

6 1(«/k—Jrl+ «/_j

7. Y 3(a% +2k2)-4k?

=1
99

8. Z(_l__l)
Sk k+1

20 _9
. kZ::l(k + 1k +2)

=

AST COMO LOS OBJETOS MAS FACILES DE VER NO SON LOS DEMASIADO GRANDES NI LOS
DEMASIADO PEQUENOS, TAMBIEN LAS IDEAS MAS FACILES EN MATEMATICAS NO SON LAS
DEMASIADO COMPLEJAS NI LAS DEMASIADO SIMPLES.
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