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Parte 1

Control optimo en tiempo continuo — motivacion



Formulacion del problema

De manera general, el problema del control optimo de un sistema dindmico en
tiempo continuo descrito por un sistema de ecuaciones diferenciales x(t)

x(t) = fx(@),u®),w(t),t)

consiste en encontrar una trayectoria de control u*(t) que lleve el sistema desde un
estado inicial

X(tg) = Xq
hacia un estado final en un rango admisible

X(tb) E S C Rn
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Formulacion del problema

w(t) representa un conjunto de variables externas no controlables

La trayectoria del sistema, debe satisfacer restricciones
x(t) € Q. (t) € R,; t € [ty tp]
u(t) € Qu(t) S Ry t € [ty 1]
Y debe minimizar una funcion objetivo J

t

J(u(®) = K(x(tp)) + f bg(x(t),u(t),w(t), t) dt

a
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Formulacion del problema

El control u*(t) que resuelve el problema se denomina control éptimo

La trayectoria de evolucidn de las variables de estado
x* () = f@®),u"®),t)

Se denomina trayectoria de estado optima
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Principio del Maximo de Pontryagin — PMP

El Principio del Maximo de Pontryagin da condiciones necesarias que debe cumplir la
trayectoria de control optimo.

El Hamiltoniano del sistema propuesto se define como:

H(x(t), u(t), p(t),t) = g(x(t),u(t), t) + p(t)x(t)

Donde p es el conjunto de variables adjunta definidas por:

dp  O0H
dt  0x

Charlas de optimizacion — motivacion al control 6ptimo 7/25



Principio del Maximo de Pontryagin — PMP

Sea u*(t) el control 6ptimo entonces se cumple que

OH

0
ou*

y ademas

H(u*(t)) = fng(u(t)); Vit € [tgtp]

para cadat € [ta, tb].
En el caso de que X(tf) no este restringida, entonces p(tf) = 0.
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Ejemplo 1

Considere una masa distribuida que debe ser transportada desde un punto A
hasta un punto B en linea recta una distancia d.

El desplazamiento debe ser realizado en un tiempo definido.

La dinamica del sistema se controla mediante la fuerza aplicada por unidad de
masa (aceleracion).
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Ejemplo 1

1) Definicion de las variables

X,(t) — posicion del cuerpo en el tiempo t
X,(t) — velocidad del cuerpo en el tiempo t
u(t) — aceleracion del cuerpo en el tiempo t

Se busca minimizar el costo de la accion de control representado por la siguiente

funcion:
tp

] = f —u?dt

ta
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Ejemplo 1

Definicion del problema
x1(ty) = Xy — posicion inicial
x1 (tr) = X¢ — posicion final
x,(to) = Vo —velocidad inicial

x3(tr) = V¢ —velocidad final
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Ejemplo 1

Pasos a seqguir (Y ahora una receta de cocina®©):
1) Definir el Hamiltoniano

2) Calcular las variables adjuntas

3) Minimizar el Hamiltoniano

4) Calcular las constantes de integracion
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Ejemplo 1

1) Definicion del Hamiltoniano

dx;
H = g(x(t),u(t),t) + Epl i

gx(@®),u(t),t) = —u% —— = x,; —~L =y
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Ejemplo 1

2) Calculo de la variables adjuntas

dp;  0H  0(—u®+ pyxp + pou)
dt  0x; 0x;
dp;
=0
dt
dp,
a - P
p1 =~k
p2 = kit + ks
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Ejemplo 1

3) Minimizar el Hamiltoniano y hallar el control optimo

OH  0(—u®+pix; +pu)
ou: ou B

l

0

—2u+p2=0

_ P2

YT

ki  ky
= —t —
U=t
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Ejemplo 1

4) Calcular las constantes de integracion.

k k
L2424y

X277 2

kg ko

t>+Vt+ X,
12 4 T T

X1 =
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Ejemplo 1

4) Calcular las constantes de integracion

En forma matricial

ky o ky
J?f ]JZ tf '+'ja:'tf '+'L, tf 'F )(
V—klt +k2t +V
F=7 s 5 b T Vo
_1 2 1 —_1
kll_ a7 2y [ Vr = Vo ]
k, itB 11:2 Xr — Xo — Vots
1277 47
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Ejemplo 1

Resolver el problema para las siguientes condiciones:

Trayectoria de control (aceleracion) optima

6r [ [ [ [ [ [ [ [ [

_6' [ [ [ [ [ [ [ [ [

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t[s]
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v[m/s]

Trayectoria de estado (distancia)

optima
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Parte 1

Control optimo en tiempo discreto — motivacion



Formulacion del problema

De manera general, el problema del control 6ptimo de un sistema dinamico en
tiempo discreto descrito por la ecuacion en diferencias

Xik+1 = Fk(xk,uk,Wk, k) = fk(xk,uk,Wk, k) +xk; k = 0, 1,...,N — 1; Xk - Xk

consiste en encontrar un conjunto de controles

T = {ug,Uq,... uUn_1} U € Uy
para que el sistema sea llevado desde un estado inicial
x(0) = xg
hasta un estado final admisible

Xy €S © R,
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Formulacion del problema

Minimizando una funcion objetivo |
N—-1

Jr(x0) = @(xy) + gn(xy) + z hy (X, Ug, Wi, ) + @ ()
k=0

El conjunto de control optimo es el conjunto 7° que minimiza J,

min
ell

J(x0) = Jr(X0)
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Principio de optimalidad de Bellman

“dada una secuencia optima de decisiones, toda subsecuencia de
ella es, a su vez, optima”
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Principio de optimalidad de Bellman

Based on the principle of optimality [1], the DP algorithm
evaluates the optimal cost-to-go! function Ji(z') at every
node in the discretized state-time space® by proceeding
backward 1n time:

1) End cost calculation step
In(z") = gn(2") + pn (2") (11)
2) Intermediate calculation step for k=N -11to 0
Ti(z") = min {hp(z',ug) + dr(z'). ..
upeld}
+ Tk (Fe(z' ur))}  (12)

The optimal control 1s given by the argument that mimmizes
the right-hand side of equation (12) for each z* at time index
k of the discretized state-time space.
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Principio de optimalidad de Bellman

1) Calculo del costo final

In (%) = @(xy) + gy (xn)
2) Calculos intermedios para k=N - 1 hasta O

G = ey (G ) + G + e (PG 1))

Charlas de optimizacion — motivacion al control 6ptimo 25/25



Principio de optimalidad de Bellman

1
max

State 1
[INx, |

X4
min

0 time
[Nt]

t max
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Principio de optimalidad de Bellman

Step 2: Backwards compute control maps for
intermediate control intervals (white)

Step 1:
Compute the
[l L O L L S L control map

~ for the 1
S or the last
control
interval
(green)

2
max
A

State 2
[INx,]

min

0 time
[Nt]
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Ejemplo 2

Considere un sistema dinamico descrito por la ecuacion:

2 Xg
f e i) = At(mo( 1000>_”k>

N-1

z ukAt

k=0

Maximizar la funcion
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Ejemplo 2

Sujeto a las restricciones
xog = 250
xy = 750
x, € 10,1000]
u;, € 10,10]
to =0

tr = 200
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Peces en el estanque
800 T T T T T T

T T T

700

600

500

Peces

400 .

T
|

300

200 1 1 | | | | | | |
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

t [dias]

o Tasa de pesca

(o))
T
|

u [peces/dia]
N

N
T
I

0 | | | | | | | | |
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

t [dias]

Charlas de optimizacion — motivacion al control 6ptimo 30/25



control éptimo
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Parte 3
PMP vs PD



Trabajo propuesto 1

Supongamos que el crecimiento de una planta se puede acelerar mediante una
luz artificial. Sea x(t) la altura de la planta al tiempo t.

dx—1+
dt u

En donde u = u(t) es el exceso de la tasa de crecimiento debido a la luz artificial.
Supondremos también que x(0) = 0 y que x(1) = 2. Se pide minimizar el costo
total debido a la luz artificial.
1 1
] = fzu
0
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Trabajo propuesto 2

Maximizar
1
] = f —u? dt
0
sujeto a las condiciones
dx .
i X + u
x(0) =1
x(1) = 0.
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An algorithm for the optimal control of the driving of

trains
Riidiger Franke Peter Terwiesch Markus Meyer
ABB Corporate Research ABB Corporate Research ADtranz (Switzerland)
Ruediger.Franke@de.abb.com Peter.Terwiesch@ch.abb.com Markus.Meyer@ch.adtranz. com

6 Conclusions

We discuss a new algorithm for the minimization of
the traction energy used by a train. Compared to ap-
proaches known from the literature, we have obtained
the following improvements.

A different formulation allows us to solve the nonlinear
equtions of motion analytically for sections of constant
track parameters. Exploiting this, a Discrete Dynamic
Programming (DDP) algorithm is implemented, which
is suitable for a real-time implementation of a Nonlinear
Model Predictive Controller (NMPC).
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