
Introducción al control óptimo
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AgendaControl óptimo en tiempo continuo – motivación

• Formulación del problema

• Principio del máximo de Pontryagin

• Caso de estudio: movimiento de una masa

Control óptimo en tiempo discreto – motivación

• Formulación del problema

• Ecuación de Bellman

• Caso de estudio: Fishery Lotka-Volterra

PMP vs PD

• Ejemplos sencillos

• Control óptimo de un tren



Parte 1 

Control óptimo en tiempo continuo – motivación
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Formulación del problema

De manera general, el problema del control óptimo de un sistema dinámico en 

tiempo continuo descrito por un sistema de ecuaciones diferenciales ሶ𝑥(𝑡)

ሶ𝑥 𝑡 = 𝑓 𝑥 𝑡 , 𝑢 𝑡 , 𝑤 𝑡 , 𝑡

consiste en encontrar una trayectoria de control 𝑢∗(𝑡) que lleve el sistema desde un

estado inicial

𝑥(𝑡𝑎) = 𝑥𝑎

hacía un estado final en un rango admisible 

𝑥(𝑡𝑏) ∈ 𝑆 ⊆ 𝑅𝑛



Charlas de optimización – motivación al control óptimo    5/25

Formulación del problema

𝑤 𝑡 representa un conjunto de variables externas no controlables

La trayectoria del sistema, debe satisfacer restricciones

𝑥 𝑡 ∈ Ω𝑥 𝑡 ⊆ 𝑅𝑛; 𝑡 ∈ 𝑡𝑎 , 𝑡𝑏

𝑢 𝑡 ∈ Ω𝑢 𝑡 ⊆ 𝑅𝑛; 𝑡 ∈ 𝑡𝑎 , 𝑡𝑏

Y debe minimizar una función objetivo 𝐽

𝐽 𝑢 𝑡 = 𝐾 𝑥 𝑡𝑏 +න
𝑡𝑎

𝑡𝑏

𝑔(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑤 𝑡 , 𝑡) 𝑑𝑡
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Formulación del problema

El control 𝑢∗(𝑡) que resuelve el problema se denomina control óptimo  

La trayectoria de evolución de las variables de estado

ሶ𝑥∗ 𝑡 = 𝑓 𝑥∗ 𝑡 , 𝑢∗ 𝑡 , 𝑡

Se denomina trayectoria de estado óptima
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Principio del Máximo de Pontryagin – PMP

El Principio del Máximo de Pontryagin da condiciones necesarias que debe cumplir la

trayectoria de control óptimo.

El Hamiltoniano del sistema propuesto se define como:

𝐻 𝑥 𝑡 , 𝑢 𝑡 , 𝜌 𝑡 , 𝑡 = 𝑔 𝑥 𝑡 , 𝑢 𝑡 , 𝑡 + 𝜌 𝑡 ሶ𝑥(𝑡)

Donde 𝜌 es el conjunto de variables adjunta definidas por:

𝑑𝜌

𝑑𝑡
= −

𝜕𝐻

𝜕𝑥
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Principio del Máximo de Pontryagin – PMP

Sea 𝑢∗(𝑡) el control óptimo entonces se cumple que

𝜕𝐻

𝜕𝑢∗
= 0

y además

𝐻 𝑢∗ 𝑡 =
𝑚𝑎𝑥
𝑢 ∈ 𝑈

𝐻 𝑢 𝑡 ; ∀ 𝑡 ∈ [𝑡𝑎 , 𝑡𝑏]

para cada t ∈ [ta, tb].

En el caso de que x(𝑡𝑓) no esté restringida, entonces 𝜌 𝑡𝑓 = 0.
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Ejemplo 1

Considere una masa distribuida que debe ser transportada desde un punto A

hasta un punto B en línea recta una distancia d.

El desplazamiento debe ser realizado en un tiempo definido.

La dinámica del sistema se controla mediante la fuerza aplicada por unidad de

masa (aceleración).
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1) Definición de las variables

x1(t) – posición del cuerpo en el tiempo t

x2(t) – velocidad del cuerpo en el tiempo t

u(t) – aceleración del cuerpo en el tiempo t

Se busca minimizar el costo de la acción de control representado por la siguiente

función:

𝐽 = න

𝑡𝑎

𝑡𝑏

−𝑢2𝑑𝑡

Ejemplo 1
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Definición del problema

𝑥1(𝑡0) = 𝑋0 – posición inicial

𝑥1(𝑡𝑓) = 𝑋𝑓 – posición final

𝑥2(𝑡0) = 𝑉0 – velocidad inicial

𝑥3(𝑡𝑓) = 𝑉𝑓 – velocidad final

Ejemplo 1
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Pasos a seguir (Y ahora una receta de cocina☺):

1) Definir el Hamiltoniano

2) Calcular las variables adjuntas

3) Minimizar el Hamiltoniano

4) Calcular las constantes de integración

Ejemplo 1
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1) Definición del Hamiltoniano

𝐻 = 𝑔 𝑥 𝑡 , 𝑢 𝑡 , 𝑡 +෍

𝑖

𝜌𝑖
𝑑𝑥𝑖
𝑑𝑡

𝑔 𝑥 𝑡 , 𝑢 𝑡 , 𝑡 = −𝑢2;
𝑑𝑥1
𝑑𝑡

= 𝑥2;
𝑑𝑥2
𝑑𝑡

= 𝑢

𝐻 = −𝑢2 + 𝜌1𝑥2 + 𝜌2𝑢

Ejemplo 1
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2) Calculo de la variables adjuntas

𝑑𝜌𝑖
𝑑𝑡

= −
𝜕𝐻

𝜕𝑥𝑖
= −

𝜕 −𝑢2 + 𝜌1𝑥2 + 𝜌2𝑢

𝜕𝑥𝑖

𝑑𝜌1
𝑑𝑡

= 0

𝑑𝜌2
𝑑𝑡

= −𝜌1

𝜌1 = −𝑘1

𝜌2 = 𝑘1𝑡 + 𝑘2

Ejemplo 1
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3) Minimizar el Hamiltoniano y hallar el control óptimo

𝜕𝐻

𝜕𝑢𝑖
∗ =

𝜕 −𝑢2 + 𝜌1𝑥2 + 𝜌2𝑢

𝜕𝑢
= 0

−2𝑢 + 𝜌2 = 0

𝑢 =
𝜌2
2

𝑢 =
𝑘1
2
𝑡 +

𝑘2
2

Ejemplo 1
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4) Calcular las constantes de integración.

𝑢 =
𝑘1
2
𝑡 +

𝑘2
2

𝑥2 =
𝑘1
4
𝑡2 +

𝑘2
2
𝑡 + 𝑉𝑜

𝑥1 =
𝑘1
12

𝑡3 +
𝑘2
4
𝑡2 + 𝑉𝑜𝑡 + 𝑋𝑜

Ejemplo 1
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4) Calcular las constantes de integración

𝑥𝑓 =
𝑘1
12

𝑡𝑓
3 +

𝑘2
4
𝑡𝑓
2 + 𝑉𝑜𝑡𝑓 + 𝑋𝑜

𝑉𝑓 =
𝑘1
4
𝑡𝑓
2 +

𝑘2
2
𝑡𝑓 + 𝑉0

En forma matricial

𝑘1
𝑘2

=

1

4
𝑡𝑓
2

1

2
𝑡𝑓

1

12
𝑡𝑓
3

1

4
𝑡𝑓
2

−1

𝑉𝑓 − 𝑉0
𝑋𝑓 − 𝑋0 − 𝑉0𝑡𝑓

Ejemplo 1
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Resolver el problema para las siguientes condiciones:

𝑉𝑓 = 𝑉0 = 𝑋0 = 0; 𝑋𝑓 = 100; 𝑡𝑓 = 10

Ejemplo 1
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Trayectoria de control (aceleración) óptima
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Ejemplo 1
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Parte 1 

Control óptimo en tiempo discreto – motivación
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Formulación del problema

De manera general, el problema del control óptimo de un sistema dinámico en 

tiempo discreto descrito por la ecuación en diferencias

𝑥𝑘+1 = 𝐹𝑘 𝑥𝑘 , 𝑢𝑘 , 𝑤𝑘 , 𝑘 = 𝑓𝑘 𝑥𝑘 , 𝑢𝑘 , 𝑤𝑘 , 𝑘 + 𝑥𝑘; 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1; 𝑥𝑘 ⊆ 𝑋𝑘

consiste en encontrar un conjunto de controles 𝜋

𝜋 = 𝑢0, 𝑢1, . . . 𝑢N−1 𝑢𝑘⊆ 𝑈𝑘

para que el sistema sea llevado desde un estado inicial 

𝑥(0) = 𝑥0

hasta un estado final admisible

𝑥𝑁 ∈ 𝑆 ⊆ 𝑅𝑛
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Formulación del problema

Minimizando una función objetivo 𝐽

𝐽𝜋(𝑥0) = φ(𝑥𝑁) + 𝑔𝑁(𝑥𝑁) + ෍

𝑘=0

𝑁−1

ℎ𝑘 𝑥𝑘 , 𝑢𝑘, 𝑤𝑘 , 𝑘 + φ(𝑥𝑘)

El conjunto de control optimo es el conjunto 𝜋0 que minimiza J𝜋

𝐽𝑜(𝑥0) =
min
𝜋𝜖Π

𝐽𝜋(𝑥0)
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Principio de óptimalidad de Bellman

“dada una secuencia óptima de decisiones, toda subsecuencia de

ella es, a su vez, óptima”
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Principio de óptimalidad de Bellman
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Principio de optimalidad de Bellman

1) Cálculo del costo final

𝐽𝑁(𝑥𝑖) = 𝜑(𝑥𝑁) + 𝑔𝑁(𝑥𝑁)

2) Cálculos intermedios para k = N − 1 hasta 0

𝐽𝑘(𝑥𝑖) =
min
𝑢𝑘𝜖𝑈𝑘

ℎ𝑘 𝑥𝑖 , 𝑢𝑘 + 𝜑 𝑥𝑖 + 𝐽𝑘+1(𝐹𝑘 𝑥𝑘 , 𝑢𝑘 )
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Principio de optimalidad de Bellman
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Principio de óptimalidad de Bellman
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Considere un sistema dinámico descrito por la ecuación:

𝑓(𝑥𝑘 , 𝑢𝑘) = ∆𝑡
2

100
𝑥𝑘 −

𝑥𝑘
2

1000
− 𝑢𝑘

Maximizar la función

෍

𝑘=0

𝑁−1

𝑢𝑘∆𝑡

Ejemplo 2
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Sujeto a las restricciones

𝑥0 = 250

𝑥𝑁 ≥ 750

𝑥𝑘 𝜖 0, 1000

𝑢𝑘 𝜖 [0, 10]

𝑡0 = 0

𝑡𝑓 = 200

Ejemplo 2
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Parte 3 

PMP vs PD
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Supongamos que el crecimiento de una planta se puede acelerar mediante una

luz artificial. Sea x(t) la altura de la planta al tiempo t.

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 1 + 𝑢

En donde u = u(t) es el exceso de la tasa de crecimiento debido a la luz artificial.

Supondremos también que x(0) = 0 y que x(1) = 2. Se pide minimizar el costo

total debido a la luz artificial.

𝐽 = න

0

1
1

2
𝑢2𝑑𝑡

Trabajo propuesto 1
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Maximizar 

𝐽 = න

0

1

−𝑢2 𝑑𝑡

sujeto a las condiciones

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑥 + 𝑢

𝑥 0 = 1

𝑥(1) = 0.

Trabajo propuesto 2
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