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Prologo

Este libro se ha concebido como complemento a los textos usuales de electricidad o bien como
libro de texto basico para un primer curso de andlisis de circuitos. En él se ha dado una importiancia
especial a las leyes fundamentales, a los teoremas y a las técnicas que son comunes a los diversos enfo-
ques expuestos en otras obras.

Esta dividido en capitulos que tratan los campos de teoria y estudio ya reconocidos. Cada capi-
rulo empieza por establecer las definiciones, teoremas y principios pertinentes, junto con ejempios,
Aguras y demas material aclaratorio. A continuacion, se presentan dos series, adecuadamente gradua-
das, de problemas resueltos y de problemas propuestos. Los primeros sirven para aclarar y ampliar
1a teoria. Presentan métodos de analisis, proporcionan ejemplos pricticos y centran la atencidn en aque-
Los aspectos de detalle que son esenciales para que el alumno pueda aplicar correctamente y con segu-
ridad los principios fundamentales. El gran nimero de problemas propuestos como complemento per-
mite realizar un repaso de todas las materias contenidas en el capitulo,

Los temas tratados incluyen el analisis de respuestas y formas de ondas, sistema de numeros cont-
~ejos, notacién matricial, circuitos en serie y paralelos, potencia y factor de potencia, fendmenos de
~esonancia. Se han utilizado ampliamente las matrices y determinantes en el estudio de los métodos
Je andlisis basados en las corrientes, en las mallas y las tensiones en los nudos. También se ha empleado
= calculo matricial en el estudio de las transformaciones estrella-tridngulo y en los teoremas de circuitos,
:2.25 como los de superposicion y reciprocidad. Se ha procurado explicar con sumo detalle ¢l tema de los
~rcuitos con acoplo magnético y lo mismo puede decirse de los sistemas polifasicos de todos los tipos,
s=dicando atencién especial al circuito equivalente monofdsico por sus importantes aplicaciones. Se
sstudian, simultaneamente, las series trigonométricas y las exponenciales de Fourier, verificando fre-
—enles conversiones de los coeficientes de unas a otras para ver con claridad su correspondencia. El
régmen ransitorio en corrieates continua y alterna se explica y resuelve empleando ecuaciones diferen-
=zles clasicas. de manera que esta materia puede estudiarse perfectamente antes de ver la notacidn fa-
scnal del Capitulo 5; en rigor, asi se recomienda para aquellos alumnos cuyos conocimientos matema-
-cas se lo permitan, Ei método de la transformada de Laplace se aplica a muchos de los problemas ya
assudiados v resueltos en el Capitulo 16 por ecuaciones diferenciales. Esto permite comparar los dos
—2:3d0s v ver claramente las peculiaridades y ventajas del método en cuestion.

Queremnos aprovechar esta ocasién para expresar profunda gratitud al persomal de la Schaum
P-5ishing Company vy, en especial, al sefior Nicola Miracapillo, por sus valiosas sugerencias y util co-
zmaracién. A mi esposa Nina le debo mucho mas que un simple agradecimicnto por su continuo apeyo
. ssumulo que tanto han contribuido a la realizacién de esta obra.

JOSEPH A. EDMINISTER

U=nersidad de Akron
21 de agosto de 1965
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Capitulo 1

Definiciones y parametros de un circuito
SISTEMAS DE UNIDADES

En ingenieria eléctrica se emplea el sistema internacional de unidades S. L., que considera como
magnitudes fundamentales fa longitud (L), la masa (M), el tiempo (T) y la intensidad de corriente (1),
cuyas unidades respectivas son el metro (m), el kilogramo (kg), el segundo (s) y el amperio {(A). Abre-
viadamente, este sistema se llama mksa, que corresponde a las iniciales de las unidades citadas.

Todas las formulas del libro aparecen racionalizadas, es decir, la constante de la ley de Coulomb
de Ia electrostatica se iguala a 1/4xe, y Ia correspondiente a 1a ley de Laplace del magnetismo se iguala
a ufdnm.

La unidad de fuerza en el sistema racionalizado mksa es derivada; se llama newton y tiene de sim-
boio N. Una fuerza de 1 newton ¢s aquella que aplicada a un sdlido de 1 kilogramo de masa le comunica
una aceleracion de 1 metro por segundo en cada segundo. Por consiguiente:

Fuerza (N) = masa (kg) x aceleracidén (m/s?)

La unidad de trabajo y, por tanto, la de energia, también es derivada; se llama julio (J} y correspon-
de al trabajo realizado por una fuerza de 1 newton cuando su punto de aplicacién se desplaza 1 metro
en la direccion del movimiento. La unidad de potencia, en estas condiciones, se llama vatio (W) y co-
rresponde al julio por segundo. Resumiendo, pues, 1 J=1N-m y 1 W = ] J/s.

LEY DE COULOMB

Establece que la fuerza {de atraccién o de repulsion) entre dos cargas eiéctricas puntuales, ¢ y ¢',
es directamente proporcional al producto de ambas e inversamente proporcional al cuadrado de su
distancia r. Matematicamente, se escribe en la forma

= 37 :
F-—-k?d

siendo k la constante de proporcionalidad (con dimensiones) y que depende, por una parte, del sistema
de unidades empleado y, por otra, del medio donde esién situadas las cargas. Concretamente, en el sis-
tema mksa en el que la unidad de carga eléctrica es derivada y se llama culombio (C), vy en el vacio o
espacio libre el valor de dicha constante es
ko = 9 x 10° N -m?/C? {
Como ya hemos adelantado, el sistema mksa racionalizado es aquel que hace &k, = Ame. | Son lo
]
1 1

— -9 Enelvacio (subindice cero) tendremos kg = —
4me, 4ney

de donde 1 1 10-¢ §85 x 10-12 C2 5
£, — = == = 8, * ‘m
" 4k, T 4m(9 x 10"} 36 /N
Si el medio donde se hallan las cargas no es ¢l vacio, la fuerza que aparece entre las cargas inducidas
reduce la resultante. En el aire, el vaior de € ¢s [igeramente superior a €, y, en la prictica, se consideran
iguaies. Para otros medios distintos del aire, el valor de € se define por

que ta ley de Coulomb adquiere la forma F =

e = Ke,

en donde X es una constante de proporcionalidad adimensional que se llama constante dieléctrica re-
lativa o capacidad inductiva especifica del medic en cuestion. El valor € = Ke, se denomina permitividad
0 constante dieléctrica absoluta del medio, con lo que &, es la permitividad del vacio. Para ¢l espacio libre,
pues, K =1 vy ¢ = ¢,

Hemos dicho anteriormente que la unidad de carga en el sistema mksa es el culombio (C); se puede
definir como aquella carga que, situada frente a otra igual a 1 metro de distancia y en el vacio, se repelen
con una fuerza de 9 x 10° newton. Los submultiplos mas utilizados del culombio son

1 4C = | microculombio = 1078 C
I pC = 1 picoculombio = 1072 C

La carga elemental correspondiente al electrdn (—e), o al protén (+e), vale ¢ = 1,602 x 10717 C,
1



2 DEFINICIONES Y PARAMETROS DE UN CIRCUITO [CAP. 1

DIFERENCIA DE POTENCIAL v

La diferencia de potencial o tensidn v entre dos puntos de un campo eléctrico es, por definicidn,
el trabajo necesario para desplazar la unidad de carga eléctrica positiva de un punto al otro en contra
o a favor de las fuerzas del campo. En el sistema mksa, la unidad de diferencia de potencial es el veltio
(V) y corresponde al trabajo de 1 julio {J} al desplazar 1 culombio {C) de carga de uno al otro punto,
es decir, 1V = 1J/C.

Si entre dos puntos existe una diferencia de potencial v (d.d.p.), el trabajo necesario para desplazar
una carga ¢ serd gv y la carga se moverd del punto de mayor al de menor potencial.

Un agente o dispositivo, tal como una bateria o un generador, posee una fuerza electromotriz (f.e.m.)
si es capaz de suministrar a una carga eléctrica la energia suficiente para hacerla circular por él, del ter-
minal de menor al de mayor potencial. La f.e.m. se mide por la d.d.p. en bornes del generador cuando
no suministra corriente eléctrica, es decir, en circuitoc abierto.

CORRIENTE ELECTRICA |

Todo cuerpo con electrones libres capaces de moverse entre los &tomos de la red cristalina del mismo
se llama conductor. Una de las causas que origina este movimiento es la aplicacion al conductor de una
diferencia de potencial, '

Cuando de un puric a otro de un conductor se desplaza una o mas cargas eléctricas diremos que
circula por &l una corriente eléctrica. Sila carga se transfiere a una velocidad de ! culombio por segun-
do (C/s) la corriente por ¢! conductor tiene una intensidad de 1 amperio (A); es decir, 1 A = 1 Cfs.
En general, la intensidad de corriente instantinea i en un' conductor es

dg (C)
dt (s)

Por convenio, se ha establecido como sen-
tido positivo de la intensidad de ta cornente

P(A) =

o movimiento de los elecirones

eléctrica el opuesto al del movimiento de los e S St
electrones. Yéase Figura 1-1. Fig.1-1
POTENCIA p

La potencia eféctrica p se define por ¢l producto de la diferencia de potencial o tensidn aplicada v
y la intensidad de corriente i a que da lugar. La unidad de potencia es el vatio (W), de manera que

1 W=1 V-A. Matemitica se escribe:
p (W) =10V} x i{A)

Por definicion, corriente eléctrica pesitiva es aquella que circu- -
la en el sentido indicado por la flecha que aparece en el generador o n
fuente de tension, es decir, del terminal o polo negativo al positivo, I
como se indica ea la Fig. 1-2. Si la potencia p es positiva quiere C)”
decir que la fuente entrega corriente a} circuito, esto es, suministra -
energia.

En el caso de que la potencia p sea una funcidén periddica del

tiempo ¢, de periodo T, se define ¢l valer medio por: , Fig. 1-2

T
Potencia media P = lf pdt
T 0

ENERGIA w
Como la potencia p es la variacién de energia transferida en la unidad de tiempo,

‘2
P = L) de donde W = p dt
at v
siendo W la energia total suministrada durante un intervalo de tiempo dado.

La unidad de encrgia, como ya difimos, es el julio: {J = {1 W-s,
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ELEMENTO RESISTIVO, BOBINA Y CONDENSADCR

Al suministrar energia eléctrica a un elemento pasive de un circuito, éste se comporta o responde
de una, o mds, de estas tres formas. Si la energia la disipa el elemento, es resistive puro; si la almacena
en un campo magnético, es una bobina pura, y si la acumula en un campo eléctrico, es un condensador
puro. En la préctica, los componentes de un circuito se comportan de mas de una de dichas formas,
y muchas veces de las tres simultdneamente; pero lo normal es que predomine uno de los efectos citados
sobre los otros. Se puede disefiar una bobina con un gran coeficiente de autoinduceién; sin embargo,
el hilo con el que se fabrica presenta cierta resistencia imposible de anular; es un ejemplo tipico de un
clemento, bobina, que se comporta ante la energia eléctrica de dos maneras, es decir, tiene dos propie-
dades.

RESISTENCIA R

La diferencia de potencial v{¢) en bornes o terminales de un elemento —_—
resistivo puro es directamente proporcional a la intensidad de corriente 1) A =T
1) que circula por él. La constante de proporcionalidad R se llama resis-
tencia eléctrica del elemento. Matem4ticamente se expresa en la forma. g ()
o(t) = Ri{t) obien i(t) = 1"};—) —L

La unidad de medida de la resistencia en el sistema mksa es el ohmio Q)
y corresponde a la resistencia de un elemento que al aplicarle una d.d.p.
de 1 voltio circula por él 1 amperio, es decir, 1 Q = 1 V/A.

Obsérvese que no se ha hecho restriccién alguna sobre la forma de las funciones v(t) e i(t}; pueden
ser constantes en el tiempo, como ocurre en los circuitos de corriente continna (c.c.) o funciones trigo-
nomeélricas seno o coseno, como en los circuitos de corriente alterna (c.a.).

Respecto a la notacién, las funciones del tiempo las Fepresentaremos por letras mindsculas (v, i, p);
las magnitudes constantes se indicaran por las mayulsculas correspondientes {V, I, P), asi como los pi-
cos, valores maximos o amplitudes con el subindice m ( Vs Ly Pr).

Fig.1-3

AUTOINDUCCION L
Al vanar con respecto al tiempo la corriente que circula por un cir-

——————
cuito, ¢l flujo magnético que to atraviesa experimenta los mismos cambios. i{t) =
Ahora bien, toda variacion de flujo magnético origina una fuerza electro- +
motriz que s¢ opone a dicha variacion. En estas condiciones, si por una L vit)
bobina circula una corriente de intensidad variable, se origina en ella _

una fie.m. inducida v que es directamente proporcional, siempre que la —1
permeabilidad magnética sea constante, a la variacidn con respecto al
tdempo de dicha intensidad. Matemédticamente se expresa en la forma Fig. 1-4

di : . 1
vt) = LE obien iff) = Ef vdt

El coeficiente de proporcionalidad L se llama coeficiente de autoinduccion o, simplemente, autoinduccion
de la bobina.

Si la tension v se expresa en voltios (V) y di/dr en amperios/segundo (A/s) el coeficiente de autoin-
duccion L se mide en voltios x segunde/amperio y se llama Aenrio (H); esdecir, | H =1V - s/A. Segin
esto, una bobina tiene ua coeficiente de autoinduccién de 1 H si al circular por ella una corriente que
vane a razén de 1 A/s se induce una f.e.m. entre sus bornes de 1V,

CAPACIDAD C ——
(¢
La diferencia de potencial v en bornes de un condensador es propor- )

cional a la carga g en ¢l almacenada. La constante de proporcionalidad ¢
se llama capacidad del condensador. Matemdticamente se expresa en la ocutlll
forma

v(t)

o
1\ +
|

. d d 1 .
a(t) = Coft), i = ﬁ- = C;ﬁ. v(t) = (—;f idt Fig. 1-5
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En el sistema mksa ta unidad de capacidad se llama faradio {F). La capacidad de un condensador
es de 1 faradio cuando almacena 1 culombio (C) de carga al aplicarle una d.d.p. de 1 voltio; es decir,
1 F = | C/V. Como se trata de una unidad muy grande, se emplean los submuitiplos siguientes:

| uF = 1 microfaradio = 10"*F y  1pF = 1 picofaradio = 10=%* F

LEYES DE KIRCHHOFF

1. La suma de las intensidades de corriente que llegan a un nudo es igual a la suma de las inten-
sidades que salen de él. Si se consideran positivas las corrientes que llegan y negativas las que salen, esta
ley establece que la suma algebraica de las intensidades de todas las corrientes que concurren ¢n un nudo

s cero.

T intensidades que entran = I inlensidades que salen ¥ subidas de tension = I caidas de lension
Wt = t + 4+ 1a Uﬁ—ﬁ,l= Rl‘l'L[difdﬂ
obien Ht+l—@—iL—1 =0 ' o bien v, ~ v, — Ri — L(di/dt) = 0
Fig. 1-6 ' Fig.1-7

9 En un circuito cerrado o malla, la suma algebraica de las fuerzas electromotrices aplicadas,
o subidas de tensién, es igual a la suma algebraica de las caidas de tensidn en todos los elementos pasi-
" vos. En otras palabras, la suma algebraica de las diferencias de potencial en todo circuito cerrado es
nula. Es importante observar que las fuerzas electromotrices de las fuentes o generadores que contenga
la malla han de sumarse algebraicamente, considerando como positivas las fuentes cuyo sentido de
polaridades {de — a +) coincida con el asignado previamente a la corriente en el circuito.

Respuesta de los elementos pasivos de un circuito

Flemento Tensidn Corriente
en bornes del elemento por el elemento
Resistencia R w(t) = Rit) i) = uy -
(resistivo) R
Autoinduccion £ _ o S 1J‘
t) = L— W) = = vdt
(bobina) v dt 0 =1
Capacidad C _ 1 (. o 2GR
3y = = di ) = C—=
(condensador) | WY C.j k | 44 dt

Sistema internacional de unidades mksa

Magnitud Unidad Magnitud Unidad
Longitud { metro m Carga Q. 4 cujombio C
Masa m kilograme kg . Potencial V, ¢ voltio vV
Tiempo ! segundo $ Corriente I i ‘amperio A
Fuerza F.f newton N Resistencia R ohmio Q2
Energia W, ow julio J Autoinduccién L henrio H
Potencia P p vatio w (Capacidad g faradio F
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Problemas resueltos

En el circuito cerrado de la Fig. 1-8 la tensidn aplicada es ¥ = 45 voltios. Hallar la intensidad de
la corriente que circula por él, asi como la caida de tension y la potencia disipada en cada elemento
resistivo del mismo.

En una malla o circutto cerrado la suma algebraica de las subi-
das de la tensidn (originadas por las fuerzas electromatnices de las

' WA
fuentes) es igual a la suma correspondiente de las caidas en sus ele-
)
I LY 60

mentos. Por tanto,
= {2} + {6) + (7), 45 = 151, f=3A

La caida de tensidn en el elemento resistivode 2Qes V, = R,/ =
(2K3) = 6 V. Apdlogamente, Vg = (6)(3) =18 V,y ¥V, = 21 V.

La potencia disipada porelelementode 2Qes P, = V,/ = (6)(3) = Fig.1-8
18Wobien P, = R,7? = (2){3)* = 18 W. Andlogamente, P, = VI =
W,y Pr=Vl=63W.

Una corriente /; se divide entre dos ramas en paralelo de resistencias R, y R, respectivamente,
como indica la Fig. 1-9. Deducir las expresiones de las intensidades de corriente I, ¢ I, en cada
una de las ramas.

En cada rama, la caida de tensién ha de ser la misma: V = I, R,
R,l, = R,I,. Por consiguiente, — AW
T-’
I, = L+4L = R1 ("—"l---)
— R RI + Rl I _ R'j + Ri f J'T ‘is_-_ Rt
- =y Rl 0T 2 ; —WWy
de donde [, = (—-—E—L—- Iy. Andlogamente, Iy = (—EL—>I V
Ri+R, /T ' Ri+R:,/ "
. . Fig.1-9
Tres resistencias, R,, R, y Ry, estdn asociadas en paralelo,
como indica la Fig. 1-10. Deducir la expresion de la resis- iR,
tencia equivalente R, del circuito. AWV
Se supone aplicada una tensién »(7) entre los puntos 4 y B, con
to cual circulardn por las resistencias R,, R, y R, unas corrientes
de intensidades f,(¢}, i5{1), i5(¢), respectivamente. La corriente por R, A iy R, B
debe ser la intensidad total ix(¢). Por tanto, v(t) = R,i{t) = Ryi(1) = O VWA 0
RJI]“I]' == Rel‘:]‘“’:'- }" '-IT;r
; _— : : - v(t) _ 1-‘(3) v(t) v{t)
ir(t) 11(¢) + 12(f) + 4{t}) o bien R, E, R, R .
1 1 “ﬂ*vxf}*}w
. _ 1.1 .1
Es decir. R R: + + R
En un circeito parzlelo de dos ramas, 1. _ RL £ RL ' v(f)
bi B L R:R, ’ ‘ ’ Fig.1-10
OPEn e S R+ R,
El circuito de la Fig, 1-11 contiene dos fuentes de tensidn 1
constante, ¥V, v V5. (Qué energia suministra cada una de WY
elias” T ,
; . . Va
Lalsuma de las subidas de tension es igual a la suma de las caidas 20 ¥ ]C) so'v
de tensién en lodo circuito cerrado; por consiguiente,
20-50=()+ 24, f=-10A 2
WWY

Potencia suministrada por V, = V, /= 20(—10) = —200 W.
Potencia sumimistrada por ¥y = Vgl = 50(10) = 500 W. Fig.1-11
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1.8 En el circuito de la Fig. 1-12(a) la tensién del generador viene

dada por »(¢) = 150 sen wr. Haliar la intensidad {r), la potencia 7 N
instantdnea p(r) y la potencia media P.

: 1 _ 150 > s

)y = _.R-v(” T senwt = 6Hsenwt A “'{”651 o8
p(t) = w(tyi(t) = (1560sen ot)(6senwt) = 900sen® wt W

W T » T
P = % J 900 sen® ot diwl) = 29-9 J H1 — cos 2ut) d{wt)
“ g = ]
_ 900 | -
= 3 [w: ~ }sen Eth]n = 450 W B

La corriente (1) est4 relacionada, como hemos visto, con la tension v(¢} por la constante R. La curva de po-
tencia instantdnea se puede deducir punto a punto multiplicando las ordenadas correspondientes de v ¢ i, como
se indica en la Fig, 1-12(b). Obsérvese que asi como v ¢ i son ambas positivas o ambas negativas en cualquier
instante, su producto siempre es positivo. Esto concuerda con el principio de conservacién de la encrgia, esto
es: siempre que circula una corriente eléctrica a través de una resistencia se consume una energia eléctrica que

ha de ser proporcionada constantemente por algin generador.

v

1504 1
5
(1] £ 2#/ wt I-—
0 ; 4 t
1 2 3 4 6 6% 107"
-160 1
51'
LI
] ¥ 25-/ wt
-54 0 . : r ¢
» 1 2 3 4 6 6% 10y
WO ==gp——-~——-
i 1
I
\ i
I
1 | P
I |
! I
: : 250
| 1 I_
0 : : & wt O} + - ¢
iz 7 %r 9. 1 2 3 4 5 6x10°%g
Fig. 1-12(b) Fig.1-13-

1-6 La funcién de intensidad de corriente de la Fig. 1-13 es una onda cuadrada periédica. Con esta
corriente, circulando por una resistencia pura de 10 ohmios, obtener las curvas de tensién v(r)

y de potencia p{¢) instantdneas,
La tension es directamente proporcional a la intensidad de corriente, v(t} = R i{s). El valor maximo es
Rip,, = (5)10) = 50 V.
La curva de potencia s¢ obtiene punto a punto por el producto p = vi. El valor maximo €5 Oppimu =
(S0H5) = 250 W,

1-7 La funcién de intensidad de corriente de la Fig. 1-14 es un diente de sierra periédico que se aplica
a una resistencia pura de 5 ohmios. Hallar los valores instantdneos v(¢) y p(t) y la potencia media P.

Como »(t) = Ri(t), Vmae = Rinex = (5)(10} = 50V
. 10
Para 0<t<2x107%s. = -Wt = 5x 10°%, Por tanto.

2%10~3
v=Ri=25x10% p=vi=126x10%, P = ﬁ-lfﬂ-:;f 125 X 10%* dt = 167 W
0
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fi)
M - = e e e —
o —_ - £
g 4 §x10-"s 100
tr
m.
: b
0 - ¢ i
2 4 6x10" 1%
P bil 150
m.—. O e — e o e oo s P—
4
° 2 4 BXi0 "9
L4
Fig. 1-14 Fig. 1-15

18  En ¢l circuito de la Fig. 1-15, la intensidad de corriente por la resistencia de 5 ohmios es i(f) =
6 sen wt amperios. () Hallar la corriente en las resistencias de 15 y de 10 ohmios, asi como las

tensiones entre ay by entre b y ¢. (b) Calcular la potencia media e instantdnea consumida en cada
resistencia. '

(@ La tensién b, en las resistencias de 5 ) ¥ 15 2 ha de ser la misma; por tanto,
o = Rgis = (5)(6senen) = 3 senewt e iy, = Up/Ry s = 2 sen wit
Ahora bien,  iyo = {5 +i; = 8senwr, con lo que Vay = Ryof)o = 80 sen wt

(2} La potencia instantinea es p = vi. De esta forma, py = (30 sen wr)(6 sen wt) = 180 sen? wt. Andlogamen-
e, prs = 60 sen? wi y p,, = 640 sen? wr,

La potencia media en la resistencia de 5 £ es

M T

P, = lf 180 sen? ut d(ut) = lf 180[}{1 — cos Zut)] dwt) = 90 W
T.J, Ty

Dei mismo modo se obtienen Py, = 30 W y Ploa=320 W.

1-9  En bormes de una resistencia pura de 2 chmios se aplica una tensién v(r) dada por

v(t) = 50{1 - (;t""z + (‘;tr}i - (lgtl}e + } voltios

Determinar la intensidad de corriente y potencia disipada per este elemento.

)
Desarrollando cos x en serie de potencias de x, cosz = 1 — = + £

Por consiguiente, »(¢) = 50 coswt, #(t) = 25 cos wt, p{t) = 1250 cos’wt, y P = 825 W.

1-10 En bornes de una bobina pura de autoinduccién L = 0,02

henrios se aplica la tension o(f) = 150 sen 1000¢. Hallar la A
corriente {(1), la potencia instantdnea p(¢) y la potencia media 2. ’ u(¢) 0.02 H
iy = 1 fu(t)dt = = { 150 sen1000¢ d¢
L, - ,OZJ‘
Fig. 1-16(a)
—  160¢ —cos 1000t -
= U,'D2(WIDGIIJ ) 7,5 cos 1000f A

P =vui= —150(7,5)4 sen 2000¢) = —562,5 sen 2000f W. [sen x cos x = § sen 2x.] Evidentemente, la poten-
cia media P es cero, como se indica en la Figura 1-16{b).
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v ]
150 - — - 19
1 |
|
T 2:7/ wi 0 l : 4
2 4 10 % 1077y

| \/
w1B0f —— == s m -10¢

[ r

find T
: ST A
~7.57 '

10 < 1677s

t

P
P 300}---------—7—-----~-—
5625 —~-—- - :
AWA
| . v wt ]
0 i
i.. ' 2 4
é:r E“ \ 150|——- =
~ 5625 o - [ h

Fig. 1-16({b)

Fig, 1-17

1-11  Por una bobina pura de autoinduccion igual a 3 milikenrios cireula una corriente cuya forma
de onda es la representada en la Fig. 1-17. Dibujar la grafica de la tensién t{r) y de la potencia

1-12

instantdnea p{r). ;Cuél es la potencia media F£?

[.a intensidud de corriente instantdnca j{1) viene dada por (véase Fig. i-17}):

(1) 0 <t < 2ms i = B5x 103

2) 2<t<dms i = 10

{3) 4 <{<6ms i = 10— 10X10%t — 4x10"%) = 50 — 10 X 10°t
(4) 6 <t < 8 ms i = =10

{5) 8 <t <10 ms Tt = ~10+ 5X10%E — 8X10°Y = —50 + 5 X 10°%

Las tensiones correspondientes son:
da

— i‘!_:_ — -A i k| _ -
(1) », = Ldt = 3x10 dthxlDt} = 15V
_ di o d _
2y v, = Ldt = 3x10 dt{lc-) = 90
@ v, = LE = 3x10°%50 — 10x10%) = —30 V. etc.
- dt di
Los valores de la potencia instaniinea correspondiente son:
(1) p = w»i = 15(BxX10% = 756 % 10 W
2y p = »i = 0(10) = O W
(3) p = vi = 3060 — 10X 10%) .= —1600 + 300 x 10°t W, elc.

La poiencia media P es. evidenlemente, nula.

En el circuito constituido por dos bobinas de autoinduccién
L, y L, conectadas en serie se introduce un generador de ten-
sion v(s). Hallar Ja autoinduccidn equivalente L, que puede
sustituirlas y por la que circularia la misma intensidad de
cornente.

Tensidn aplicada = caida de tensidén en L, -+ caida de tensién en L,
di _ , di di

‘E —_ LJ d: + L" dt

de donde I = L+ L.

vity = L

/T\
—— Ll
oll
L,
Fig. 1.18
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1-13 Hallar la autoinduccion L, de la bobina equivalente a dos bobinas de autoinducciones L, ylL,

1-14

1-15

asociadas en paralelo como se representa en la Figura 1-19.

Supongamos aplicada una tensién v(¢) en los bornes de la asociacion en paralelo, ¥ que las corrientes que
ctreulan por Ly y L; sean i) e iy, respectivamente. Como [a intensidad total iy es la suma de las intensidades
en cada rama,

L , 1 _ 1 1
., = f+14: o bien L'fvdt = Efvdt + L!fvdt
1 _ 1 .1 : _ LiL.
Por tanto, . = L + o obien L. = L+

El reciproco de la autoinduccién de la bobina equivalente a un nimero cualquiera de bobinas asociadas
en paralelo es la suma de los reciprocos de las autoinducciones individuales.

ti L, 631 H
.2 H
— T —]
i
I L 0.6 H
| . ESEEES

v )

Fig.1-19 Fig.1-20
Tres bobinas puras estdn conectadas como indica la Fig. 1-20. ;Cudl es la autoinduccién equiva-
lente L, de la bobina que puede sustituir a todo el circuito?
: . : . L
La autoinduccion equivalente de la asociacién en paralelo es L, = Lil: _ (03)0.6) = 0,2 H.
Ly+ L, 03+06
La autoinduccion equivalente del circuito es L, = 0,2 + L, = 04 H.
Por una bobina pura circula una corriente de intensidad it) = I, sen o, Suponiendo que la
energia almacenada en el campo magnético es cero para r = 0, obtener y dibujar la funcién de
energia w(z).
“w(t) = L{%(f. seh wt) = wliacoswt
p(ty = vi = oLlosenstcoswt = JuLlhsenZat
E
wit) = f -&mLI:. sen 2wt dt = iLf:; [—cos2wt + 1] = LLILsentat

Pata @t = /2, 3=/2, 5nfl, etc., la energia almacenada es maxima e igual a 3LI3. Para wt =0, =,
2x, I, etc., dicha energia ¢s cero. En la Fig. 1-21 se pueden observar estos resultados.

Cuando p(7) es positiva, la encrgla se almacena en la bobina. En los intervalos de p{r} negativa, la energia
del campo magnético pasa de la bobina al generador. Asi, pues, una bobina pura no consume energia. La po-
tencia media es nula y no existe transmision de energia.

P . Wal .
. | |
[ !
| i
| i
1
0 wk | |
N |
i [
I }
| !
i i
o 0 . ! wt
. é:r w %n' 20

Fig. 1-21
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1-16 Consideremos un condensador puro al que se le aplica una tensidn v(f) = V,, sen wt, Hallar la
intensidad i(r), la potencia p{¢}, la carga g(t) y la energia w(r) almacenada en el campo eléctrico
suponiendo que w{t) = 0 en el instante 1 = 0.

{1y = Cdvfdt = wCVacoswt A

pit) = wm = -%mCVi sen 2wt W

git) = Cv = (CVapsenwt C

wit) = J pdt = 7}C‘Vﬁ.(l — co8 2wt) = ‘z}CVf. sen? wt J
o

Para wi = /2, 3n/2, 57,2, elc., la energia almacenada es mdxima e igual a %CVi. Cuando ¢t = 0, r, 2n,
3x, etc., la energia almacenada es nula. Todo esto se pone de manifiesto en la Figura 1-22.

Durante los intervalos en que p(1) es positiva, la energia pasa del generador al campo eiéctrnico del con-
densador y se va almacenando en él. Cuando p{r} es negativa, la energia almacenada retorna al generador. La
potencia media es nula y no existe transmision de energia.

% sovaf
2
(1] wl
0 T 2
v _ecvit NS
2
. w
WO LOVIb - o
: :
' I
1 |
i I
0 i I
| l
1 l
| ! ¢
— CV‘ L i -
“ 0 &r & -gz-:r 21’1’

Fig.1-22

1-17 Hallar la capacidad equivalente de la asociacion en paralelo de les dos condensadores C; y €,
que se indican en la Figura 1-23.

Supongamos aplicada una tensién v{f) a la combinacién en paralelo de dichos condensadores, y sean i}
e i, las intensidades de corrientes que circulan por C; y C,, respectivamente. En estas condiciones, st la inten-
sidad total es iy,

ip = @ + 1 o bien C.%v(tl = C.d%fu(t} + C:%v(tl.con loque C: = Ci+ Cs

La capacidad del condensador equivalente de un nimero cualquiera de condensadores asociades en pa-
ralele es la suma de las capacidades individuales.

| (€

I'l ll v | I Y
—_— ' 1{C: ‘ : | |fc:
r : —I"' H. I\
—= 1§
i »(2)
vith J'

Fig.1-23 Fig.1.24
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11

Hallar la capacidad equivalente C, de la asociacion en serie de los dos condensadores C,y(C,

que se¢ indican en la Figura 1-24

Supongamos aplicada una determinada tensidn al circuito serie. Se ha de verificar:

Tension aplicada = caida de tensién en C,; + caida de tensién en

I (anar = L[ 1
C'ft(t}dt = ij?(t)dt +C,2

11

Por tanto, —-— = =
C.: CI

f i(t) de

1 - -
+E; obien C,

_ G
G+ C

El reciproco de la capacidad del condensador equivalente de un nimero cualguiera de condensadores
asociados en serie es la suma de los reciprocos de las capacidades individuales.

Hallar la capacidad equivalente C, de Ia asociacion de con-

densadores representada en la Figura 1-25.

La capacidad equivalente de la rama serie es

o= OC _BHO)

O+ Ci T 3+86
Por tanto, la capacidad equivalente pedida es

C, = 4+Cs = 6pF = 6 x 10°* F,

Por el circuito serie de la figura circula una co-
rmiente de intensidad #(¢) cuya forma de onda se
indica en la Fig. 1-26. Hallar la tensidon en cada
elemento y representarlas griaficamente con la
misma escala de tiempos. Representar, asimismo,
la carga gir) del condensador.

En bornes de la resistencia: vy = Ri

La grafica de vy es semejante a la de intensidad de
cortiente, pero con un valor de pico igual a (2)10} = 20 V.

En bornes de ia bobina: v, = Ldi/dt
(1) 0<it<1ms i = 10 % 10%
v, = (ZX107910 X 10% = 20

2) 1 <t< 2ms i =10

v, = 2X107%0 = 0
ete.

En bornes del condensador:  w». = %f idit

_ 1 ‘
(1) 0<t<<1Ims v, = W,E (10 X 10%¢) ot

= 1¢ X 10"

1 4
oxte J (o

1=

= 10 + 20X 10Nt —10"%

(2) 1<t<2ms v, = 10 +

elc.

La grafica de g se obtiene facilmente a partir de la
relacion g = Coe. Obsérvese que cuando i es positiva, ¢
Y Uc aumentan, es decir, la carga del! condensador y la ten-
sidn entre sus armaduras aumentan simultineamerte.
Cuando J es negativa, ambas disminuyen,

a uF

I

I
i nF & . F
|{ i
N
Fig.1.25

Yg
20 = —
0 L L ] r
1 2 3\\4 5//“10“
—2ﬁ-—~ = ———-—L-/
U,
20
0 + . N :
1 4 3 3 5 6= 10°*
_20..
ki
40---- - - -
20
C t
0 T T 1 1] L
1 3 4 & 6x 10!
q
R [ R
105 10°F
!
D T T T T
1 2 3 4 ) 6x10°?
Fig. 1-26
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DEFINICIONES Y PARAMETROS DE UN CIRCUITG [CAP. 1

Preoblemas propuestos

Tres elementos de resistencias R,, R,, R, estdn asociados en serie y el conjunto se alimenta con una tensién cons-
tante V. La caida de tension en R, es de 20 voltios, 1a potencia disipada en R; es de 25 vatios y la resistencia
R, vale 2 ohmios. Hallar ia tensidn V sabiendo que la intensidad que circula por el circuito ¢s de 5 amperios.
Sol. 35¥

10 _ ) . :
La resistencia equivalente R, de dos en paralelo, R, y R;, vale ) ohmios. Una corriente circulando por &l cir-

cuito en paralelo se divide entre las dos resistencias en la proporcion 2 a 1. Hallar los valores de R, y R;.
Sol. R, =58, R, =104 -
100 50

(ej Hallar ia resistencia equivalente R, de ias cuatro re- '—WWH
sistencias de la Figura 1-27.

(6) Apiicando una tensidn constante ¥ = 100 voluos al 20 150
conjunto, jqué resistencia disipard mayor potencia? —'MW“—‘ —AMWWA—
Sol. (a) R. = 5,42 ﬂ', Fig. 1-27

(#) La resistencia de 5 Q disipa P = 957 W
Un circuito se alimenta por dos generadores de tensién constante, como se indica en la Fig. 1-28. Hallar la po-

tencia P suministrada por cada penerador. Sol. Pa=75W;, P, =15 W
WA WWWW
a0 , n
MWL
1.6
MW {(Ov 00 5n§ 108
60
IC) 5N § v C)l
Fig-1-28 - Fig.1-29
En el circuito de la Fig. 1-29 hallar la tensién constante V sabiendo que la intensidad de la corriente que circu-
la por la resistencia de 5 ohmios es de 14 amperios. Sol. 126 ¥V
Cuil es la intensidad de corriente suministrada por ¢l generador de 50 voltios de d.d.p. en bornes a la asocia-
cidn de resistencias del circuito de la Figura 1-307 Sol. 137 A
l [ I | ] 20n
20
L A — !

120 8 &0 30 5032
T 00 v B
Y 1 |

Fig. 1.30 Fig. 1-31
Hallar el vator de la resistencia R de la Fig. 1-31 si la caida de ten-
sidn en ella vale 25 voltios. Sof. 4,76 1
iA qué valor debe ajustarse lu resistencia R de la Fig. 1-32 para bt
que la potencia disipada en la resistencia de 5 ohmios sea de 20 vatios? : A A KA A
Sel. 1611 2001
Una resistencia de 10 ohmios estd conectada en serie con la aso- T Y R
ciacién en paralelo de dos resisiencias de 15 y 5 ohmios. Si la in-
tensidad de corriente constante que circula por la resistencia

de S ohmios es de 6 amperios, hallar la potencia total disipada ¢n
las tres resistencias, Sof. 880 W Fig.1-32
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DEFINICIONES Y PARAMETROS DE UN CIRCUITO [CaP. 1

Problemas propuestos

Tres elementos de resistencias R,. R,, R, estdn asociados en serie y el conjunto se alimenta con una tension cons-
tante V. La caida de tensién en R, es de 20 voltics, la potencia disipada en R, es de 23 vatios y la resistencia

R, vale 2 ohmios. Hallar la tensién ¥ sabiendo que la intensidad que circula por el circuito es de 5 amperios.
Sol. 35V

10 :
La resistencta equivalente R, de dos en paralelo, R, v R, vale ) ochmios. Una corriente circulando por el cir-

cuito en paralelo se divide entre las dos resistencias en la proporcion 2 a 1. Hallar ios valores de R, y R;.
Sol. R, =50Q; R, =161Q.

100 50

{a) Hallar la resistencia equivalente R, de las cuatro re-
sistencias de la Figura 1-27.

{#) Aplicando una tension constante V' -= 100 voltios ai
conjunto, ;qué resistencia disipara mayor potencia?

Sal. {a) R, = 5420,
() La resistencia de 5  disipa P =957 W

Un circuito se alimenta por dos generadores de tension constante, como s¢ indica en la Fig. 1-28. Hallar la po-

tencia P sumimstrada por cada generador. Sol. Py =75W,;, P =15W
—AMA— A
49 0
WA
7.61

e O wE eE
O Q) i

Fig.1-28 - Fig. 1-29

En el circuito de la Fig. 1-29 hallar la tensién constante ¥ sabiendo que la inteasidad de la corriente que circu-
la por la resistencia de 5 ohmios es de 14 amperios. Sol. 126V

iCudl es la intensidad de corriente suministrada por el generador de 50 voltios de d.d.p. en bornes a la asocia-

cién de resistencias del circuito de la Figura 1-307 Sel. 137 A
WY
I 3% .L 200

%n % | QW e

AAAA

Fig.1-30 Fig. 1-31
Hallar el valor de la resistencia R de la Fig. 1-31 si la caida de ten-
sidn en ella vale 25 voltios. Sel. 4,76 L}
WY
iA que valor debe ajustarse la resistencia R de la Fig. 1-32 para 50
que la potencia disipada en la resistencia de 5 ohmios sea de 20 vatios? : R AAAR
Sel. 16 D2 2002
Una resistencia de 10 ohmios estd conectada en serie con la aso- T oY R

ciacién en paralelo de dos resistencias de 15 y 5 ohmeos. Si la in-
tensidad de corriente constante gue circula por la resistencia
de 5 ohmiocs es de 6 amperios, hallar la potencia total disipada en
las tres resistencias. Sol, 880 W Fig.1.32
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Las autoinducciones L; y L, de las bobinas de la Fig. 1-33 estan en la relacion 2 a 1. Sabiendo que la autosin-
duccién equivalente L, de las tres vale 0.7 henrios, hallar tos valores de L, y L,.
Sof. L,=06H;L,=03H

Las tres bobinas ¢n paralelo de la Fig. 1-34 equivalen a una bobina de autoinduccién L, igual a 0,0755 henrios.
{a) Hallar el valor de la autoinduccién desconocida L. () jExiste algin valor de L que haga L_igual a 0,5 hen-
nos? {c) ;Cual seria el valor maximo de L, si la autoinduccion L se pudiera ajustar sin limites?

Sol (g) L=01H; () no;, {c) 0,308 H

0.5
. &5 uF 06 uf

0.5 H Ly 08 H E | (_
0.2 uF
i
!

— 0 — - S

Le L Cf
_../“Ob'\_ i
Fig. 1-33 Fig. 1-34 Fig.1-35

Hallar ef valor de C para que la capacidad del condensador equivalente a la asociacién de la Fig. 1-35 sea de
0.5 microfaradios. Sol. 04 uF

A la asociacion de los cuatro condensadores representados en la Fig. 1-36 se aplica una tension constante de
100 voltios. Hallar la carga ¢ en culombios que adquiere ' '

cada condensador.

10 pC; — 08T 03 o

35 uC
{__

il

Sel. Jo,8 = 40 FC; do.2
oz = 15 1C; Go.g

Los dos condensadores de la Fig. 1-37 se cargan mediante A Fig. 1.36 0.7 uf

una conexién momentdnea a tension constante de 50 voi- g1

tios entre los bornes 4 ¥ B. A continuacion, s¢ unen dichos 1 Ti

terminales A y B sin el generador de 50 voltios. Determinar A© 1{ 1 -0 B
fa carga finai de cada condensador. 0 uF 40 ¥

Sol. g0 = 444,33 pC; g4 = 888,67 uC Fig.1-37

Demostrar que al aplicar una tension v = V, sen w¢ a una resistencia pura R, la energia vicae dada por

_ E t_Sel'lzut
Y= 3R 2/

Por una bobina de autoinduccion L circula una corriente de intensidad i = I.{1 — ¢"%*). Demostrar que la
mdxima energia almacenada en el campo magnético es W, = 1LIZ, siendo i = { para ¢ < 0.

. . . . - V
8i la intensidad de corriente aue pasa nor un condensador es 1 = —"1;,:‘,?;‘__'_ demostrar que la mixima snereia
a1 1a intens que p P » demostrar que la maxima encrgia

R
almacenada en el campo eléctrico es W, = +CV2, siendo = 0 para ¢ < 0. >

En el circuito RC de la Fig. 1-38 la energia total disipada en la resistencia +fqo
de 10 ohmiocs cuando se cierra el interruptor es de 3,6 x 10~ 2 julios. Hallar e 2 uF 100
el valor de la carga inicial g, del condensador. Sal. g4 = 120 uC,
Demostrar que las expresiones 3CF? y 3L71° tienen dimensiones de una Fie. 1.88
cnergia w. . g

5O |- =2

A un condensador de 60 microfaradios se le aplica
una tensidn cuva forma de onda es la representada 0 : ; {
en la Fig. 1-39. Dibujar i(t), p(t} y calcular I, y P,.. J Bx107%s -

Soi. I,=15A:P, =75 W.
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141 Hallar la expresion de la intensidad de corriente que atraviesa un condensador si la tensidn entre sus placas viene
dada por

. (wt)® | (wY (wi)? |
? = Vm[ﬁ!t-“-'g-!*—'{"‘g'!'__?'i'“‘J*

. (wt¥  {wf)* (ot}
Sof, & = uCV_I:l— 31 + i 6l

+ } o bien 1 = wCVu coswt

1-42 Por un condensador pura de 23 microfaradios de capacidad circula una corriente cuya forma de onda es la re-
presentada en la Fig. 1-4¢. Obtener Iz forma de onda de Ja tensién y determinar los valores méximos V,, ¥ Q.

]
SVI /1 )
. _
0 1 2 3 A% 1078 Sol. o . N t
1 1 2 a 4 X 10°%s

! Va = 0.1 V. Q.= 254C
Fig. 1-40

U

—E
-

143 La funcién que expresa la carga de un condensador de 2 microfaradios de capacidad es ¢ = 100[1 + ¢™°* “’"'j

microculombios. Determinar ]as funciones correspondientes de la tension y de intensidad de corriente.
Sol. v =501+ e"’“o“] V: im —5e75710% A

144 Por una bobina d¢ avtoinduccidn L circula una corriente cuya forma de onda de su intensidad es Ia represen-
tada en la Fig, 1-41. Sabiendo que !a forma de onda de ia tension correspondiente tiene un valor de pico de

100 voltios, hallar el coeficiente L. Dibujar la forma de onda de la tension. Sol, L =105 H.
;
o2 iy
yd T[T
0 ] n ¢ 0 . i
1 2 3 4% 10 'a | 1 2 3 ldxlu*'-
Fig.1-41 s A

Nota. En la prictica, no es posible que la corriente que circula por una bobina sea una funcién discon-
tinua, como ocurre con la forma de onda de esta corriente en los instantes = § ms y I = 4.ms, ya que ia ten-’
sion es fa primera derivada de la intensidad respecto del tiempo y esta derivada tiene un valor negative infimito
en los puntos de discontinuidad, en los que la forma de onda de la tension tendria unos valores negativos
infinitos.

1-45 En los bornes o terminales de una bobina pura de autoinduccion 0,05 henrios se aplica una tension cuya forma
de onda es la representada en la Fig. 1-42, Obtener la forma de onda correspondiente a la intensidad de corriente
asi como la expresion de § en el intervaio ¥ < f < 2 milisegundos. Sol. i=3 x 0%

100F .

‘[/l /A’ P of
N

lg 1-42 2 4 [ Ex10""s

1-46 FEn la Fig. 1-43 se muestra la intensidad de co-

rmiente que circula por un circuito serie cons- i

ituido por una resistencia de 20 ohmios y una o TR

bobina de 1 henrio de autoinduccidén, Obtener I ”

las formas de onda de la caida de tensidn en ia 0 03 03 04s

resistencia pg, en la autcinduccién vy ¥ su suma.

Sol. Para 0 <t < 0,1 s; —10
= 2002”10 o = —200e720% yp = 0.

e N N N )T '*
T

[—3

T |=
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1-47 Por un circuito serie compuesto por una resistencia R = 5 chmios y una bobina de L. = 0,004 hentios circula una -
corriente cuya forma de onda de su intensidad ¢s la representada en la Fig. 1-44, Obtener las graficas de vg v vy,

U
f 25|
5[ Sal.
) 1 1 4
2 F ] B =101y
o " L i -5
? 4 [ BX10 s
1 T
10\—‘. oy
'5" . 0 t

=10 z l‘—.-JB EXIO_’l

Fig. t-44
148 A un circuito serie RL, con R = 10 obmios y L = 0,5 henrios, se le pl' °2 una tension senoidal. La intensidad
de corriente resultante es § = 0,822 27 % 4 0,822 sen (377t — 86,96°). Hallar las caidas de tensién correspon-

dientes vy, ¥; Y Ur. .

Sol. vy = 822 ¢7*" 4 8,22 sen (3771 — 86,96°);
by = —8,22 7% + 155 cos (377t — 86,96°);
vy = 155 sen 3771

149 Por un circuito serie RL, con R = 100 ohmios y L = 0,05 henrios, circula una corriente cuya funcién de inten-
sidad se detalla a continuacion. Hallar los valores de vy y v, en cada intervalo.
(1) 0<r<10x% 107 s, i= 5[1 — e=20000],
Z) 10 x 107 <t i=5 g~ 2000k —-10x10"
Sol. (1) Vg = 500[1 _200&], v = 00 E'—lﬂﬂﬁj;
(2) g = Sm e—zooou—mxm-!n} v = - 504} E—znﬁou—mnm-;,‘

1-%0 La intensidad de corriente en un circuito seric RC es i = 10 ¢73%%. Sabiendo que el condensador estd inicial-
mente descargade y que la tensidn aplicada es ¥ = 100 voltios y ve = 100[1 — ¢7°°), hallar C y .

Sol. € =200 uF; vg = 100 7% V¥,

1.51 Por un circuito serie LC, con L = 0,02 henrios y C = 30 uF, circuia una cornente de tntensidad i = 1,5 cos 10001,
Hallar Ja tension total vy Sof.  vp = 20 sen 1000

1-52 A un circuito paralelo RL se le aplica la tensidn de onda cuadrada que se representa en la Fig. 1-45. Hallar la
intensidad de cornente total.

l:r
1 4 0 mu
Sol.
Ir
2012 :
16
10}
0 : 5 '/
5 10 15 20% 103 0 . L t

il 5owJo 15 TNJzox 107

n

_20 -

I-53 A un circuito paralelo RC se le aplica una tension cuya forma de onda se representa en la Fig. 146, Hallar la
comente total i,

e
¢ t i 0 400 uF smmm
Sol.

Fig. 1-46
Vv l-l"
50' 20 -
10

/] t /L ¢
2 4 & Bx i0""s e 2 4 6 8x1071a

.-—10 -

bl : -20 |




Capitulo 2

Valores medio y eficaz

FORMAS DE ONDA

Las representaciones de las funciones ul(t), i(1), p(1), etc., se laman formas de onda de tensién, in-
tensidad de corriente, potencia eléctrica, eic., respectivamente. En el analisis de circuitos preliminar
solo estudiaremos las funciones periddicas, es decir, aquellas en las que f(1)y = f{t + nT), siendo n un
namero entero y T el periodo que se muestra en la Fig. 4.1. Para ver la forma de onda de una funcidn
periédica debe representarse, al menos, un periedo.

T

.._T_..1 __L.l

Fig. 2-1. Formas de onda periddicas

Las funciones de tensién ¢ intensidad, v(?) e i{¢), son expresiones matematicas que se pueden dar
de varias maneras, segin los casos. Por ejemplo, las funciones seno y coseno se pueden expresar mediante
series potenciales infinitas. Sin embargo, seria muy penoso aplicar estas formas matematicas a las ecua-
ciones basicas relativas a la tensién e intensidad en los tres elementos fundamentales de los circuitos.

VALOR MEDIO

E| valor medio Y., de una funcién periddica y{r) de periodo T es, por definicidn,

1 T
Vs = FJ VO

VALOR EFICAZ

Al circular una corriente de intensidad i(t} por un elemento resistivo puro de resistencia R, éste
disipa una potencia p{t) con un valor medic P. Pues bien, esta misma potencia P la puede disipar una
corriente constante de intensidad 7 circulando por dicha R. En estas condiciones, diremos que (¢} tiene
un valor eficaz I equivalente a la corrente constante 7. Lo mismo diriamos respecto de la tensién efi-
caz V. Mateméticamente, dada la funcién y(1} de periodo T, su valor eficaz — o raiz cuadratica media—

gs, por definicidn,
1 7 -2
Yo = \/?j; y(t) dt

Elvalor eficaz de las funciones @ sen w¢ y a cos wt duranteun periodo ¢s a,f\/i. (Véase Problema 2-2.)

16
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VALOR EFICAZ DE UNA FUNCION DE SENOS Y COSENOS

El valor eficaz de la funcidn y{t) = ay + (g, cos wr + a; COS 2wf + <) + (b, sen wt + b, sen 2w1
+ -++) viene dado por

Yo = Vait i@ Fait )+ I+ BiE )

- ., \ . L : o :
Llamando A al valor eficaz de la funcién a, cos wt, segin lo diche en la seccién anterior, A, = T‘ o bien
2

A’—Ei- or tanto
1_2 p n

¥

ef

= Vel + (AT + A+ )+ B+ BI+ -y

FACTOR DE FORMA
El factor de forma de una onda es la relacién entre los valores eficaz y medio de la misma.

i

Factor de forma = YY“'_ =
N med 1 T
7§ v a
Las formas de onda tales que flr) = —f{t + £7), es decir, aquellas ondas cuyos semiperiodos son

simétricos con respecto al eje de tiempos, tienen un valor medio igual a cero, como puede observarse
en la Fig. 2-2. Para salvar la dificultad en este tipo de ondas, de las que la funcion seno es el ejemplo
mds caracteristico, s¢ suele tomar el valor medio Y, _,, del semiperiodo positivo. Este valor se llama

a veces valor medio de un semiciclo.
i -

S nn, Ule L
— MV [

T

Fig. 2-2. Ondas de semiperiodo simétrico
Existen, sin embargo, otras formas de onda cuyo valor medio en un periodo es nulo ¥ que no pre-

sentan aquella simetria, como las representadas en la Fig. 2-3. El calculo del valor Yoeg para obtener
el factor de forma también se realiza en un semiperiodo, andlogamente a como dijimos para las ante-

[1ores.

B 7o

Fig. 2-3
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Problemas resueltos

2-1 Por una resistencia circula (@) una corriente de intensidad constante /, (b) una corriente periodica
i(¢) de periodo T. (Véase Fig. 2-4.) Demostrar que si I, = /, la potencia media P es la misma en
ambos ¢asos.

Corriente constante I: P = Vi = RI?
r
Corriente periddica i{t): p=vi =Ri*y P = (% f P a‘t}R = RI%

e

R 1
—AWA Yol
! |
. ; 7 |
wi
R ° ¥ 2r \
WWWAMWMW—
: ]
{3 1 .
i »{t) : el S
Fig. 2-4 Fig.2-5

2-2 Hallar los valores medio y eficaz de la funcion y(:) = Y, sen wr.

El periodo de la funcién es 2r. La grifica se representa con wi como variable independiente (Figura 2-3).
1 —iw

¥ = 1 ny{t)dt = LJﬂml",..seng.:ta:i'(c..:!) = —Y-.’-—-coswt! = 0
27 J, 27 " ]

med
T - a 0

1 - T 1 v 3T Y-
Y, = ’ 1 pa = |2 j (Yosenof) dlwt) = -= = 0707Y,
¢ 7 ,jn \/ 2z J, vz

" i F . v # £
El valor eficaz de una funcidn pura senoidal o cosenoidal es lfvrf 0 bien 0,707 veces el valor maximo.

2-3 Hallar la potencia media 7 disipada en una resistencia de 10 ohmios por Ja que circula una corriente
i{t) = 14,14 cos w1 amperios.

Como p = vi = Ri* = 2000 cos® wr y su pericdo es =, la potencia media vale

.
p =1 f 2000 cost wt d(wt) = 1000 W
L 1]
Orro mérodo. La potencia media disipada por una resistencia pura por la que circula una corriente pe-
riddica es
_ e _ J1 (" B den b0 = (41VERE0) = 1000 W
P = R} = > (14,14 cos wt) d[ut}J 10 = (14, )* {10}
T o

2-4 Hallar los valores medio y eficaz de la forma de onda en diente de sierra representada en la Fi-
gura 2-6.

Evidentemente, ¥Y,.q = 25. En el intervalo 0 < £ < 2, y = 2531, por tanto,

1 7 i Pt
Yk = Tf yat = 5 E 625¢¢dt = 834, dedonde Y, = 289
Q -
¥

o0

™=
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2-5 Hallar los valores medio y eficaz de la forma de onda representada en la Fig. 2.7 en cuyo primer
intervalo y = 1Qe~ 200

1 T 1 .05 10 005
Yiea = 7 f ydt = O-h—sf 10 -390 g = Om[e-:um:l
'] ! @ L) -

o
= —lfe®* —¢] = 1,00

!

) 1 T s 1 005
r, = ?J; St = mﬁ 1006~ d¢ = 5,00, dedonde ¥, =224

v ¥
T
I _.__.,.[

T L\ NANEYANES
N/

Fig. 2.7 _ Fig. 2-8

2-6 Hallar el factor de forma de la onda triangular representada en la Figura 2-8,

~001 < <0 y(t) = 10006+ 5, H(f = 10% + 10% + 25

0<t<00l: (6 = —1000f+5; (& = 10% — 10% + 25
) 0.0l
Y, = 0_1_02{ f (10°* + 10% + 25} dt + f (104" — 10% + 25) dt} = 833, Y, =289
t =001 B
Come la onda es simétrica, su valor medio se calcula sobre la parte positiva, es decir,
1 B 0,003
AN f (1000¢ + 6) dt + f (—1000¢ + 5) d¢ = 25
0,01
— 0,003 q
2,89 )
Factor de forma = Ve = —— = 1,16
. Ymed 25

2-7 Hallar los valores medio y eficaz de la forma de onda senoidal representada en la Figura 2-9.

Para 0 < wt <7, y = Yusenat; para v < ot < 2r, y = 0. El periodo es 2x.

i — 1 r F " = R PR FIFLY . {‘ o O 7 LY ] . Cir ] ) 3k
Frea = 3y JG 4 m I wE QlwE) + Jﬂ- U a[wt]j = Ualar,
(o = % -J: (Yau sen wt)! dlwt) = ifY:, Yo = ‘L‘Yﬂ

___________ i
[«

231' 4‘3’
0
: 7 N 2z 3w
Fig. 2-9 Fig. 2-10
2-8 Hallar los valores medio y eficaz de la onda completa senoidal rectificada de la Fig. 2-10. El pe-
riodo es .
T
Vo = 2 f Yasenotdot) = 06377,
T
1 (" n Ya
v =1 f (Yasenot) diot) = ==, Y, =007,
o
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2-9 Hallar los valores medio y eficaz de la onda cuadrada representada en la Figura 2-11.
Para 0 < ¢ < 0,01, yp = 10; para 0,01 < ¢ < 0,03, y = 0. El penedo es 0,03 s.

1 0! 10{0,01)
Y == o e
med 0,03.,[; 1{] di' 0,':'3 . 3,33

0,01

1
Ye = 5 GJ 102 dt = 333, Y,=577
r 0

¥ : )

10 20---~~-a _
;
r | .
. A _ t ol ! ! ¢
[(N1}] {02 J.03 0.4 5 L i G2 0.3 hix) 5_
Fig. 2-11 Fig. 2-12

2-10 Hallar el valor eficaz de la funcién representada en la Fig. 2-12 defintda por:

<t <9l V= 20(] _ E,—IDOI]; 01 <t <02 = 20{1‘-50"—0'”
1 0,1 0.1
YEI’ - J- 4{1)(1 — 32 E,—IDDI + E-EDOI} dr +f 4006—100{1*0.1] dr
0.2{ o 6,1

0.4 0,2
2000 H} + 0,02 e~ 100 _ 0,005 €—2ﬂ0|i| + I:_D’m E-mou—n.li| }
o 0,1

—- 190. de donde Y. = 13,78. (El término en e™'? y en ¢7 2% no son significativos.)

2-11 Hallar e! valor eficaz de la funcion y = 50 + 30 sen wt.

ir
¥y = 2i J' (2500 + 3000 sen wt + B00sen® wt) dlwt)
Ty
= EL (2500(27) + O + 9007] = 2960, Y, = 543
w
Otro método Y, = V(50 + }(30Y) = y2950 = 64.3

2.12 Hallar el valor eficaz de la funcidn de tensidn v = 50 + 141,4 sen wr + 35,5 sen Jowi.

o = (503 + $141.4)7 + 3355 = 1146 V
2-13 Una onda completa sencidal rectuificada ¥
estd cortada a 0,707 de su valor maximo,
como indica la Fig. 2-13, Hallar los va- Yol o mems s o
lores medio y eficaz de dicha funcidn. 0,707V, |- - pammesy A L
| 1
La funcién tiene de periodo n y estd de- E ;\/ \/—\
finida por of— . wt
i" !3‘ T 27 3r
0<wt<ur/d y = Yasenwt _
w4 <ut<8rfd y = 07077, Fig. 2-13
Srfi<wt<rx ¥ = Yusenat
1 T4 Imid v
Yeed = _{f Y. sen wt diot) + f 0,707 Y w diwt} + Y senwt d(ut)} = 0,54Y,
v & i ari
mid T4 v
YR = .}{ f (¥ sen wt)® dlwt) -+ f (0.707Y,) det) + f (Y S0 wt)? d(wi)
2 M AT

It

0,341Y2 Y= 0,584,
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2-14 Hallar el dngulo de fase & gue debe tener la

2-15

2-16

2-20

2-21

1-22

-3

2-14

onda completa senoidal rectificada de la Fi-

gura 2-14 para que su valor medio sea la mitad ¥
de su valor maximo. v
N A
Y., = L f Y w sen vt d(ut) K , ;
L & .rlf ’J !
;! J‘l !’
Y / 4 wk
= T’"{—coar + ¢03 4) 0 T {z+4d} 2z

Portanto,0,5Y, = (Y, /m)(1 + cos #), cos 0 = 0,57, Fig. 2-14

8 = 55,25°.

La intensidad de corriente que circula por una resistencia de 2 ohmios tiene la forma de onda
del Problema 2-14 con un valor méximo de 5 amperios. La potencia media disipada por la resis-
tencia es de 20 vatios. Haliar el dngulo 8.

P = RIY, 20 = (2)%, 1%, I3 = 10. Por tanto,

ef»

1 (7 25 ["wt 20t 1" 25 % 2
P = 10 = -f 5 Sen wi)! diet) = =9|=b __ 56D de - ZDfw Sensdr £ . Xnis
= r ﬂ( wi)' dlot) r| 2 4 T 42 4 2+ 4

de donde sen 28 = 20 — 10=/25 y 8 = 60,5 (solucidén grifica).

Problemas propuestos

La potencia media disipada en una resistencia de 25 ohmios es de 400 vatios. Hallar el valor maximo de la in-
tensidad de corriente si ésta es {q) senoidal, (b) triangular. Sol. {a) 5,66 A, (b) 693 A.

Hallar el valor eficaz V,; de la tensién v(t) = 100 + 25 sen 3wz + 10 sen Swi. Sol. 1018 V.
Hallar la potencia media disipada en una resistencia de 25 ohmios cuando por ella circula una corriente i) =
2+ 3 sen wr + 2 sen 2w + 1 sen 3w, Sol. 275 W

Hallar el valor de ¥,; de la funcién yir) = 50 + 40 sen wr. Sol. 574.

Hallar e] valor de Y, de la funcion 7) = 1530 + 50 sen wt + 25 sen 2w, Sof. 1553,

Sabiendo que ci valor eficaz de la funcién y{r) = 100 + A sen wi es 103,1, hallar la amplitud 4 del término se-
noidal. Sof, 355,

Una cierta funcion consta de un término constante, un arménico fundamental v un tercer arménica. El valor
maximo del fundamental es el 80 9 y el valor mdximo dei tercer armdnico es el 50 %, de!l término constante.
Sabiendo que el valor eficaz de esta funcion es 180,3, hallar el término constante y los dos armdnicos.

Sol. 150, 120, 75.

¥
51 el valor eficaz de media onda senoidal rectificada =
es 20, ;cual es su valor medic? Sol. 127, ,
0
-0k 47 T 27
Hallar Y, .. ¢ Y, de la forma de onda representada wr 4

en la Fig 2-15 Sol. Yo =40; Y, =721 Fig. 2-15
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2-25 Hallar Y,,, ¢ ¥, de la forma de onda representada en la Figura 2-16.

YALORES MEDIO Y EFICAZ

¥
lm_
. iT i ar ¢
—20p Lo

Fig. 2-16

¥

19
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Sol, Ymed == 10; Y‘f = 52,9.

2-26 Hallar T, de la forma de onda representada en la Figura 2-17,

2-27 Hailar Y, de la forma de onda representada en la Figura 2-18.

¥
Yol

A A
e

Fig. 2-18

(=3

0.0l

Fig. 2-117

Sol. ¥, = 6,67.
Sol. Y= Yo/ /3 = 0,577,

T 2T

Fig. 2-19

2-28 Hallar el valor eficaz de la forma de onda representada en la Fig. 2-19 y comparario con el del Problema 2-27.

2-29 Hallar el valor eficaz de la onda tﬁangular representada en ia Fig. 2-20 y comparario con el del Problema 2-27.

2-30

2-31

2-32

2-33

¥

2T

Fig. 2-20

10

kT

T (T+ kN

Fig. 2-21

Hallar ¢l valor de & en la forma de onda representada en la Fig. 2-21 sabiendo que es una fraccién det periodo
T 12l que el valor eficaz es (z) 2, (b) 5. {Cudl serd el mdximo valor eficaz de la forma de onda dada al variar &?

Sol. (a) 0,12; (b} 0,75; 5,77 para k = 1.
Hallar los valores V., y ¥, de ia forma de onda
de la Figura 2-22,

Sol. Vo = 21,6; Vi = 24,75

En el Problema 2-31 determinar los vatores Vg
Y Vi si la funcidn se defing en el primer intervalo
por (a) 50e~20% (b} 503002
Sol. {a) Viges = 12,25, V4 = 17,67:

() Viea = 5.0, Vo = 11,18,

Hallar los valores ¥, ¢ Y, correspondientes a ia
forma de onda de la Fig. 2-23 definida por

0 <1 <0025 y(1)= 400¢
0,025 < ¢ < 0,050 y(t) = 1Qe~10004r-0,025)

Sol. Yau =27, Y, =42

10

t
0.0 0.03 §
Fig. 2-22
¥
! A /t\ ¢
0.025 0.050 0.075 0.100 5 _
Fig. 2-23
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La forma de onda de la Fig. 2-24 es andloga a la
del Problema 2-33, pero con un tiempo de eleva-
cion més pequefio. Hallar los valores ¥, 4 ¢ Y.,
0<t< 001 pi)= 1000
001 <7 <0,05 yt) = 10e1000k~0.01)
SOl Vo= LY Yo=277.

-4

2-35 Hallar los valores ¥, y V., de la media onda se-

noidal de iensién rectificada de la Fig. 2-25, sa-

biendo que el dngulo de fase es de 45° en retraso.

Sol. Voq=212V; V=417 V.

Hallar los valores V4 ¥ ¥, de la forma de onda
del Problema 2-35 si el 4ngulo de fase es {a) § = 90°,
(6) 6 = 135°,
Sol. (a) Vo = 1595, V= 354

(B) Vg = 4,66; V.o = 15,06.

2-36

2-37

VALORES MEDIO Y EFICAZ

10+

23

100 -

AL A

0.550 [tH]

Fig. 2-24

wl

46° 5 dr

Fig. 2-25

La onda completa senoidal rectificada de la Fig. 2-26 tiene un angulo de fase en retraso de 60°. Hallar los va-

lores V., ¥ ¥ en funcién de V. Sol. Vi, a=0478 V,; V.= 10633 V..
v - i
Va 10 .
. ! 7 wt '4 7 Ut
T . 3z e " 2z

Fig. 2-26

Fig. 2-27

2-38 Un circuito de mando permite variar el dngulo de retraso de la forma de onda de intensidad de corriente de
ta Fig. 2-27, de manera que el valor eficaz tiene como limites inferior y superior 2,13 y 7,01 amperios, respec-

tivamente. Hallar los 4ngulos correspondientes.

239

indica la Figura 2-28. Sol.

Sol. Y, = 0,668 Y,

Yat

0.5} ~ g

o wl

Fig. 2-28

Sol,

8, = 135°; 6, = 25°,

Hallar el valor eficaz de una onda completa senoidal rectificada cortada en ia mitad de su valor maximo como
Y= 0442 Y,

Hallar el valor eficaz de la forma de onda del Problema 2-39 si ta onda se corta en 60° o bien z/3 radianes.

Figq 2-29

241 Una onda completa senoidal rectificada estd cortada de forma que su valor eficaz es 0,5 ¥, como indica la Figu-
ra 2-29. Hallar la amplitud en la que se corta la onda. Sol. 0,581 Y, o bien 8 = 35,5°.

242. Hallar los valores medio y eficaz de la forma de onda obtenida de un circuito rectificador de media onda a tres
fases como se¢ indica en la Figura 2-30. Sol. Viea = 0,827 V,,; V= 0840 V,,.

243 La forma de onda resultante de un circutto rectificador de media onda a seis fases es la representada en la Figu-
V.= 0956 V,,.

ra 2-31. Hallar los vaiores ¥, y V.. Sol. V_.4=0955 V,_;

V— V'-

Fig. 2-31

Fig. 2-30



Capitulo 3

Intensidad de corriente y tension senoidales

INTRODUCCION
V I‘ﬁl‘hl‘\ﬂ‘ a1l C

Al aplicar las leyes de Kirchhoft a un 1
una ecuacion integrodiferencial. Los métodos de resolucion cldsicos de ecuaciones diferenciales propor-
cionan la solucién del problema eléctrico. Ahora bien, la intensidad de corriente, que suele ser la incog-
nita, debida a una determinada tensién aplicada, viene dada por una suma de dos funciones. Una de
ellas corresponde a la intensidad del régimen transitorio que, normalmente, se anula a las pocas frac-
ciones de segundo, y la otra constituye la intensidad en régimen permanente, la cual perdura mientras
existe la excitacion.

Como muchos estudiantes cuando comienzan el estudio del analisis de circuitos no conocen todavia
la técnica de resolucién de ecuaciones diferenciales, solo veremos en este capitulo ¢l régimen perma-
nente prescindiendo, de momento, del transitorio correspondiente. No obstante, en el Capitulo 16 se
estudiardn las ecuaciones diferenciales aplicadas a los circuitos eléctricos en donde veremos algunos
ejemplos ilustrativos de los regimenes transitorio y permanente de la solucién generai.
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INTENSIDADES DE CORRIENTE SENOIDALES

En la Tabla 3-1 aparecen las tensiones en bornes de los tres elementos R, L y C puros ¢n el caso
de que la corriente que circule por ellos sea de tipo semo 0 COseno.

Tabla 3-1
Tension en bornes de un elemento puro si la corriente es senoidal
Fl 5 Tension si Tensidn si Tensidn si
emento i es general 1= Insenwt i = In coswi
Resistencia R vy = Ri v, = Blnsen of v, = Rlsconut
Autoinduccién L v, = L% v, = wlln coswt 1, = wllo(—senat)
Capacidad C ve = = ( iat v, = 2 icosut) | v = % scnet
pa ¢~ ¢ ¢~ Wl ¢ = oC
Tabla 3-2
Corriente en los elemcntos puros si la corriente es senoidal
£l ¢ Corriente si Corriente si Corriente si
cmento v es general v = Vesedwi ¥ = Vucosut
Resistencia R 1 = = iy = Eﬂsenmt i, = & cosal
x = B R R & K
. : . _ 1 . Va, . _ Vn
Autoinduccién L i, = E.f v dt i, = uL( co8 wt) L =¥ sen wi
Capacidad C ie = G‘% iy = wCVes coswl ic = wCVa(—senut)

24
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TENSIONES SENOIDALES

En la Tabla 3-2 aparecen las intensidades de corriente por los tres elementos R, Ly C puros en el
caso de la que la tensidn aplicada a cada uno de ellos sea de tipo seno ¢ coseno,

IMPEDANCIA

La impedancia de un elemento aislade, o de una rama de varios elementos, o de un ¢ircuito com-
pleto, es la relacidn entre la tension aplicada y la intensidad de corriente que circula.

Funcion de tension
Funcidn de intensidad

Impedancia =

31 las tensiones ¢ intensidades de corriente son senoidales, esta relacién tiene un médulo y un argumen-
to {angulo). En el Capitulo 3 se estudia la impedancia con mucho detalle y alli se considera el argumento.

En este capitulo solo estudiaremos el modulo de la impedancia. El argumento o dngulo entre la tensién v
y la intensidad de corriente { se llama dngulo de fase o, simplemente, fase.

ANGULO DE FASE

Si tanto la tensidn como la intensidad de corriente son funciones senoidales del tiempo v se repre-
sentan graficamente con la misma escala de tiempos, aparece un desplazamiento relativo entre ambas
magnitudes que s0lo es nulo en ef caso de tratarse de un elemento resistivo puro. Dicho desplazamiento
es el angulo de fase y nunca puede ser superior a 90° o /2 radianes. Por convenio, al hablar del dngulo
de fase se considera «el que forma la intensidad de corriente ¢ con la tensién v». En ur condensador,
por ejemplo, i adelanta 90° o x/2 radianes a v; en un circuito serie RL, con R igual a wl, v adelanta
457 o n/4 a i (o bien i estd retrasada n/4 respecto de v); en una resistencia pura,  esta en fase con v: eic.
Las representaciones de las figuras siguientes aclaran los conceptos de impedancia y angulo de fase.

Resistencia R. En un elemento resistivo puro la intensidad de corriente y la tension estan en fase.
(Véase Fig. 3-1.) El médulo de la impedancia es R. “

Fig. 3-1 Fig. 3-2

Autoinduccion L. En una bobina pura la intensidad de corriente se retrasa 20° o /2 respecto
de la tension. (Véase Fig. 3-2.) El mddulo de la impedancia es wl.

Capacidad C. En un condensador puro, la intensidad de corriente adelanta 90° o #/2 a la tensién.

(Véase Fig. 3-3.) El modulo de la impedancia es i

F ?r i
ri2 -
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Circuito serie RL. La intensidad de corriente se retrasa respecto de la tensidn un dngulo igual

a arc tg {wL/R). (Véase Fig. 3-4.) El médulo de la impedancia es . /R + (fE)_’.

.wt /

Fig. 3-4 _ Fig.3-5
Circuito serie RC. La intensidad de corriente adelanta a la tensidén en un dngule igual a arc tg

(__l,r‘wC)_ (Véase Fig. 3-5.) El modulo de la impedancia es \/Rl + (limC)

R

CIRCUITOS SERIE Y PARALELO

En un circuito cuyos elementos {impedancias) estdn conectados en paralelo la intensidad de corfien-
es igual a la suma de las caidas de tensién en dichos elementos individuales. Por ejemplo, en la Fig. 3-6{a)
se verifica: vy = v, + v; + va. '

EH I iy | i . R ) ]
. | i3 Eh s i

Yy

{a) (b}
' Fig. 3-6

En un circuito cuyos elementos (impedancias) estan conectados en paralelo la intensidad de corrien-
te total es igual a la suma de las intensidades que circelan por cada uno de dichos elementos individuales.

Por ejemplo, en ia Fig. 3-6(f) se verifica: iy = i -+ i + 5. S¢ puede observar que esto es una aplica-
i pues las cuatro intensidades tienen un nudo comun.

e
[P i ) & W )

cion de la primera ley de Kirchhoff, pue

Problemas resueltos

3-1 Por un circuito serie formado por un elemento resistivo de resistencia R ohmios y una bobina de
autoinduceién L henrios, como se indica en la Fig. 3-7(a}, circula una corriente de intensidad
i = I, sen wr amperios. Expresar'la tensién total aplicada vy mediante una funcién senoidal.

L L B v
: || 1
—— MWW 000
b ‘ k L
1 Ur '

(e) Fig. 3-7
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3-8 Por el circuito serie RC representado en la Fig. 3-9 circula una corriente de intensidad i = 1, cos a.
Expresar la tensién total aplicada mediante una funcidn cosenoidal simple.

iy R

0 Te

—1lfuC

Fig.3-9
Y¢ = ¥+ v = Rlacoswt + (HaOasenet (1
Expresando vy por up inico término coseno de ampliud 4 y fase ¢,
v, = Acos(wt+¢) = Acoswlcozg — ASCNptiCthgp (£)
lgualando los coeficientes de sen wt y cos wi en (J) y (2) resulta,
Rl. = Acosg, (VO = —Aseng

Ahora bien, 12 ¢ = e _ -WéR , ¢osg = = A = VR*+ (1/wC)y Ia, conjo que

cosp T VR (elY
v, = Acoslwtte) = VE' + (1/uC) lmcosfet — 2rcig ljeoC
R

es decir, la corriente estd adelantada respecto de la tension. (Come sen ¢ es negative y cos ¢ es positivo, el
dngulo ¢ estd en el cuarto cuadrante.)

El médulo de la impedancia es /R + {l/wCY

. LiwC . : -
Si R » liwC, -E——r 0y ¢ —»0, es decir, el mismo resultado que con un elemenio positivo puro.

lienl . _ .
Si wC » R, ;T — oo ¥ ¢ — n/2, es decir, el mismo resultado que obtuvimos con un condensador puro.

En una asociacion serie RC la corriente estd adelantada respecto de la tensidn un dngulo comprendido entre
0° y 90° o n/2 radianes, segun ios valores relativos de Ry 1jwC.

36 Por el circuito serie de la Fig. 3-10 circula una corriente de intensidad / = 2 cos 5000¢ ampertos.
Hallar la tensién total aplicada vy.

)

r

-4

1 FF .

Fig. 2-10

SRy 2 laC @
vr = R+ (Hw() I, cos (wi — arc tg WE_) = 22.4 cos (S0 — §3,4°)

1/wC
en donde R = 5, LiwC = 1{3000 x 20 x {07%) = 10, arc tg % = arc tg {0/5 = 63,4° I, = 4.

1a corriente estd adelantada respecto de la tensidn un anguio de 63.4°. El valor abscluio de la impedan-
cia es 11,18 [
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3-7 Por ¢l circuito serie RLC representado en la Fig. 3-11 circula una v |ow | o

corriente de intensidad i = I sen wr. Hallar 12 caida de tensién en ‘ c
bornes de cada elemento. I R L I (
vy, = Ri = Rlasenwt
d i
v, = L d—t(I.. selwt) = wlle coBwt
' Fig. 3.11
v, = = Tosénut dt = ";LI..(—cos wt}
C wC
Ve
1L . :
i
. 2#' " 2‘8’ T 27
' 7 3 A 4 4 f
Vgt b e Vet d |
{i en fase con pg) (£ retrasada 90° respecto de v, | (i adelantada 90* respecio de v,
Fig. 3-12

38 Enel Problema 3-7 expresar la tensidn total aplicada vy mediante una funcion senoidal dnicamente.
Vp = Yt v+ v, = Rlasenwet + (wL — 1/00)]. cos wt (1)
Expresande vy mediante una funcién seno de amplitud A y dngulo de fase ¢,

vy =  Asen (ol +¢)
= Asenetcos¢ + A coswtseng - A{2)

Igualando los coeficientes de sen wt y cos wt en (1) y (2) resulta,

Rl = A cosg, Jm{wl — 1/0C) = Aseng

Ahora bien, tg ¢ = EE_TUEQ, cog ¢ = i , 4 = Bl . VR + (oL — 1/uC)* I,
VR + (oL — 1/uC)* cos ¢
con lo que
vp = Asen(wttg) = R+ (oL — 1/00)* I. sen fwt + arc tg =1 (ul — 1/wC)/R]

¢n donde JRz + (wLl — 1/wC)* es el valor absoluto de ta impedancia, y arc tg (ol — 1/oC)/R el 4n-
gulo de fase,

Siwl > 1jwC, el dngulo de fase ¢ es positivo, la corriente retrasa respecto de la tensidn y en el circuito pre-
domina ei efecto inductivo.

Si 1/wC > wL, el 4ngulo de fase ¢ ¢s negativo, la corriente adelanta a la tensién y en el circujto predomi-
na el efecto capacitivo

SiwL = ljwC, el dngulo de fase ¢ es nulo, la corriente ¥ la tensién estin en fase y el valor de la impedan-
c1a es R. Esta condicidn se llama de resonancia serie.

39 Demostrar que siwl se expresa en radianes por segundo (rad/s), L en henrios (H} y Cen faradios (F),
wl y l/wC vienen dados en ohmios ().

rad i ¥'s ¥
Lt—-'H:— -—-——:—:Q
@ § 5 A A
s 1 .Y _Y¥Y_ 5
ol rad F A's A

Obsérvese que el radidn, medida de un dngulo, es un nfimero puro {adimensjonal).
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310 FEn un circuito serie RLC tiene los valores R = 15 ohmios, L = 0,08 henrios y C = 30 microfa-

3-11

312

313

radios. La tensidn aplicada es de una pulsacion igual a 500 radianes por segundo. Hallar el dn-
gulo de fase de la corriente respecto de la tensién.

1 1
L= S00{0,08) = 40 f, —— = weme =667 Q
“ 0.08) wC 30030 x 16-°)

wl — ljoC —26,7

= —60,65°

La reactancia capacitiva, o capacitancia, 1/w(, s mayor que la reactancia inductiva, o inductancia, oL,
La corriente es1d adelantada con respecto a la tensién un dngulo de 60,65°, y en el circuito predomina el efecto

capacitivo. El mddulo de la impedancia es \/RZ + [l — TjwC) = 306 €.

La diferencia de potencial aplicada a la asociacidén en paralelo RL representada en la Fig. 3-13
esv = V., cos wi voltios. Hallar |a intensidad de la corriente que circula por cada rama y expresar
la mtensidad total i mediante una funcion coseno.

i ' -
iy = i + 14 = !‘_E-L:+%J vdt = Yﬁ'-'cosut-i-%ii‘-ﬂﬂwﬂ

Por tarito, 4, = V(IR + (1/wL)® Va cos (wt — arc 1g Rjiwl)

La corriente estd adefantada respecto de la tensidn unangulo ¢ = arcig R/wl.

SiR » wL, ¢ — n2, conlocual, iy = (V,/ol)cos (ot - n/2). Con esta ———
resistencia, relativamente grande, la corriente que circuta por la rama resis- ir |
tiva es muy pequeita. Es decir, iy ¢std formada esencialmente por 7, y esta , ix - t:.l L
corriente inductiva goblerna la cornente total que circula.

Si wl » R, ¢ — 0, con lo cual, iy = (V /RY cos we. En este caso, la
rama inductiva tiene una reactancia muy grande y, por tanto, la intensidad
que circula por ella es muy pequeila comparada con la que circula por la
rama resistiva. Es decir, la corriente resistiva gobierna la intensidad total Fig.3-13
que circuia.

La tensién aplicada a la asociacién RC en paralelo representada en la Fig. 3-14 es v = V, sen !
voltios. Hallar 1a intensidad de corriente que circula por cada rama y expresar la intensidad total
ir mediante una funcién seno.

. - Vn A
i, = g+ i = r + Ciu- — seilwt + olVa coswl R
pid di R L ;
Por tante, 4, = V(R + (w0 Vasen (ot + arc g oCR) {RI >
o o R | 2r ==
La corriente estd adelzantada respecto de la tensidn un dngulo ¢ = arc tg v ——
!
Si R » liwC. ¢ — /2, con lo que iy & ic = wCV, sen (0! + 7/2).
Es decir, la rama capacitiva gobierna la intensidad total que circula.
Si l/wC » R. ¢ — 0, con lo que iy x iy = (V,/R) sen wr. Es decir, -
ig. 3-

la rama resistiva gobierna la intensidad total que circula.’

La diferencia de potencial aplicada a la asociacién REC en paralelo representada en la Fig. 3-15
es v = V_ sen ! voltios. Hallar la intensidad de corriente que circula por cada rama y expresar
la intensidad total i; mediante voa funcidén seno.

S N N L
iy, = dgt i+l = P + I vdt + ert
= Yisenmt —_ E-"—‘c:{)s;xt v wlVecoset (1) T : .
R wl n R iL L i -
Expresando vy como una [uncidn senoidal de ampli- e C
tud A y angulo de fase ¢,

i, = Asenfot+e)
= Asenwicosp + A cosufsed¢ (2} Fig. 3-15
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Igualande los coeficientes de sen wy ycoswien (I)y {4."] resulta,

VB = Acesg, (@C — V/wL)V, = Asen g
Por tanto, tg ¢ = W—C—l—ﬁle—{“é. Cos ¢ = /R v A = VIURF + (uC = /L) V.,
VI/R)* + (o€ — 1/0L)
conloque i+ = V(I/R) + (o€ — 1/wl)? Vo sen [wi + arc (g (' — 1/uL)E]

Como era de esperar, el signo del dngulo de fase depende de los valores relativos de ¢ y Ll

La corriente que circula por la rama inductiva ests retrasada 90° o n/2 radianes respecto de la tensién aphi-
cada. La corriente que circula por la rama capacitiva, por el contrario, estd adelantada 90° o n/2 radianes res-
pecto de dicha tensidn. Estas dos corrientes pueden anularse cuando tengan ¢l mismo valor numérico, Si la
corriente en la rama inductiva es mayor, la intensidad total estars retrasada respecto de la tensién aplicada:
si es mayor la corriente en la rama capacitiva, la corriente total estard adelantada respecto d¢ la tensidn aplicada.

3-14 Deos elementos puros de un circuito serie tienen Ja siguiente corriente y tension: -
v = 150 sen (500r + 10°} voltios, i = 13,42 sen {500r — 53,4°} amperios

Determinar dichos elementos.

Evidentemente, la corriente estd retrasada respecto de la tensién en un valor 33.4° + 10° = 63,4°; por
lanto, ¢l circuito ¢s inductivo y estard formado por una resistencia R ¥ una bobina de avtoinduccion 1.

tg 63.4% = 2 = wL/R, wl, = 2R
Valln = VRV T (WLP, 150/13,42 = VE' T (2R}, R =50

con lo que L = 2R/w = 0,02 H. El circuito estd formado por una resistencia R = 5 O ¥ una auteinduccién
L =002 H.

315 Un circuito serie compuesto por dos elementos puros tiene la siguiente corriente y tensién {am-
perios y voltios):

v = 200 sen (20007 + 50°) voltios, 7= 4 cos (2000¢ + 13,2°y amperios

Determinar dichos elementos.

Como cos x = sen (x + 30°), podemos poner 7 = 4 sen {2000 + 103,2°). De aqui que Ia corriente ade-
lante a la tensién en un dngulo de 103,2° — 50° = 33,2°. En estas condiciones, el circuito debe estar formado

por una resistencia R y un condensador de capacidad C.
tg 33,2° = 1,33 = 1/wCR, l/wC = 1,33R

Valle = /R + (JoCP, 2004 = /R*+ (133R):, R=300Q
y €= i/{1,330R) = 1,25 x 1873 F = 12,5 uF,

3-16 En el circuito serie de la Fig. 3-16 la tensién y la corrien-
te son
v = 353,5 cos (3000r - 10°) voltios,
{ = 12,5 cos (3000r — 55°) amperios —
y la autoinduccidn de la bobina es igual a 0,01 henrios, R
Hallar los valores de R y de C.
La corriente estd retrasada respecto de la tensidn un dngulo
de 55° — 107 = 45°. Es decir, la reactancia inductiva, wl, es mayor v @ ool &
que la reactancia capacitiva, 1jwC. '
g 46° = 1 = (wL — 1/wCY/R, wl —1/wC) = R |
Vaila = VR + (oL — L/uC)®,  353,5/126 = V2R —_—

R=20 Q
yde (oL — 1/uC) = R se deduce
C = 333 x Iﬂhs F = 33.3 }IF‘ Fig. 3*15
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En el circuito paralelo de la Fig. 3-17 la funcién de tension es v = 100 sen (10007 + 50°) voltios.
Expresar !a intensidad de la corriente total medianie una funcion seno.
o= a4 o= i ea
T .4 L R L
= 20 sen(1000¢ + 50°) — 5 cos (1000 +50°)
= A sen{1000¢ + 50°) cos¢ + A cos (1000t + 502} sen ¢

de donde 20 = A4 cos ¢ y —5 = 4 sen ¢. Por tanto, 1g ¢ = —5/20, ¢ = —14,05°; en consecuencia,
A = 20f(cos ¢} = 20,6, Asi,

ir = 20,6 sen (10001 + 30° — 14,05°) = 20,6 sen (10007 + 35,95%)

La corriente esti retrasada respecto de ia tension aplicada un dngulo de 14,05°.

s n Rl 1l
E KRR

[ Bit 007 H v ] PILY 1.4 mH — 2w

Fig. 3-17 Fig. 3-18

La tension apticada al circuito representado en la Fig. 1.18 es v = 50 sen (50007 + 45°) voltios.
Hallar las intensidades de corriente en todas las ramas asi como la intensidad total.
1 dv

'U al
R+EJ vdt + Cp

i, = gt it i =
= 2.5 sen (30007 + 45%) — 6,25 cos {50007 + 45°) + 5 cos (5000r 4 45%)

= 2.5 sen (5000f + 45°) — 1,25 cos (50001 + 457}
= 2.8 sen (5000: + 18.4%), empleando los métodos de este capitulo.

La corriente esta retrasada respecto de la tensién aplicada un 4ngulo de 45° — 18,4 = 26,6°.

Obsérvese que 1a intensidad total tiene un valor maximo de 2,8 A, Este valor es menor (ueé cualquiera de
los valores maximos de las intensidades gue circulan por las ramas inductiva y capacitiva gue son 6,26 y 5 am-

IcI A Af.

perios, respectivamente. La explicacién se deduce facilmente de \as representaciones graficas, a la misma €s
cala, de las intensidades que circulan pot las tres ramas.

Por la asociacion en serie RLC de la Fig. 3.19 circula una corriente i = 3 cos (50007 — 60°} am-
perios. Hallar la caida de tension en cada clemento y la caida de tensién total.

. i 1 .
v, = 1JH+1JL+‘UC = R1+LEE+EJ"T(H

§ cos (5000 - 60°) -- 24 sen (5000¢ — B0°) + 30 sen (5000¢ — 60°) i
6 cos {000t — 60°) -+ 6 sen {5000t — 60°)
—  2.49 cos (5000f — 105°), empleando los métodos de este capitulo.

i

La corriente ¢std adelantada respecto de la tension total un dngulo de I 6 mH
1057 — 60° = 45",
Obsérvese que la tension maxima aplicada es de % 49 V, La tensién en los p—— U

elementos individuales del circuito es mayor que ésta para los elementos in-
ductive y capacitivo. Haciendo una representacion grafica a escala se veria In-

medijatamente.

Fig. 3-19
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Problemas propuestos

Por una bobina pura de autoinduccidn L = 0,01 henrios circula una corriente | = 5 cos 2000 amperios. Hallar
su tensidon en bormes. Sol. 100 cos (2000¢ + 90°) V.

Por un condensador puro de capacidad € = 30 microfaradios circula una corriente § = 12 sen 2000¢ amperios.
Hallar su tensidén en bornes. Sol. 200 sen (20007 — 90°} V.

En un circuite seri¢ RL, con R = 5 ohmios y L = 0,06 henrios, la tensién en bornes de la bobina es vy = 5
sen 2007 voltios. Hallar la tension total, a intensidad de corriente, el dngulo de fase de i respecto de oy y el modu-

lo de la impedancia,
Sol. i= 1,25 sen (200¢ — 90°) A; vy = 16,25 sen (200t — 22,65°) V; 67.35°; V /I, = 13 Q.

En el mismo circuito serie del Probiema 3-22 la tensién en la resistencia ¢s vy = 15 sen 200:. Hallar la tensién
total, la intensidad de corriente, el dngulo de fase de i respecto de vy y ¢l mddulo de fa impedancia.
Sol. i=13 sen 200t A; vy = 39 sen (2001 + 67,35°) V; 67,35%; V /I, = 13 Q.

En un circuito serie de dos elementos simples la tensién y la corriente son {voltios y amperios}:"'
vy = 255 sen {(300¢ + 45°); i=8,5 sen (300: + 15°)
Determinar dichos elementos. Sol, R=2640:L=00H.

En un circuito serie de dos elementos simples la tensién y la corriente son (voltios y amperiosj: -
vr = 150 cos {2001 — 30°); i =448 cos (200t — 56,6°%)
Determinar dichos elementos, Sol. R=130Q; L=20075H.

Dos elementos simples R = 12 ohmios v C = 31,3 microfaradios se unen en serie y se les aplica una tension
» = 100 cos {2000/ — 20°} voltios. Los dos mismos elementos se unen ahora en paralelo con la misma ten-
sion aplicada. Hallar la intensidad total que circula en cada conexida.

Sol. Serie: [ = 5 cos {2000t + 33,2°) A; paralele: i = 10,4 cos (2000¢ + 16,87} A.

Una resistencia R = 27,5 ohmios y un condensador € = 66,7 microfaradios se uncn en serie. La tensidn en el
condensador es v = 50 cos 1500¢ voltios, Hallar la tensidn total vr, €l dngulo de fase de la corriente sobre la
tensidn y el modulo de la impedancia.

Sol. vy = 146,3 cos (1500 + 70°) V; 20%; V, /i, =293 Q.

Una resistencia R = 5 ohmios y un cierto condensador se unen en seric. La tension en la resistencia es vy = 25 sen
(20007 + 30°) voltios. Si la corriente estd adelantada 60° respecto de la tension, jcudl es el valor de la capaci-
dad ¢ del condensador? Sol. 37,7 uF.

Un circuito serie LC, con L = 0,05 henrios y una capacidad desconocida, tiene la tensidn e intensidad de co-
rriente {voltios y amperios):
g = 100 sen 5000, i =2 sen (5000t + 90°)

v PV 2heid

Hallar et valor de la capacidad C. Sal, 0,667 uF.

La corriente que circula por un circuito serie RLC estd retrasada 30° respecto de la tension aplicada. El valor
maximo de la tensidn en [a bobina es el doble de la correspondiente al condensador, y v, = 10 sen 1000 voltios.
Hallar los valores de L y. de C sabiendo que R = 20 ohmios,

Snf, L =231 mH; C =865 uF.

Un circuito serie RLC, con R = § ohmios, L = 0,02 henrios y C = 80 microfaradios, tiene aplicada una ten-
sién senoidal de frecuencia variable, Determinar los valores de w para los cuales la corriente {a) adelanta 45°
a la tensién, (b) estd en fase con e¢lla, (¢} retrasa 45° Sei. (g} 675; () 190; (c) 925 rad/s.

Un circuito paralelo consta de dos ramas; ¢n una de ellas tiene un elemento resistivo puro de R = 50 ohmios
y en la otra hay un elemento desconocido; se sabe que la corriente y tension aplicadas son (voltios y amperios):
v = 100 cos (1500¢ + 45°); i = 12 sen (1500 + 135°)

Determinar el elemento desconocido., Sel. R =101,

Hallar la intensidad de corriente total que circula por el circuito paralelo formado por L = 0,05 henrios y
C = 0,667 microfaradios al que se le aplica una tensién v = 100 sen 5000« voltios.
Sol. iy = 0,067 sen (5000: — 50°) A.
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Una resistencia R = 10 ohmios ¥ una autoinduccion L = 0,005 henrios estdn en paralelo. La corriente que
circula por la rama inductiva s {; = 5 sen (2000t — 45°) amperios. Hallar la intensidad de corrente total y ¢l
angulo de fase entre i y Ja tensidn aplicada. -
Sof. i = 7.07 sen (2000r + 0°) A; 45° (i, retrasada respecto de v).

Un circuito paralelo tiene en una de sus ramas una resistencia R = 5 chmios y ¢n la otra un elemento desco-
nocido; la tensidn aplicada v la corriente total son {voltios y amperios):
v = t0 cos (50¢ + 60°y; i =15738 cos (50r — 8,23%)

Determinar dicho elemento desconocido, Sol. L =10, H.

Dos elementos simples, R = 10 ohmios y ¢ = {00 microfaradios. se unen en paralelo y se aplica al conjunto
una tensién v = 150 cos (5000¢ — 30°) valtios. Hallar la intensidad de corriente total que circula por ellos.
Sol. iy = 76.5 cos (30007 + 48.,77) A,

Un condensador purc de capacidad ¢ = 35 microfaradios se une en paralelo con otro elemento simpie. Sah.c..
do que la tension aplicada y la intensidad de corriente total son v = 150 sen 3000¢ voltios & iy = 16,5 s¢
(3000: + 72,4°) amperios, respectivamente, determinar dicho elemento desconacido, Sol. R =30 Q.

Un circuito paralelo LC tiene aplicada una tension v = 30 cos {30001 + 45%) voltios y la intensidad de corrien-
te total que circula por el conjunto es iy = 2 cos (3000 — 457) amperios. También se sabe que la corriente en
la rama inductiva es cinco veces mayor que por la otra. Hallar los valores de L y de C.

Sol. L =667 mH; C=333 uF. i

La tension aplicada a tres ramas en paralgio, cada una de las cuales contiene un elemento simple, es v = 200
sen 10007 voltios. Los valores de las ramas son R = 300 ohmios, L = 0,5 henrios y C = 10 microfaradios, res-
pectivamente. Hallar la corriente total, ¢l dngulo de fase entre i y la tension aplicada y el médulo de la impedancia.
Sol. ir = 1,74 sen (10001 + 67.4°) A 67.4° (iy adelantada respecto de v); Vy/f, = 115 L

Hallar el-+valor de la autoinduccion L en el circuito paralelo representado en la Fig. 3-20 sabiendo que la ten-
sion aplicada y la intensidad de la corriente total son v = 100 sen 500r voltios e iy = 2,5 sen 300¢ amperios, res-
pectivamenie. Sol. L =008 H.

i N2 H

X! uF T 1067 4F oy

Fig. 3-20 Fig.3-21

En el circuito paralelo representado en la Fig. 3-21 la tension aplicada es ¢ = 50 sen (2000¢ — 907) voltios. Hallar
la intensidad de la corriente total. Sol  ip = 11.2 sen (2000 — 116.6%) A,

En el circuito paralelo representado en la Fig. 3-22 la tensidn aplicada es v = 100 sen 50007 voitios. Hallar las

intensidades de corriente iy, i, {y.
Sol. i, = 7.07 sen {50001 — 45"} A; i, = 7.07 sen (50007 + 43°) A; ip = 10 sen 5000r A.

—— —
!g!
1041

ir 1-1, 11} ¥ o0

1.7T3 mH

i) “FT oy, it wF

Fig, 3-22 Fig. 3-23

LRI TR E ]

343 En el circuito paralelo representado en la Fig. 3-23 la tensién, aplicada es v = 100 cos (50001 + 45°) voltios.

(@) Hallar la intensidad de la corriente total. (5} (Qué dos elementos asociados en serie habria que colocar para
que circulara la misma corriente y fuera, por tanto, equivalente al circuito paralelo para la misma frecuencia?
Sol. (@) iy = 18,5 cos (5000t + 68,47) A: () circuito serie de R = 496 @ v C = 93 uF.



Capitulo 4

Numeros complejos

NUMEROS REALES

El cuerpo de los nimeros reales se compone de los correspondientes a los numeros racionales e irra-
cionales. El conjunto de los nimeros reales se puede poner en correspondencia biunivoca con el conjunto
de los puntos de una recta que se llama eje real; es decir, cada punto de la recta representa un Gnico ni-
mero real y cualquier nimero real se representa por un dnico punto de la recta, como muestra la Fig. 4-1.
La suma, resta, multiplicacién y division de dos nimeros reales es otro nimero real. La raiz cuadrada
de un nimero real positivo es también otro niimero real; pero si €s negativo, su raiz cuadrada no es un
ntimero real o bien no corresponde a ningln punio de la citada recta. '

-1413  -r V3 V2 ¢
— e ks T
-5 -4 -3 -1 -1 0 1 2 3 ' 5

Fig. 4-1. Eje real

NUMEROS IMAGINARIOS

La raiz cuadrada de un nitmero real negativo es un nimero imaginario; por ejemplo, son nimeros

imaginarios \/~1, /=2, /5. /- 16, etc.
Si hacemos j = «/ — 1, que se llama unidad imaginaria, se puede escribir, / —2 = jﬁ, =4 =j2,
V3= J'.\/-S-, — 16 = j4, etc. Las sucesivas potencias de la unidad imaginaria son

jr=~l, Pejti=(li=-j F#=0P=1 =i ..

El conjunto de los nimeros imaginarios se puede poner en correspondencia biunivoca con el con-
junto de los puntos de otra recta, que se llama eje imaginario, como muestra la Figura 4-2.
-j5 -4 ~j3 —j2 - 0 j1 j2 8 4 g5
I L

i i L 1
-1 T - .

- —_— " 'S
g 1 ™ t t

Fig. 42. Eje imaginario

La eleccion de la palabra imaginario es muy desafortunada, pues estos niimeros tienen tanta exis-
tencia fisica como los reales. El vocablo significa, exclusivamenie, que los nimeros imaginarios no se
pueden representar por un punto en ¢l eje de los nimeros reales.

NUMEROS COMPLEJOS

Un numero complejo z es de la forma x + jy, en donde x e y son nimeros realesyj = ./ —1. _E“ un
nimero complejo x + jy la primera componente, X, 5 llama parte real y la s_cgun_da, Jy. parte imaginana.
Si la parte real es nula, x = 0, el nimero complejo se reduce a un NUMEro IMaginaro (purp) y se repre-
senta por un punto sobre el eje imaginario. Analogamente, si 1a que es nula es la parte imagmana, y = Q,

el niumero complejo se reduce a un ndmero real y se representa por un punto del eje real. Por consig:fscn-
te. ¢l conjunto de los numeros reales tiene como subconjuntos al de tos numeros reales y al de los ima-

gInarios. _ . . _ _ _
La condicidn necesaria y suficiente para que dos nimeros complejos, ¢ + jby ¢ + jd, sean iguales

esquea=cyb=d
35
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Si se traza el eje real perpendicular al gje imaginario, cComo se representa en la Fig. 4-3, siendo (el
punto de interseccién llamado origen, el conjunte de los numeros complejos s¢ puede poner en corres-
pondencia biunivoca con €l conjunte de puntos del plano complejo asi formado. En dicha Fig. 4-3, se

han situado los seis numeros complejos (z,, ..., Zg) Gque aparecen a su izquierda.
i
+15
u+_u
n = L] T4 ""j-:"_‘—"l:l
o= 2o S
Zzy = 34 : ) i 1 I
; -t ——t—t—
z, = —8+ j2 -b-4 -8 -2 -1 _ﬂ__:l 2 3 4 6
Ty = —4 - j4 I: Jl :
- . 1 T
% = 8415 ! L —j3 b2
L - —Jjd
Iy i
Y
Fig. 4-3
DISTINTAS FORMAS DE EXPRESAR UN NUMERO COMPLEJO
En la Fig. 44, x = rcos 8, y = rsen 0, con lo que el ni-
mero complejo 2 €s |
z=x+ jy=r(cos 8 + jsen D) e -
. , :
en donde la expresion r = \/ X+ y* se liama mddulo de z, y el ¢ l
4ngulo 6 = arc tg y/x recibe el nombre de argumento de z. 0 P

La férmula de Euler, e = (cos 8 + jsen 0}, permite ex-
presar en otra forma, que se llama exponencial, un numero
complejo (véase Problema 4-1).

Representacicon polar de un
numero complejo 2

Fig. ¢-4
z = rcos 0 + jrsen B = re®

olar o de Steinmetz de un nimero com-

En teoria de circuiios es muy {recuente emp
plejo z y se suele escribir asi:

en donde § se mide en grados o en radianes.
A continuacién se resumen las cuatro formas de representar un numero complejo; ¢l empleo de
una u otra depende, fundamentalmente, de la operacion que se trate de efectuar.

Forma bindmsca I=2X+jy

Forma polar o de Steinmetz 2z = r/f

Forma exponencial 2 =re’

Forma trigonométrica z = r{cos 0 + jsen 0}

CONJUGADO DE UN NUMERCO COMPLEJO

El conjugado del nimero complejo z = x + jy es el complejo z* = x — jy, Por ¢jemplo, son ni-
meros complejos conjugados tos pares: (f) 3 —j2y 3+ j2, (@) -5+j44y —-5—j4
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En forma polar, el conjunto de z = r /fes )
z* = r/—#8.Comocos (—0) = cos 8ysen (—0) = “---ez,
—sen 8, el conjugado de z = r(cos # + j sen 6) es
z* = r(cos § — jsen §). Por ejemplo, el conjuga-

do de z = 7/30° es z* = 7/-30°,

En el plano complejo, el conjugado z* de un EREES ) 3
|

o

numero complejo z es siempre el simétrico de z

respecto del eje real, como se muestra en Ia Fi- z

gura 4-5. —4---dar
Por consiguiente, las cuatro formas de escri- _ ) . ,

bir un nimero complejo z y su conjugado corres- A= 34 H, oy =344

A - »] L — —_ &
poundiente son: 7 = B[143.1° 23 = 5/-1431°

Fig. 4-5. Nimeros complejos y sus conjugados

2=z +jy z = r{f z = re’ z = r{cosf + jsens)
¥ = r—jy z* = rf—¢ ¥ = re-it z* = r{cosf# — jsen$)

SUMA Y RESTA DE NUMEROS COMPLEJQS

Para sumar (restar) dos niimeros complejos se suman (restan) sus partes reales y sus partes imagi-
narias independientemente. En la practica, para sumar (restar) complejos lo mds cémodo es escribirlos
en forma bindmica. :

Ejemplo . Secan los complejos z; = 5—j2 ¥ 2, = —3—48. Entonces,
g — % = (—=3—B) + #{~B+8 = —8 — 45

MULTIPLICACION DE NUMEROS COMPLEJOS

El producto de dos nimeros complejos, escritos en forma exponencial, se deduce inmediatamente
de las propiedades de la potenciacidn.

S1 los complejos se escriben en forma polar es evidente que

ZiZz = (Tll.{é'l \}l:?" ..’39} = T;Tgfﬂ1+82

;

Por ultimo, si los complejos vienen dades en forma binémica se multiplican como si fueran po-
linomios.

2.2 = (X, + ¥ )x; + jy2) = X%+ jxyye + jyixs 4 PRy
= (X X3 =y} + Jxy; + pix;)
Ejemplo 2. Si = bet™3 Yy gy = 2e7i7/8, resulta 7z, = (56T (2e—I7/6) = 10ein/8,
Ejemplo 3. Si 2, = 2/30% y 2z, =5/=45°, resulta 7,2, = {2/30°)(5/—45°) = 10/--15°.
Ejemplo 4. §; 2, =2+§3 ¥ z; = —1—33 resulta 22y = (24 J3)(—1—78) = 7—j9.

DIVISION DE NUMEROS COMPLEJOS

El cociente de dos nimeros complejos, escritos en forma exponencial, se deduce inmediatamente
de las propiedades de la potenciacion.

L]
o nef T1 pitoy— 8y

2 Teet Ty
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Si los complejos se escriben en forma potar es evidente que

Zy 16 71
-_— = = — 51 — {92
2 r2/0z T2

Por ultimo, si los complejos vienen dados en forma bindmica se multiplica el numerador y deno-
minador por ei conjugado del denominador.

n o xhiw (EE;.Tiif‘E) - (@amat gy + (s — ya)
Z2 T2+ Y \ 22— ¥ zi+y;
Ejemplo 5. Sean z; = 4e/™/1 y 2, = 2e/7/8, entonges 2 48T L i,
- Zs Qpivid
: P 8/—50°
Ejemplo 6. Sean z, = 8/—30° = 2/—60° : B S o 0
jemp 1 [Zab” ¥y oz {—60° ; entonges = 57 60° 4/30°,
Ejemplo 7. Sean z, = 435 y 1z, = 1+ Zentonces 20 o A=dB 1-92% o —6—J18
zy 14+323\1—72 b

RAIZ DE UN NUMERO COMPLEJO

Cualquier nimero complejo dado en la forma z = r & equivale a escribir z = r %, con
n=10, +1, +2, ... Andlogamente, z = r/@ es equivalente a z = r/(f -+ n360°). Por consiguiente,

2 — rel = rple+zm y \k/i — {‘/T_Fe;lw+2n)fk

z = r(f = r/(§+n360°) y  VE = VF/(d+n360°)/k

Dando a k los valores 0, 1,2, 3, ..., (k — 1}, se deducen las & raices distintas que posee un ntimero com-
plejo.

Ejempio 8. .
Si z = 8/60°, se deduce que Yz = Y/8/(60° + n360°)/3 = 2/(20° + n120°}. Como n se le pueden dar los
valores 0, 1 y 2 se obuenen las tres raives 2/20°, 2/140° y 2/260°. :

Fjemplo 9. Hailar las raices quintas de Ja unidad (real).

Como 1 = 127", se tiene \5/1_ = \"/Tefz*“'“s = 122 Como n se le pueden dar los valores 0, 1, 2, 3 y 4,
las cince raices quintas son 1/0°, 1, 1/72°, 1/144°, 1/216" y 1/288".

LOGARITMG DE UN NUMERO COMPLEJO

El logaritmo neperiano o natural de un nimero complejo se halla muy facilmente si éste se escribe
en forma exponencial.

Inz = In»rettzm = Inr + In&g®*?™ = Inr + j(8+2wn)

El resultado que se obtiene, pues, no es unico. Se llama valor principal del logaritmo al que corres-
ponde a n = 0, y es el que se considera con mads frecuencia.

Ejemplo 10. Si z = 3¢™®, se deduce In z = In z ™ =1In 3 + jnf6 = 1,089 + ;0,523

EMPLEO DE LA REGLA DE CALCULO EN EL ALGEBRA
DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

Introduccion

En la notacion fasorial que veremos en el Capitulo 5, 1a tensidn, la intensidad de corriente y ia im-
pedancia son nomeros complejos. Las formas de expresion mas {recuente de estas magnitudes son la
binémica v la polar. Es necesario, pues, pasar rapidamente de una a otra forma, ya que lo més comodo
para multiplicar y dividir complejes s escribirios en forma polar y, en cambio, para sumarlos o restar-
los lo mejor es hacerlo en forma binomica,
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Para estas conversiones, s muy aconsejable manejar con soltura la regla de cdlculo decimal-trigo-
nométrica. Existen diversas reglas de calculo y recomendamos aprender bien su utilizacién leyendo el
libro de instrucciones que la acompaiian.

Como el propésito de esta parte es llegar a una rdpida y eficaz conversidn en cualquier sentido, las
explicaciones trigonométricas se reducen al minimo.

PASO DE FORMA POLAR A BINOMICA

Ejemplo 11. Expresar 5053,1° en forma bindmica, x + Jjy. | §
1. Se hace un «mono» o dibujo expresando £l hecho de que ¢l angulo es mayor de 45°. &

2. x = 50 cos 53,1° = 50 x 0,600 = 30,
y = 50 sen 33,1° = 50 x 0,800 = 40.

3. Las partes real e imaginaria son ambas positivas.
50/53,1° = 30 + j40.

Ejemplo 12, Expresar 100/—120° en forma bindmica, x + jy.

-

. Se dibuja el «mono» correspondiente. El dngulo de referencia es 60°. 0 J
2. x = 100 cos 60° = 100 x 0,500 = 50, , S
y = 100 sen 60° = 100 x 0,866 = 86,6. &
3. Las partes real ¢ imaginaria son ambas negativas.
100/—1206° = —50 — j86.6.
PASO DE FORMA BINOMICA A POLAR
J
Ejemplo 13. Expresar 4 + ;3 en forma polar, r{6.
] i3
1. Se hace un «mono» o dibujo exagerando el hecho de que la parte real es mayor ¢
que !a parte imaginaria, es decir, el dngulo es menor de 45°. | 4
3 :
2 8 =ar tg% = arc tg 0,75 = 36,9° (< 45°} sen 36,9° = 0,600, de donde r = T = 5 o bien cos 36,9° =
4
= = 5
0,800, de donde r 03
3, 4+ j3=15/369"
Ejempio I4. Expresar —10 + ;20 en forma polar, rf.
1. Sedibuja et «mono» correspondiente. El angulo de referencia &, es menor de 45° ,
(complementario de 8). :
2[} . [n] (=] r
2. 0, =arctg o= arc tg 2 = 63,4°. Por tanto, =180° — 63,4° = 116,6". o
!
0
20 . . 1% AN
sen 63.4° = 0,893, de donde r = 0895 = 22.4 o bien cos 63,4° = 0,449, de 10
10
de r=——= = :
donde r 0.449 224

3. =10 + 20 = 22.4/116.6".
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OPERACIONES CON ANGULOS MENORES DE SEIS GRADOS

Cuando el valor numérico del angulo @ de la forma polar de un nimero complejo es muy pequeno,
el modulo r y la parte real x de la forma bindmica son aproximadamente iguales, Para [0| £ 5,73° los
valores de r y de x se consideran iguales. La parte imaginaria jy = jr sen 0 se determina empleando
la escala de senos tangentes (ST) de la reglilla en la que se hace la sustitucion de los infinitésimos equi-
valentes: seno, arco y tangente. La misma hipdtesis se hace cuando el angulo 8 es proximo a 1807, cuyo
angulo de referencia para los cdlculos es menor que 5,73°.

Si el valor numérico de 8 es préximo a 90°, el médulo r y el valor de p de la parte imaginaria co-
rrespondiente al complejo escrito en forma bindmica son aproximadamente iguales. Para 84,27° < 8=
95,73°, los valores de r € y se suponen iguales. La parte real x = r cos 8 se determina empleando la escala
de senos tangentes de la reglilla, teniendo en cuenta gue cos 6 = sen {90° — 6). Esta misma considera-
cién se hace para valores de 6 proximos a 270°, en los que ¢l 4ngulo de referencia es igual o mayor que
84,27°.

Ejemplo 15. Expresar 10/3.5° en forma bindmaca, x + jy.

Se hace un «mono» o dibujo exagerando el valor del éngulo.

Como el dngulo es menor de 573° la parte real x = 10.
sen 3.5° = 0,061. de donde y = 10 x 0,061 = 0,61. Sl E
Las paries real ¢ imaginaria son ambas positivas. s )

T

10/3,5° = 10 + j0.61. (Para angulos muy pequefios, la relacion entre las partes real
e imagmaria es de 10 a 1.}

Ejemplo 16. Expresar 450/94° en forma binémica, x + jy.

]
| Se hace el «mono» correspondiente. El dngulo de referencia es 86°. 2
2. Como el angulo de referencia es mayor que 84,27°. la parte imaginaria y = 450 y ¥
3. cos 86° = sen 4° = 0,070, de donde x = 450 x 0.070 = 31.5. 2 \“
4. La parte real es negativa y la jmaginaria es positiva,
5.

450/94° = ~31.5 + j450.

Fjemplo 17. Expresar 50 + iS00 en forma polar, ri0
. Se hace ¢] «mono» correspondienie. La relacion de partes imaginaria a real es ma- j
yor que 102 1, lo cual indica que el angulo es mayor de 84,27°: por tanto, r = 500.

20 _ . - : s

2. 0, = arc1g — = arc 1§ 0.04 = 2.3° Por tanto. 0 = 90° - 2.3° = 87.7°.
500 0
3. SO + j500 = 500/87.7°.

Ejemplo 18. Exprosar —4 — 785 en forma polar, ri0.

iS¢ hace el «mono» correspondiente. La relacion de partes imaginaria a real es ma-
yor que 10 a i, lo cual indica gue el angulo es mayor de 84.27"; por tanto, r = 85.

4 .
2. 0, =90 — arc1g T 90° — arc1g 0,047 = 90" — 2.7° = 87.3°. Por tanto, 0 =

e

873 + 180" = 267.3° o bien —92.7°.
3. —4 - j85 = 85267.3" = 85/-92.7.
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Problemas

41 Demostrar la formula de Euler.

Supongamos que una funcion se puede representar por una serie de potencias de x de tipo Maclaurin:

pla—1}

2 3
flxk) = A0y + =z f10) + x—,f”(ﬁ) 0 e+ ELTL o) +
2! 3! (r — 13!
siendo continuas, en x = 0, la funcion y todas sus derivadas.
Los desarrolios de Maciaurin de cos 6, sen £ y & en potencias de & son:
_ §2 g1 g6 _ 41 #3 87
cosg = 1”§T+H_E+"' sen B = s—-?J—!-L-E!_-__F.I....
_ N , 8° ¢ 8% gt . g7
¢ = it g oIyt gty e T it

Agrupando términos en la serie correspondiente a ¥ tendremos,
2 q g 3 L] 7
o= (1B 8 0 ) + j(a—,—j;+;—l—%+ ) = coss + jsen 0

4-2 Dibujar el plano complejo v situar los siguientes nimeros complejos. Expresar cada uno de ellos
en forma polar y repetir el dibujo. Comparar las dos representaciones graficas para cerciorarse de
gue las conversiones fueron bien hechas.

(@) 2—j2 () 3+j8 () -5+73 () —4—74 (5470 () j6 {9 —4 (k) —jb

43 Expresar cada uno de los numeros complejos que se dan a continuacién en forma polar:
{a} 15efv/d (b) Be—J2mi3 (¢) —deisnit (d) —2e~ir/2 {e) 10e—dTv/8 - (f) —1Be—idn/2

Sol. (u) 15/45°, (b) 5/=120°, (c) 4/=30°, (d) 2/90°, (e} 10/=210° ¢ 10/150°, (f) 18/=90°

44 Efectuar la operacidn que se indica:

{a) z = 3 — )4. Hallar zz™. {d} 2z = 2.5e-i7/3 Hallar 2z, () = = 95/256° . Hallar 2z — 2™,
(d) z = 10/—40° . Haliar z2*. {e) z = 2+ j8. Hallar z — 2%, () = = r/s JHallar 2/z*,

{¢) z 20/563,1" . Hallar z + z*. (fy z = 10— j4. Hallar z + 2*.
Sol. (a} 25, (b) 100, (c) 24, (d) 6,25, (e) j16, (f) 20, (g) /80,2, (h) 1/28a.

45 Hallar las raices que se indican de los nlmeros complejos siguientes:

@ VETB (b)) VIS0[=60° (o) VESE—d (&) VIS (o VI () VE

Sol. (a} 8.07/29°, 8,07/209°, (b) 12,25/—80°, 12,25/160°, (¢) 2/—10°, 2/110°, 2/230°, (d} 3ei*/2,
Beilnit, Beillvié (¢) 10, 1/90°, 1/180°, 1/270¢, {f) 2/0, 2/186° , es decir, 4 2.

46 Hallar el logaritmo neperiano de los nimeros compiejos (a)-(d). En el apartado (e) calcular el
producto mediante logaritmos.
(@) 20/45°, () 6/—60°, () 05120°. () 03/18®, {e) (0,3/180°){20/45°)
Sol. (@) 3 + jm/4, ®) 1,79 — jn/3, {(¢) —0,693 + jin/3, (d.) -1,2 + jn, (e} 6/225°
47 Mediante la regla de cdlculo, pasar de forma polar a bindmica cada uno-de los ndmeros complejos
que se indican.

(a) 12,3/30° Sol. 10,63 + j6,15 (e) 0,05/—20° Sol. 0,047 — j0,0171

() 53/160° —49,8 + j18.1 () 0,003/80° 0,00052 + j0,00295
(c) 25/—45° 17,7 — j17,7 (&) 0,003/260° - —0,00226 — 40,0128
(d) 86/—115° ~36,3 — j78 (h) 0,156{—190° —0,1535 + 70,0271

48 Mediante la regla de célculo, pasar de forma binémica a polar cada uno de los numeros complejos
que se indican,

@ —12+ 16  Sol. 20/1268° (e) 0,048 — jO,153 Sol. 0,160/—72,55°
b) 2 — jd 447/ —63.4° (f) 00171 + j0.047 0,05/70°
(c) —59% — j25 64/203° (g) —69.4 — j40 80/210°

{d) 700 + j200 727/16° B -2+ 72 28,3/135°
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Mediante la regla de cdlculo, pasar de forma polar a binémica cada uno de los niimeros complejos
que se indican:

(@) 10/3° Sol. 10 + 0,523 {e) 0.02/94° Sol. —0,00139 + j0,02
{by 25/28° 0,871 + j25 () 0,70/266° —0,0488 — j0,70
() 50/=93° 262 — j50 (g) 0,80/=3° 0,8 — j0,0656
(d) 45/179° —45 + j0,785 (h) 200/181° ~200 — j3,49

Mediante la regla de calculo, pasar de forma bindmica a forma polar cada uno de los nimeros
complejos gque se indican:

(@) 540 + ja0 Sol. 540/4,25° (e} 0,8 — j0,0696 Sol. 0.8/-5°
() —10 — j250 250/ - §2,29° ) 10 + j0,523 10/3°
) 8 — 705 8/3,58° g) —200 - /3,49 200/181°
(@) 25 + j17 717/88° (h) 0,02 — 0,001 0,03/ =287

Como ejercicio con la regla de cdlculo, pasar de una a otra forma los nimeros complejos que se
indican. Pasar las respuestas a la forma original:

(@) 40/10° ey 5,0+ /0.3 (i) —0,05 — j080 (m) 80/—98° (¢) 0.851°

(b) 18 = /9 (f} 0.50/174° () 150/—5° (r) —15—730 r) 3 +j4

(c} 0,03+ 080  (g) 180 + 55 k) 0,002/-178° (o) 5/233,1° (s) 20/—143,1°
(d) 0,06/ 100° (k) 25:88° (i} —1080+7250 (p) ~—26+ ji5 (t) —35 — j8,66
Hallar la suma o diferencia de los numeros complejos que se indican: '

(a) (10/53,1°) + (4 + j2) Sol. 10 + j10 (e) (—5+3B) — (7,07/135°) Sol. 0

(b) (10/807) + (B8~ J2) 8+ j8 () (2--3419) — (1 —j10) 1

(c) (—4—48) + (2+j1) —2 — ;2 (g) (10+j1) + 46— (18,45/—42°) 6 + 710
(d) (2,83/45°) — (2 — J8) 10 (h) —(5/63,1°) ~ (L —j8) —4 + 52

Hallar el producto de los numeros complejos que se indican. Como gjercicio complementario,
se pueden convertir 10dos los complejos a forma polar y calcular de nuevo su producto, com-
probando el, resultado:

(a) (8 —72){1— ;4 S0l =5 - jl14 (e) (32)(;5) Sol. —10

(3} (24503373 6 — 6 (f) (—i1)(56) 6

(¢) {(—1—iD1+J1 —J2 (g (2+i2(@—2) 8

(d) 24 —73) 6 + 78 (h) (= + judz—iy) a? + 32

Hallar el cociente de los nameros complejos que se indican multiplicando numeradar y denomi-
nador por el complejo conjugado del denominador. Pasar los nimeros a forma polar y calcular
de nuevo su cociente comprobando el resultado:

(g) (5+ 75)/(1— 1} Sof. b {e) (8- 18)/{2+72) Sol. 1,5

{b) (4 —J8)/(2 +;2) ~1 — 78 (fy (=5 —j10)/(2+ j4) ~2,5

() (B—J10)/{3 + j4} -1 -2 ig) 10/(6 + i8) 06 — 08

(dy (B 712)/{2) 6 — 74 (hy 3542 — j2) —1,25 + j1.25
Hallar cada unos de los productos que se indican:

@ (.5 + j10(—085 +j43) Sol. 45/177,1° (&) (2 + j6)1821°) Sol. 113,5/92,5°
b) (3,8 — j1,506 — j2,3) 262/—42,6° () 1BY (25/—45°)0,2/=157) 5{20°

ey (72 — j72)(1.3 + j4.8) 506Q}L5f (g) (12 — j16)0,23 + j0,75) 15,66/19,7°
(d) (32072 =45") 6/ — 25° () (j1,63)(2,6 + j1) 4,53/111,1°
Expresar cada una de las relaciones por un ¥nico complejo:

(@) (23,5 + B.55)/(4,53— 2,11} Sel 5457 () {6,88/12°)/(2 + j1) Sol. 3,08/—14.6°
by (21,2 - j2L,2)/(3,54 - f3,54) 6/0” ) (5 + 75)/5/80° 1,414/=35"
(€} (—T7,07+107)(4.92 + 0.868)  2/125" (g) 146 +/8) 0,1/—33,1°
(d) {—5)/(6,36 — 6,36} 5/—45° ) (~10 + 20)/2 — j1) 10/143,2°
En cada uno de los casos siguientes hallar el valor de la expresién z,z,/(z; + Z2)

{a) z, =10+ 43 2, = 20/30°  Sof. 7,18/27,8° ¢} zy,=6—-j2,z; =1 + /8 Sol.  5,52/23 81°

by z, = 5/45°, 1, = 10/ — T 5.5/15.2° d) z, = 20, 2, = j40 17,9/26,6°



Capitulo 5

Impedancia compleja y notacion fasorial

INTRODUCCION

E! analisis de circuitos en régimen permanente senoidal tiene una gran importancia no solo porque
las tensiones gue suministran los generadores son, muy aproximadamente, funciones sencidales del
tiempo, sino porque cualquier forma de onda periédica se puede sustituir por un término constante y
una serie de términos de senos y cosenos. Se trata del método de Fourier de andlisis de formas de ondas
y sera objeto de estudio en otro capitulo.

En el Capitulo 3 se estudiaron muchos circuitos sencillos en los que las tensiones y corrientes eran
funciones senoidales del tiempo. Sin embargo, hemos visto como a pesar de tratarse de circuitos relati-
vamente simples su analisis es muy pesado. Mediante el empleo de la notacidn fasorial en la representa-
¢ién de tensiones e intensidades de corriente y el concepto de impedancia compleja de los elementos del

circuito, ¢l estudio en régimen permanente senoidal se facilita en grado sumo.

IMPEDANCIA COMPLEJA

Consideremos al circuito serie RL de {a Fig. 5-1 al que se le

aplica una tensién v{t) = ¥,¢/*', Segin la formula de Euler, esta -
funcion se descompone en un término en seno y olro en <oseno,
V., cos wt + jV,, sen wi. Apilicando la segunda ley de Kirchhoff a R
la malla o lazo tendremos, Ve |
Ri(f) + L%% = Vet N

Esta ecuacion diferencial lineal es de primer orden y su solucidn
particular es de la forma i{f) = Ke&/®'. Sustituyendo esta funcion

de corriente resulta, Fig. 5.1
RKe“t + jolKe = Vet
Vm : Vi

= ——— ¢ ) = —————¢g'  La relacion entre las funciones de tensid In-
R+ joL ) = ¥l nsien ¢ 1

tensidad de corriente pone de manifiesto que la impedancia es un admero complejo cuya parté reai es
el valor de R y cuya parte imaginaria es wl:

V(L) Vom e ,
Z = =5 = —m—— = R + jul
i(e) 2 e |
R+ juL I
Consideremos ahora un circuito serie RC con la misma PAMMES- ||
tensién aplicada V,e’”, como indica la Fig. 5-2. En este caso, v ' t ¢
mglwt
Ri(t) + 7 f ity dt = Vaeo )
Haciendo i{¢) = Ke'™ y sustituyendo en ([} resulta,
RKelt + %&Kﬁjm = Vgevt Fig.5-2

43
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Vm Vm Vm )
ad = e = e ; — w
de donde K BT aC = E< f(l0) y ) = J7a0) egiot, Por tanto,
et
Z = E‘“ ¢ = R — §{1/.C)
— Jat
R 10

Una vez mas observamos como la impedancia es un nimero complejo cuya parte real es el valor de R
y cuya parte imaginaria es, en este Caso, —tw(C.

Todo esto indica que los elementos de un circuito sé
pueden expresar mediante su impedancia compleja Z, la
cual se puede situar directameatc sobre ¢l diagrama del

circuito, como indica la Figura 5-3. - = z
Ahora bien, como la impedancia €s un nimero com-
leio s : - _ '
plejo se podra representar por un punto en el plano com ey —

plejo. Ademas, como ia resistencia éhmica no puede ser
negativa, solo se precisan el primero y el cuarto cuadrante.
La representacion grafica correspondiente s¢ llama dia-
grama de impedancias. (Véase Figura 5-4.}

z

!1
'.
!
R "_jxt" ___________ z

Fig. 5-4. Diagramas de impedancia

La resistencia R correspondc a un punto sobre el eje real positivo. Una inductancia o reactancia
inductiva X, se representard por un punto del eje imaginario positivo, mientras que una capacitancia
o reactancia capacitiva X, estaré representada por un punto sobre el eje imaginario negativo. En general,
una impedancia compleja Z se encontrara sobre el primero o el cuarto cuadrante, segin los elementos
que integren el circuito. El argumento de la forma polar de Z estd comprendido, segin lo dicho, entre
+90° o bien +r/2 radianes.

Ejemple 1.
A un circuito serie RL con R = 5 ohmios y L = 2 milihenrios se le aplica una tensién v = 150 sen 50001 vol-
tios. (Véase Fig. 5-5.) Hallar su impedancia
La reactancia inductiva es X, = wl = 5000(2 x 1073 = 10 Q; por tanto, Z = 5 + f10. En forma polar,

compleja Z.

Z = 11,16/63,4°.
j10F----pL = 5+ j10
] i = 11,18/63,4°
1
O z :
[
jlD sa,v',
|
b

Fig. 5-5
Ejemplo 2.
A un circuito serie RC con R = 20 ohmios, C = 5 microfaradios, se le aplica una tension p = 150 cos 10.000¢
voltios. {Véase Fig. 5-6.) Hallar su impedancia compleja Z.
. 1 1
La reactancig capacitiva es X¢ = = 1500006 = 1079 = 20 £; por tanto, Z = 20 — j20. En forma

polar, L = 28,3/ —457.
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20
1
20 45° It
|
Q) : 5
) I
e~ 120 —j20t-----———-N Z = 20520
= 28.3/-45°
Fig. 5-6

En todos los circuitos, excepto en aquellos que solo contienen elementos resistivos puros, la im-
pedancia es una funcidn de la pulsacion w, ya que tanto X, como X, son funciones de . Por ello, cual-
quier impedancia compleja solo es valida para aquella frecuencia a la que fue calculada.

NOTACION FASORIAL

Consideremos la funcion f(r) = r ¢/*'. Representa un nimero complejo que depende del tiempo 1.
Sin embargo, su moédulo es constante e igual a r. Haciendo una representacién grafica en los instantes
t = 0, n/fdw y n/2w, como indica la Fig. 5-7, se pone de manifiesto la naturaleza de la citada funcién.

i J J
\ ¥
- i !

= pfdu t = £/
wl = xid ut = rf2

|

- -
nH
L= -]

Fig. 5-7. Funcion r &

En efecto, para w constante, el segmento gira en sentido contrario al de las agujas del reloj con ve-
locidad angular constante. Si observamos las proyecciones de este segmento giratonio sobre los ejes
real ¢ imaginario, veremos que coinciden con los términos coseno y seno, respectivamente, de ¢’ dados
por la férmula de Euler.

Funcién sena

2 Theom e

'wi

Funcidn coseno

Fig.5-8
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En el Capitulo 3 vimos que por un circuito serie RL al que se le aplica una tensién v = V,, sen wi
voltios circula una corriente, i = I, sen (w¢ — 0} amperios, que estd retrasada un angulo £ respecto
de ia tension, siendo @ = arc tg (wl/R). Este angulo de fase depende de las constantes del circuito ¥
de la frecuencia de la tension aplicada, pero nunca puede ser mayor de 90° o /2 radianes. En la Fig.. 5-9(&)
se han representado las formas de onda de v ¢ { su funcion de . En la Fig. 5-9(«¢) se muestran un par
de segmentos dirigidos que giran en ¢l plano complejo en sentido conirario al de las agujas del reloj con
velocidad angular constante w. Como los dos tienen la misma velocidad, el 4ngulo que forman, o fase,
permanece constante. Ademds, por el sentido de giro se deduce que la corriente esta retrasada respecto
de la tensién un dngulo 0. '

V. sen ut

I SETh{wut — 8)
an Ll i 2- ’
e 4 # - i e wrf
Jo /
{ o €ifwt -8
r—i

(a) {b)
Fig.5-9

t__

Las proyecciones del segmento giratorio sobre el eje imaginario son, exactamente, las funciones
representadas. Esto se deduce de la formula de Fuler, ya que la parte imaginaria de la funcion expo-
nencial es la funcidn seno.

Consideremos una funcion de lension general s = ¥, ¥, siendo « la fase inicial de la misma,
es decir, en el instante inicial ¢ = 0. Apliquemos esta tension a un circuito de impedancia Z = ze®,
(—n/2 < & £ nj2). En estas condiciones, la intensidad de corriente viene dada por:

(Vi gl ot * o)/ (ze) = (Vpfz)etenra=®r = [, eitett o= ey decir,

Vm E:(ml+a)

I ei(m! +oa-~8)
" 2p10

(1)

Esta ecuacidn pertenece al dominio del tiempo, ya que este aparece explicitamente en las expresiones
de la corriente y de la tension. A continuacion, vamos a hacer dos cambios en dicha ecuacidn para re-
presentar los fasores. En primer lugar, multipliquemos Ja igualdad per ™' para eliminar ¢l tiempo.

Después, muitipliquémosta por 1/\/2 para obtener los valores eficaces de corriente y tension.

e_fL: (I g@t1a-9) = g (Vm 6”5’”“‘)
V2 V2 A zet
,_"L,gfm—s) = Vi . f_ (2)
vz VB e
Via
Ifa—8 = —z—g (3)
=y (4)

La ecuacion (2} es la transformada de la anterior al dominio de la frecuencia. En ella no aparece el
tiempo. Sin embargo, la variacion con el tiempo de la ecuacion (/) estd bien clara. En la expresién (3),
los simbolos ¥ e I sin subindices indican los valores eficaces de la tension e intensidad de corriente res-
pectivamente. La expresidn (4) relaciona, pues, jas magnitudes complejas I, V y Z y como tales deben
considerarse, esto es, con su médulo y su argumento. Esta tltima formula es el equivalente fasorial de
la ley de Ohm que, a veces, se llama forma compleja, o forma vectorigl, de la ley de Ohm.
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Lewt +ird
V,, eftut

TP B
[, eifuita a)

ominio del tiempo

Fig.5-10

b

Vie

&

Ija—#

Dominio de la frecueneia
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En la Fig. 5-10(a) se representan, en el plano complejo, las funciones de tension e intensidad de
corriente expresadas en forma exponencial. Dicha representacion pertenece al dominio del tiempo 1,
el cual aparece explicitamente. En la Fig. 5-10{b) se representan los fasores de tension e intensidad de
corrienie respectivos. L.os modulos son i,f‘\,fff veces los correspondientes de la Fig. 5-10{a) y no aparece
el tiempo en forma explicita. Sin embargo, ¢l dngulo 0 y el médulo de la intensidad depende de la fre-
cuencia, razon por la cual diremos que la Fig. 5-10{(b) es una representacidn en el dominio de la frecuencia.

Problemas resueltos

5.1 Hacer una representacién grifica de la variacién de Xy y X con w en el margen de 400 a 4000 ra-
dianes por segundo. Los valores de L y de C son, respectivamente, 40 milihenrios y 25 microfa-

radios.

Dando valores a « comprendidos en el margen dado y sustituyendo en X} = ol y X¢ = ljwC, se obtie-

ne la tabla de la Fig. 5-11{a). En la Fig. 5-11(b) se pueden observar las representaciones grificas de X, y Xe. -

w ). 43 X:
rad.’s ohmios ohmics
400 16 100
800 32 bl
10040 40 40
1600 64 25
2000 B0 20
3200 128 12,56
4000 160 10

(a)

X, tohmios)

X (ohmios|

1690
140
120~
104
B <
50 —
10 =
20 -

800
i

1890
L L

2400 9200 4000

20~
40
5 -
0~
100
120 -

Fig.5-11

1
L ™ T

(b)

| i
¥

L
= ¥ 1
i

Xc

Cualquier circuito con una bobina L o un condensador C tiene una impedancia que depende de la frecuen-
cia. Asi, pues, un diagrama de impedarcias construido para una frecuencia dada sole es vilido para dicha fre-

cuencia.

§2 Construir los diagramas fasoriales y de impedancia y determinar las constaates del circuito para
la tensién y corriente siguientes: v = 150 sen (5000¢ + 45°) voltios, / = 3 sen (3000 — 15%) am-

penos.

El médulo del fasor es ]fﬁ veces el valor mdximo. Por tanto,
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v = 250 = qoease, 1= /o150 = 212/-150
V2 V2
v 106/4h° }
zZ = - = —== = bOs6e0° = 25 + 3433
y i 5.12/—15° (80 7
¥
4380 ———- z
‘ ]
s0/ |
45° j
" 15° €0 |
L
i 25
Diagrama lasorial Diagrama dc impedancias

Fig.5-12

La corriente estd retrasada respecto de la tensidn un dngule de 60°, lo cual indica que se trata de un circuito
serie RL. De la ecueidn anterior obtenemos wl = 43,3 () de donde L = 43,3/5000 = 8,66 mH. Las constan-
tes del circuito son, pues, R =25Q y L = 866 mH.

53 Construir los diagramas fasoriales y de impedancias y determinar las constantes del circuito para
la tensién y corriente siguientes: v = 311 sen (2500¢ + 170°) voltios, { = 15,5 sen (2500¢ — 145°)

amperios.
311 15.5
¥V = —=/170° = 220/170°, I = ——= /-145° = 11/—145°
Ve Ve
v 220/176° .
= 2L R = 20/—45° = 1414 — 14,14
/ z I 11/—145° {18 1%
14,14
170 T
v /’\ i
1 |
—jla 4 e z

Diagrama Tasorial Piagrama de impedancias

Fig. §-13

La cormente estd adelantada respecto de la tension un ingulo de 45°, lo cual indica que se trata de un cir-
curto serie RC. De fa ecuacion antenior se deduce que X = l/wC = 14,14 {3, de donde C = 1/(14,14 x 2500} =
28,3 u¥. Las constantes del circuito son, pues, R = 14,14 @ v C = 28,3 uF.

54 Un circuito serie de dos elementos, R = 20 ohmios y 1. = 0,02 hearios, .
tiene una impedancia igual a 40/ ochmios, Hallar el argumenio y la fre- L T z
cuencia f en hertzios (Hz) o ciclos por segundo (¢.p.s.). 40

impedancia del circuito = 20 + jX, = 40/8. ?
De la Fig. 5-14, & = cos™! 20/40 = 60°; por tanto, 20
Xy = 40 sen 60° = 346 O

XL 46 B Fig.5-14
Sl 2m0,00) 275 Hz(oc.ps.)

Ahora bien, Xy = wl = 2rfL, con lo que f =
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5-7 Un circuito serie con R

A un circuito serie con R =
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10 ohmios y ' = 50 microfaradios se le aplica una tensién cuya fre-

cuencia es tal que la corriente adelanta 30° respecto de la tensidn. (A qué frecuencia la corriente

" estaria adelantada 70°7
En la Fig. 5-15, tg ~30° = X /10 = —0,576 o bien X = 5,76 Q.
Ahora bien, como X; = 1/2nf,C y

1 1
f1=

= = 553 Hz (0 ¢.p.s.
2nCXe,  2n(50 x 107° F)(5,76 )} (0 c.p.s.

Con la nueva {recuencia f, la corriente debe estar adelantada 70°. Ahora

bien, tg ~70° = — X /10 = ~-2,74, con lo cual X, = 27,4 Q. Enton-
ces, como fffy = X¢ /X, resulta £,/553 = 5,76/27,4, de donde f; = 116 Hz
(0 c.ps.}) '

Debido a que X, es inversamente proparcional a w, el circuito serie RC
tendrd un dngulo de fase tanto mayor cuanto menor sea la frecuencia.

Siendo f = 500 hertzios, determinar el elemento simple que en
serie, con una resistencia R = 25 ohmios, origina un retraso de
la corriente respecto de la tensidn de 20°. Repetir el problema con
un adelanto de 20°.

Un retraso de 20° requiere una reactancia inductiva X en serie con K.
Ademads, ta rexctancia capacitiva X, que origina un adelanto de 20° tendra
el mismo valor éhmico que X,.

Para el retrasc de corriente, tg 20° =
ces, L = X f2nf = 9,12n(500) = 2,9 mH.

Para el adelanto de corriente, C = 1/2nfX, = 1/2a{500) (9 1}y =35 uF.

X /25 o bien X = 9,1 Q. Enton-

_j.X'H

2.

~30° ;

gxcl.o

Fig. 5-16

= 25 ohmios ¥ L = 0,01 henrios se utiliza con frecuencia de 100, 500 y

1000 hertzios. Calcular la impedancia del circuito Z para cada una de ellas.

Para /= 100 Hz, X = 2nfL = 2z(100){0,01) = 6,28 Q. Andlogamente, para f = 500 Hz, X, = 31,4 Q
y para f = 1000 Hz, X, = 62,8 . Los valores de Z correspondientes se pueden observar en la Figura 5-17.

BLet-- - ,Z
16,28 z | . :
J N L - - - -

253 f1g,1° AT

25 25

F = 100 f = 500

Z = 25+ j6,28 = 258/14,1° Z = 25+ j3L,4 = 40/514° Z

Fig.5-17

/62,8

Z

f

3-8 A un circuito serie con R = 10 ohmios y C = 40 microfaradios se le aplica una tensién v =

1900

25 + j62,8 = 67,7/68,3°

500

cos (2500¢ - 20°) voltios. Hallar la intensidad de corriente { que circula por él.

Xe = JowC = 1/2500(40 x 107°%) = 10 2 y la impedancia compleja
Z=10- /0= lﬂﬁg—ds‘h La tensién en notacidn fasorial es V =

{500/./2){ = 20°. Entonces,

500/v2 )/ —20°

f = ¥ - ! ve) =  25/25°
Z (10v/2)/—45°

e i = 25V2 cos (2600¢ + 26°)

El diagrama fasorial de la Fig. 5-18 nos dice que la intensidad de corrien-
te I adelanta a la tensidn ¥ en la impedancia, en un dngulo de 45°.

25®

_200

Fig. 5-18
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50 A un circuito seric con R = 8 ohmios y L = 0,02 henrios se le aplica
una tensién v = 283 sen (300¢ + 90°) voltios. Hallar la intensidad de

corriente i que circula por el

X, = L =30000,02) =60, Z=8+6=10369" y V= (283//2)/90° =
200/90°. Entonces,

200/90°

i el - o0/581°
10@@;&33 LB_J’_-—
e i = 204/2 sen(300¢ +53,1°)

5.10 En un circuito serie con R = 5 ohmios y L = 0,03 henrios la corriente
retrasa 80° respecto de la tensidn. Calcular la frecuencia de la fuente y
la impedancia compleja Z del circuito.

De la Fig. 520, X, = 51g 80° = 28,4 Q. Como X, = 2fL, f = Xy2nl =
28,4/2n(0,03) = 151 Hz. La impedancia complejaes Z = 5 + ;284 = 28,8/80° Q.

511 Un condensador de 25 microfaradios de capacidad estd unido en serie

con una resistencia R a una frecuencia de 60 hertzios. La corriente que

circula por ellos estd adelantada 45° respecio de la tensién aplicada.

Hallar el valor de R.
— _ : = - : —- = 106 Q. Como ¢ éngulo de fase es 45%,
2fC 2m{60)(25 x 10679

R=Xc= 106 0

¢

[CAP.

vi

36:-9::
-t

Fig.5-19

~j106 —~ ==~~~ z

Fig. 5-21

512 A un circuito serie con R = 8 ohmios y L = 0,06 henrios se le aplica una tension v, = 70,7 sen
(2007 + 30°) voltios. A continuacion, se le aplica una segunda tension v, = 70,7 sen (3007 + 30°)
voltios en lugar de la primera. Hallar el valor de la intensidad i para cada una de las fuentes y

construir los diagramas fasoriales correspondientes.

{a) Con la tension aplicada vy,

X, = wL = 200006) =12y Zy=R+X=8+/12~ 14,4/56,3°

Como V, = (70,7//2)30° = 50/30°,
v, 000

1, =

Z.  14,4/563°

e

() Con la tensitn aplcada s,

X, = oL = 3000,06) = 18y £, =8+ j18 = 19.7/66°

Como V, = 50/3C°,

_347/-263" e iy = 3,47./2(sen 2001 — 26,3°)

v 50/30° -
I, = 2= —'fT“ . =254'=36" ¢ i = 2,54\“5‘2 sen (300r — 367)
Z, 197/667 T

I

Dagrama fusunal, o = 200

Figo 5’22

Diagrama fasorial, « = 300
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5-13 Mediante el diagrama fasorial hallar {a suma de las intensidades de corriente i, = 14,14 sen
(w? + 13,2°) amperios ¢ ¢, = 8,95 sen (wt + 121,6°) amperios de la Figura 5-23.

I = (14,14/V/2)/13.2° = 10/132° = 973+ 72,28
I = (8,95/V2)/1216° = 883/121 6° = —3,32 + §5,39
L+1 = 641+ 767 = 10/50°

Por tanto, 4, + ¢, = 10V2 sen {ut + 50°).

Fig.5-23 Fig. 5-24 : Fig. 5-25

5-14 Hallar la diferencia i, — i, siendo i; = 50 cos (wt + 75°) amperios e {, = 354 cos (wr + 120°)
amperios en la Figura 5-24.

I, = (50/V2)/76° = 35,4/76° = 0,16 + j34,2
I, = (35,4/V2)/120° = 25/120° = —125 + j21,7
LI, = 21,7 + 7125 = 25/30°

Por tanto, iy — 4 = 26v2 cos (wt + 80°),

515 Hallar la suma de las intensidades de corriente i 1 = 32,6 sen (wr — 145°) amperios, {;, = 32,6 sen
{cor — 25°) amperios e iy = 32,6 sen (wt + 95°) amperios.

I, = (32,6/V2){~148° = 23/—146° = —18,8 — j13,2
I, = (32,6/v2)/~26° = 23/-25° = 20,8 — ;0,71

I; = (32,6/V2)/95° = 23/05° = —2 ;23
L+L+1; = /0,09

En los limites de precisién de la regla de calculo la suma anterior es cero. El diagrama fasorial de la Figu.
ra 5-25 muestra que las tres corrientes estin defasadas 120° entre si. Esto, junte con la igualdad de sus médulos,
da como resultado una surna aula.

5-16 Hallar la suma de las tensiones v; = 126,5 sen (wr + 63,4°} voltios y ¢, = 44,7 cos (wr — 161,5°)
voltios, y expresarla mediante una funcidén seno vy, luego, por una funcién coseno.

Transformando v, en una funcién seno, v, = 44,7 sen (wt — 161,5° + 90°) = 44,7 sen (et — 71,5%).

Ahora bien,
Vi = (126,5/V2)/68,4° = B89,5/63,4° = 40 + j80

Vo = (44,7/V2)/=7L5° = 31,6/=71,5° = 10 — 430

| Vi+V, = B0+ 350 = 50v2/45°
Y v, +v, = 100 sen (et -+ 459).

O bien como senx = cos (x —90°), v, +v, = 100 cos (wf ~ 45°),
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Expresar cada una de las siguzentes tensiones (voltios) en notacion fasorial y construir el diagrama
correspondiente. v, = 212 sen {&f + 453°), v, = 141,4 sen (w! — 90°), v3 = 1273 cos (wi + 30°),
v, = 85 cos {wr — 43°), vy = 141 4 sen (! + 180°)

En primer lugar, debemos expresar todas ias tensiones mediante wdén-

tica funcidn, seno o coseno, para poder realizar la representacion fasorial v,
en un mismo diagrama, Transformando v, y ¢, en funciones seno:
vy = 1273 sen (wr 4 120°), v, = 83 sen {wt + 45°). : v, $
S A v\
vV, = (212/v2)/45° = 160/45° - .
V, = (141,4/y2)/—80° = 100/=90°
V, = (127,3/VZ)/120° = 90/120° TV
V, = (86/V2)/45° = 60/45°
Fig. 5-26

Vy = (141,4/y2)/180° = 100/180°

Problemas propuestos

En los Problemas 5-18 a 5-22 dibujar los diagramas fasoral y de impedancias y deferminar las constantes de los

circuitos serie supeniendo gue contienen dos elementos (tensiones en voltios e intensidades en amperios).

5-18
5-19
5-20
5-21

5-22
=23

5-24

5-25

5.26

527

528,

529

v = 283 cos (BOOr + 150°), = 11,3 cos {800 + 1407} Sei. R=24680, L =2543 mH
v = 50 sen (2000r — 25%), =8 sen {2000r + 5°) Sol. R=541Q, C =160 gF
= 10 cos (3000r — 160°), i = 1,333 cos (5000r — 73,827} Sol. R=1035Q C=2067T uF
v = 80 sen {1000r + 45°), i = 8 cos {1000: — 90°). Sef. R=7070Q, L=707 mH
v = 424 cos {2000r + 30"), i= 2%3 cos (2000 + 8327 Sol. R=90, C =416 uF
Un circuito serie se éornponc de una resistencia R = 8 ohmios y de un condensador de capacidad € = 30 mi-
crofaradios. ;A qué frecuencia la cornente adelanta un dngulo de 30° a la tension? Sol. f= 1155 Hz,

En un circuito serie BL 1a autoinduccidn es £ = 21,2 milthennos. A la frecuencia de 60 hertzios la corriente estd
retrasada 53,17 respecto de la tension. Calcular el valor de R. Sol. R=16 .

A un circutto serie de dos elementos se le aplica una tension V = 240/0° voltios y por él circula.una corriente

1 = 50/{—60° amperios. Hallar el fasor de la intensidad de corriente gue resultaria aplicando Ja misma tensidn,

pero se redujera lu resisiencia del circuito en un {a) 60 %2, (5) 30 % de su valor.

Sofl. (a) 34,7/ -7085° A; (b) 57,1/~80,15° A.

La tension v la intensidad de corriente en un circuito serie de dos elementes son V = 150/ —120° voltios e
= 7,5/—90° amperios. ; En qué tanto por ciento debe variar la resistencia para que el fasor de corriente valga

12 amperios y cudl es ¢l dngulo asociado a esta cortiente? Sof. 56,8 % en disminucibn; /—66,8°.

El Angulo de fase de la impedancia de vn circuito serie RC cen R = 10 ohmios vale —43” a una frecuencia f; =
300 herizios. Hallar la frecuencia a la que el médulo de la impedancia es (a) el dobie que el valor de £, {b) la
mitad que ei valor de f].

Sof. (a) 189 Hz; {b) No ey posible, ya que el limite inferior de Z es 10 + J.

El dngulo de fase de la impedancia de un circuito serie RL, con R = 10 ohmios, vale 30° a una frecuencia f; =
100 hertzios. (A gué frecuencia el madulo de Ja impedancia es el doble que el valor de £ ? Sof. 360 Hz.

En un circuito serie de dos elementos con R = 5 ochmios la cornente estd retrasada 75° respecto de la tension
aplicada a una frecuencia de 00 hertzios. {g} Determinar el segundo elemento del circuito. () Hatlar
el 4ngulo de fase que resulta para <l tercer armonico f = 180 hertzios, Sol. (2)0,0496 H, (o) 8 = 84,88°,

Un circuito serie consta de una resistencia R = 5 ohmios ¥ un condensador de capacidad C = 50 nucrofara-
dios. En el mismo instante se le aplican dos fuentes de tensidn, v, = 170 ¢os {10007 + 20°) y vy = 170 cos
(2000¢ + 20°) voluos. Hallar la intensidad de la corriente que suministra cada una de ias fuentes.

Sol, iy = 825 cos (10007 + 95957} A, i, = 15,2 cos (2000¢ + B3,4°) A.
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A un circuito serie de dos elementos se le aplica una tensién V = 150/ 45° voltios y circula una intensidad
I = 4,74/~ 166,6° amperios para w = 2000 radianes por segundo. Con una segunda fuente de tension, el 4n-
gulo de fase entre la corriente v la tensién es de 30°. Calcular la pulsacién w de esta segunda fuente,

Sof. 385 rad/s.

En el Problema 5-31, jqué variacién en la frecuencia de la fuente darfa lugar a un fasor intensidad de corriente
de 6 amperios? Con variacién ilimitada de Ia frecuencia, jcudl serd el maximo fasor intensidad de corriente posible?
Sol. 23,6 % de disminucidn en £ 150 A. -

Hallar la suma de las tensiones (voltios) de la Fig. 5-27, vy = 50 sen {wr + 90°), v, = 50 sen {wt + 30°). ;Queé
tension indicaria un voltimetro que se conectara en los terminales exteriores”
Sol. 86,6 sen (wr + 60°); 61,2 V.

Hallar la suma de las tensiones (voltios) de 1a Fig. 5-28: v, = 35 sen (wt + 45%), v, = 100 $en (et — 30°). Elegir
como sentido positivo para la suma el de v,. Sol. 97 sen (wt + 129,6°).

Repetir el Problema 5-34 tomando como positivo el sentido de v, Sol. 114 sen (wf — 12,75°),

vs I - 1

Fig.5-27 Fig. 5-28 Fig. 5-29 Fig.5-30
Determinar la lectura de un voltimetro en los bornes de Jas impedancias de la Fig. 5-29 cuando las cajdas de
tension en los elementos son: », = 70,7 sen (wt + 30°), v, = 28,3 sen (wt + 120°), vy = 14,14 cos {wt + 309
voltios. Sof. 58,3 V.
Enla Fig. 5-30 haliar ¢l valor de v, siendo las otras tensiones vz = 31,6 ¢os {wi + 73.4°)y vy = 20 cos (wr — 357)
voltios. Sel. vy = 42,4 cos (wr — §0°) V.
Determinar las lecturas de un voltimetro aplicado a cada una de las impedancias de! Problema 5.37 ¥ a ambas
a la vez. ;Cémo puede explicarse este resultade? Sol. Vi=30V;V, =224 V; Ve = 14,14 V.
Determinar 1a lectura del amperimetro de la Fig. 5-31 siendo las dos intensidades de corriente i, = 14,14 sen
(wt — 20°) e i, = 7,07 sen (wr + 60°) AMmperios. Sol. 11,9 A
Hallar ef valor de i, en la Fig. 5-32 siendo las intensidades de corriente i, = 14,14 sen (wt + 45%), i, = 14,14
sen {wt — 75°), iy = 14,14 sen (wr — 195°) amperios, Sol. iy =0,

-——g..i] ‘.‘:1——- . ]’l——- \ 11- ——-
o B i/
f e / I—e / N 5

Fig. 5-31 Fig, 5-32 Fig. 5-33 Fig. 5-34
Hallar e fasor intensidad de corriente I; en la direccidn indicada en el diagrama de la Fig. 5-33 sabiendo gque
I, = 25/70° ¢ I, = 25/—170° amperios. Sol. I, = 25/—-50° A.
Hallar la corriente i, y la lectura del amperimetro de la Fig. 5-34 siendo las otras intensidades iy = 13,2 sen
(wi — 31°) e iy = 3,54 sen {wr + 20°) amperios. Sol. iy = 11,3 sen (wf — 45°) 8 A.

Para una frecuencia dada y con elementos fijos en un circuito el valor de la impedancia corresponde a un punto
en ¢l diagrama de impedancias. Sin embargo, si un elemento o la frecuencia son variables resulta un lugar geo-
metrico de impedancias en vez de un tnico punto. Discutir qué variable produce los tugares geométricos de im-
pedancias en cada una de las siguientes figuras. :

H

lugar de Z

lugar de Z
lugar de Z,

(¢) (d)



Capitulo 6

Circuitos serie y paralelo

INTRODUCCION

Un circuito contiene, ¢n general, elementos en serie y elementos en paralelo. Sin embargo, en este
capitulo trataremos por separado unos circuitos de otros examinando los diferentes métodos de analisis.
En los problemas de este capitulo y los sigutentes los circuitos son combinaciones en serie y en paralelo.

CIRCUITO SERIE

El circuito serie de la Fig. 6-1 se compone de una fuente de tension y tres impedancias. La fuente de
tension se¢ supone constante y es la encargada de mantener la diferencia de potencial necesaria en el
circuito. El fasor intensidad de corriente I al circular por las distintas impedancias produce unas-dife-
rencias de potencial en bornes de cada v na de ellas que representan unas cafdas de tension. La segunda
ley de Kirchhoff establece que en toda malla ¢ circuito cerrado la suma de las fuerzas electromotrices apli-
cadas o subidas de tension es igual a la suma de las caidas de tension producidas. Esta sencilla ley propor-
ciona la solucidn de tode circulto serie. '

V" Z, 2

Subida
de tension v I .

Caidas

v de tensién

Z, Y,

Fig. 6-1. Circuito serie

V — Vl + V; -+ V3 == ZII + ZII + Z3I = (Zl + Zz -+ 23}1 = Zeql
de donde,
I=V/Z, ¥y Loo=2, +2; +Z,

La caida de tensién en un elemento viene dada por el producte de la impedancia compleja Z por
el fasor intensidad de corriente 1. Asi, en ¢l circuito de la Fig. 6-1, ¥V, = Z, 1.V, = Z,1 vy V, = Z,L
Las flechas marcan ¢l sentido de referencia de estas tensiones de manera que el punto o terminal por
donde entra el fasor intensidad estd a mas potencial que por donde sale. {Caida de tensidn.)

La impedancia equivalente Z_, de un nimero cuaiquiera de impedancias en serie es la suma de las
impedancias individuaies, es decit, Z., = (& + Z; + Z; + ...}. Estas impedancias son nameros
complejos ¥ su suma convienc haceria expresando Jas impedancias en forma bindmica.

Ejemplo 1.
21 :zl

4 i3
100/0° /'1\\ — 76— L3
Zeq -— ZI+ZQ+23 = 4+Jl«3"'jﬁ

4 - 43 = 5/—36.9° Fig. 6-2

sS4

Eq el circuito serie de la Fig. 6-2 hallar Z,, ¢ 1. DPemostrar que
la suma de las caidas de tension es igual al fasor tensidn aplicado. I

it
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a
con le que 1 = X - EP—{O——_ = 20/36,9°
’ zeq 51_35:90
Entonces, V, = Z,I = 20/36,9° (4) = 80/36,9°, V¥, = 60/126.9°, V, = 120/-53,1°
y Vi+ V4V, = (64 + j48) + (—36 + j48) + (72 — j96) = 100+ 40 = ¥

como se indica grificamente en el diagrama fasorial de tensiones de la Figura 6-3{¢).

J
38
4 . I
=}

/{'36_,9° Y

- : —r

4-j34E, V = 100/0°
{a) Diagrama de impedancias (6) Diagrama fasorial VI (¢} Diagrama fasonal de tensiones
Fig.6-3

La impedancia equivalente es capacitiva, por o que la corriente I que circula por elia estd adelantada un
angulo de 36,9° respecto de la tensién ¥, como indica la Fig. 6-3(%). Obsérvese que V,, que es la caida de tensién en
la resistencia ¢hmica pura, estd en fase con la corriente. La intensidad I estd retrasada 90° respecto de V,, pero
estd adelantada 90° respecto de V.

Si conectdramos un voltimetro en bornes de cada una de las impedancias 2, Z, y Z, indicaria los valores
80, 60 y 120 voltios, respectivamente. A primera vista pudicra pensarse que la tensidn total deberia ser 260 vol-
1ios. Sin embargo, el voltimetro conectado a las tres impedancias indica 100 voltios. Debe recordars: a este res-
pecto que en el andlisis en régimen permanente senoidal fodas las tensiones ¢ intensidades de corriente son fasores
Y, como tales, deben sumarse vectoriaimente.

CIRCUITO PARALELO

En la Fig. 6-4(a) se muestra una fuente de tension aplicada a una asociacidn en paralelo de tres
impedancias. En fa Fig. 6-4(5) se repite el €squema del circuito para hacer resaltar el hecho de que la
fuente y las impedancias solo tienen dos nudos comunes. En cualquiera de ellos podemos aplicar la
primera ley de KirchhofY, es decir, la suma de las intensidades de corriente que entran en un nudo es igual
a la suma de las intensidades que salen de él.

R EERE

v(~ i z, z.[ z.]

{a) {b)
' Fig. 6-4. Chrcuito paralelo

La tensién constante que suministra la fuente aparece directamente en cada una de las ramas de
las impedancias. Por tanto, en este caso podemos obtener, independientemente, las intensidades de
corriente que circulan por cada rama.

Irn = L+ L+1y = V/Z,+ V/Z, + V/Zs = V(12 + UVZe + 1/2y) = Y/ 2

Por 1anto, Ir = V/Z, y 1/eq = (1/Zy + 1/Z, + 1/Za)

Es decir, la impedancia equivalente de un nimero cualquiera de impedancias en paralelo viene
dada por

1/Zeo = 1/Zy+ 1/Zs + 1/Zs + - -
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Ejemplo 2. .
. . : : . I
Hallar ia impedancia equivalente y la intensidad to- ! I’l I'l g [’l 8
tal en el circuito de la Fig. 6-5; representar ¢f diagrama  5o/0° l 10 :
fasorial correspondiente 2 V e L i ;
0 ey
IT = Il + 12 + 13
5ofo° B0/ 50/0° Fig. 6.5

10 1 5/83.1° | 10/_369°
= 16 — j5 = 158/~18,45°

Entonces, Zo, = Vilpy = (5040°; /{15, 8/—18,45°) = 3,16/18456° = 3+ 71
€ I, = 50/0° /10 = 5/0°, I, = 10/=53,1°, I; = b/36,9°
L
- e r ol 4
18.45° 50&2(”)1 y
1 L
il
I
36,80
{a) Diagrama fasonai Y} i&#} Suma o resultante de fasores intensidad (¢} Circuito equivalente .

Fig. 6-6

CIRCUITO DE DOS RAMAS EN PARALELO

En la practica es muy frecuente encontrarse con circuitos a base de dos impedancias en paralelo,
razén por la cual merece la pena dedicarie un estudio independiente. Las impedancias Z, y Z, de la
Fig. 6-7(a) tienen aplicada una tensién V. La impedancia equivalente viene dada por 1/Z., = 1/Z,
+ 1/Z; o bien Z,, = L, ZL,/(Z, + Z,).

(5) T "1 '*I

v Z

|

y ¥ A
. | [z = 25

Fig. 6-7. Circuite paralelo de dos ramas

Sustituyendo V = Z_I; = (212512'22)1? en V=12, vV =Z,I, y despejando las intensidades

de corriente por cada rama s¢ obtienen,
L= zl+za>l ’ (zl+z=>“
ADMITANCIA

El reciproco de la impedancia compleja Z se
llama admitancia compleja, es decir, ¥ = 1/Z. I Ll ht l;l
Como Z = V/I, ¥ = I/V. La admitancia Y se ex- |

presa en (ohmios)™' o bien mhos cuyo simboio VC.-DT Y, Y; Y,
es U. El concepto de admitancia esta ascciado al
circuito paralelo, como s¢ indica en la Figura 6-8.

Ir —_— Il + 12 + 13 = Y]V + sz —i— ‘&_3‘;
= {Y, + Y, + Y5}V = Y,V Fig. 6-8.
y qu = Yl + Yg + Y}

Es decir, la admitancia eguivalente de un ntmera coalquiera de admitancias en paralelo es la suma de
las admitancias individuales.




CAP. 6] CIRCUITOS SERIE Y PARALELO

57

En forma binomica, Z = R + jX. El signo positivo indica una reactancia inductiva X, = wl
y el signo negativo corresponde a una reactancia capacitiva Xc = 1/oC.

Andlogamente, Y = G + jBen donde G se llama conductancia y B recibe el nombre de susceptancia.
El signo positivo indica una susceptancia capacitiva B, y el signo negativo el d= una susceptancia in-

ductiva B,. .

Consideremos un fasor de tensién general V y la intensidad de corriente I a que da lugar. La co-
rriente I puede estar adelantada, retrasada o en fase con V, pero, en cuaiquier caso, ¢l anguio entre ambas
no puede exceder de 90°. Por consiguiente, se presentan tres casos:

1.° Los fasores intensidad de corriente y tensidn estdn en fase, como indica la Figura 6-9,

Impedancis
V.{fﬂfi = ZH° = R

} //V o
1 J
Z :
, ge
En la hipdtesis de gue la impedancia

de! circuito se¢ reduzca a una resis-
tencia pura R {ohmios).

V=V, I=1fs

Fig.6-9

Admirsncia

Y = lafVip = YR = 6

)
¥ %G

En ia hipdtesis de que la admilancia
del circuito se reduzca a unha condug-
tancia pura & {(ohmios).

2. El fasor intensidad de corriente estd retrasado un dngulo ¢ respecto del de tensién, como in-

dica la Figura 6-10.

Impedancia

= Viefifg—e
= Z/s = R+ ik,

]
|

R
Z X

En Ia hipotesis de que la impedancia
del circuito s¢ reduZca a una resis-
tencia en seérie ¢ON uRa reaclancia
inductiva.

Y=Vja, I=1I[a—9
Fig. 6-10

Admitancia

Y = IJp—0/V]e
= Y/t = G—jB,

—JBy

En la hipdlesis de que la admitancia
del circuito se reduzea a una conduc-
tancia en paraielc con vna suscep-
tancia induchiva.

3.° El fasor intensidad de corriente estd adelantado un dngulo 0 respecto del de tensidn, como

indica la Figura 6-11. |
" Impedancia

= Vie/lste
f[ , = Zf-¢ = R - jX;
' : e A ——
R
®
z w—r— X

1.

En la hipotesis de queda impedancia
del circuito se reduzca a una resis-
tencia en serie ¢On una reaclancia
capaciliva.

V=V, I=Ilg+e
Fig. 6-11

CONVERSION ZY

Admituncia

Ifg+ofVip
= Y/ = G+ jB,

X G e Tile

En la hipdtesis de que la admitancia
del circuito se reduzca a ung conduc-
tancia en paralele con una suscep-
tancia capaciliva.

En forma polar, es muy fécil convertir Z en Y, y viceversa, ya que Y = 1/Z. Sin embargo, a veces
es necesario utilizar las relaciones entre ias componentes rectangulares de la forma bindmica, como

vamos a ver a continuacion.

Y = 1/Z Z = 1/Y
. 1 _ R-jx . 1 _ G-jB
C+iB=57% = B+ X B+iX = G+;B G+ B?
) R _ =X : -G _ _~8B
S lEpTwm Y BE iy S FEmIm Y AT mim
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Ejemplo 3.
Dada la impedancia Z = 3 + j4 ohmios, hallar la admitancia correspondiente Y.
Y = 1/Z = 1/5/53,1° = 0,2/—53,1° = 0,12 — j0,16

de donde la conductancia G = 0,12 U y la susceptancia inductiva B = 0,16 U.

Otre méiodo.

G = RIR® + X*) = 3/ + 16) = 0,12 y B= —X(R® + X*) = —4/25 = —0,16. Por tanto, Y = 0,12 - 0,16

Problemas resueltos

las caidas de tensidn en cada una de ellas y el diagrama fasorial correspondiente,

21 7, = 100 - ‘*E_
. v = 100/0%"~ -
=] -
100/0° (.....)I =TT P
Z, [14,47/63,4° I L
AL
Fig. 6-12 ' Fig. 6-13

Z i 2 i} 2 il = 12.65/18 45° 1 M IOGE 7.0/ —1845°
ZW—ZI+ 3 = [:'+{ +j}—1+j— ,Sf. < —Z_Q_W_‘f_ . 5

Por tanto,
V,=2Z1= 7,9/—18,45° (10) = T'S',f—l&ilf = 74,9 — j25

V, = Z,1 = {19/~ 1845° )#,47/63,4° ) = 35,3/45° = 25 + /25

La suma de caidas de tensiones V, + ¥V, = (74,9 — j25) + (25 + /25) = 999 + O = 100/0° = ¥, como
se indica graficamente en el diagrama fasorial de la Figura 6-13.

62 Hallar la impedancia Z, en el circuito sene de la I1=25/-15°

Figura 6-14.
o Vo 50/45° . 5 8
En este circuito, Z, = T~ Ti{?_—ji = 20/60° = E0 /45l ~ il Z: Z,
10 + j17,3. Como Zy = Z; + Zs, 1 jl

+
0+473=6+8)+2Z, ¥y Zy=5+p3

Fig. 6-14

63 En el circuito de la Fig. 6-15, 1a intensidad de corriente estd adelantada 63,4° respecto de la tension
a la pulsacién @ = 400 radianes por segundo. Hallar la resistencia Ry la caida de tensién en cada
clemento del circuito. Trazar el correspondiente diagrama fasorial de tensiones.

120/0°

| v = 120/0°

Fig. 6-15 Fig. 6-16
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Xy =l =400(25 x 1073) = 10 Q, Xc = 1/wC = 1J400(50 x 105 = S0Q yZ = R + j(X; — X) =
R — jA40. Por otra parte, Z = Z/—63,4°. Como tg —63,4° = (X; — X /R, R = —40/(t)g —63,4°) = 20 Q.
v 120/0°

Z T 427/-634°
Ve = 53,6/634°, V. =268/1534°, y V= 134/-266°
En el diagrama fasorial de J]a Fig. 6-16, Vg + V, + Vo = V. |

La impedancia Z =20 — jd4) = 44,7/—63,4° y la intensidad 1 =
tanto

= 2,68/63,4°. Por

6-4 Para obtener las constantes R y L de una bobina se coloca ésta en serie con una resistencia patrén
de 10 ohmios y se miden las caidas de tensién en R,, en la bobina y en el circuito serie completo.
Determinar Ry L si los valores obtenidos 2 la frecuencia de 60 hertzios son ¥, = 20 voltios Vi
= 22.4 voltios, Vr = 36 voltios.

En la resistencia patrén, la tensidn V, y la intensidad de co-
rriente I estan en fase. Escribiendo Vi = 20/0° se obtiene I = V, /R,
= 2/0°. o

En la Fig. 6-17, con centro en el origen del fasor Yy, trazamos
un arco de radio igual a 36, y con centro en el extremo de Vg, un
arco de radio 22,4, El punto de interseccién de ambos corresponde
al extremo de tos fasores Vy y Vi, de forma que V. =V, +

vbuhim*
Mediante ¢l teorema del coseno se deduce el dngulo del fasor V.

= (382 + (202 — (22,4)2 _ 931 o = 337°
5(36)(20) ' ’

COos a

Es decir, ¥y = 36/33,7° = 30 + j20, con lo que Ve = ¥1 — ¥p,
= 10 + j20 = 22,4/63,4°, La impedancia de la bobina sera Zo .. =
Voeniaa/T = (10 + 202 = § + 410, de donde R = 5 fd.
A la frecuencia de 60 Hz, X, = 2xfL = 2ax{60)L = 10, con lo que L = 26,5 mH.

6-5 En el circuito paralelo de la Fig. 6-18 hallar las intensidades de corriente en cada rama asi como
la intensidad total. Construir ¢l diagrama fasorial correspondiente. Calcular Z,, a partir de V/I
y comparar ¢l valor obtenido con Z,Z,/(Z, + Z,).

T

el

10 e
—J4 -
| ¥
Fig. 6-18 Fig. §-19
Z, = = b/—53,1° y  Zy = Par tanto,
_ v bojo° _ .
L =7 " b= T RS
V 50/9%
Iz Z .10
Iy = 11 + ;8 = 13,6/36°
50/07 5/=53,1° (10 50/-53,1°
Zeq = 1 = L =) 3,6’?!—3 e Zeq = = '{'—’l_"( ) = L——o = 3ﬁ67!—36°
Iy 13,6/36° - Z,+1Z, (3 —74) + 10 13,6/—17,1

En la Fig. 6-19 se representa el diagrama fasonal.
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6-6 Haliar las intensidades de corriente que circulan por cada elemento del circuito semiparalelo-de
ia Figura 6-20.

5(510) .
= — 7 = 14 2 = 14,14/8,14°
Zea to + < + 310 + ] [8,14° ¥

v _  100/0°

Ipn = — =& —m—F—— = 7/—8,14°. t .
T z., 13,14/8,14° 7,07/—8, Entonces 200/0° 9‘

Ip = 7,07/=814°

Ijo

b 5
Lig = Iz (W) = 7.07,1_’—3,14"(5—_1713) = 8,16/=71,64°

710 j10

Fig. 6-20
= —_ | = . o) £ _ - &)
I, = IT( : +:’10> = 1,07/-8,14 (5 +f10> 6,82 /18,46

67 En el circuito paralelo de la Fig. 6-21 los valores eficaces de las intensidades de corriente Iy, I, e Iy
son 18,15 y 30 amperios, respectivamente. Determinar las impedancias desconocidas R y Xi.

T § ‘|

I = 15&

-V

Fig. 6-21

Fig. 6-22

Aplicando la primera ley de Kirchhoff, I, + I; = 1. La intensidad I, estd en fase con la tensién aplica-
da V. Escribiendo I, = 15/0° resulta V = {4} 15/0° = 60/0°. Debido a la reactancia inductiva, la corriente I,

estard retrasada respecto de ja tensidn aplicada. Con una construccidn idéntica a' la del Problema 6-4 resulia
la Fig. 6-22. En este caso,

(157 + (187 — (30P _

= = —f{} dond = 130,5°
Cos o 215)08) .65, de donde o .

. Y 60/0°
Del diagrama I, = 18/—49,5". Por tanto, Z; = T~ Wg—c; = 3,33/49,5°.
s T . — 49, (375

La impedancia compleja es ¥, = 1/R + 1jjX = 1/3,33/49,5° = 0,195 — j0,228. Por consiguiente,

R=— =5130 ¥, = e
“gigs Yo AT g

A 30
= 4390

En el circuito serie de la Fig. 6-23 el valor eficazde la intensidad de corriente s de 5 amperios. ;Qué

lecturas indicaria un voltimetro conectadc primero a la entrada del circuito y después en cada
uno de los efementos? '

‘1

wjﬁ
®

Referencis
Intensidad

Fig. 8-23

Fig. §-24
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L, =2+ j4 — j6 =283/—45°, Por tanto,

Vr = (2,83)(5) = 14,14 V

Vie = #)5) =20V
Vo={2)5)=10YVY Vujs

615) = 30V

En el diagrama fasorial de la Fig. 6-24 se puede ver la suma de los fasores de tensidn en cada elemento
del circuito.

69 En el circuito paralelo de la Fig. 6-25 un volti-
metro conectado en borpes de la resistencia de NS
3 ohmios indica una fectura de 45 voltios. ;Qué I’j I'i
lectura indicarda ¢l amperimetro?

i, = 45/3 = 15 A. Suponiendo que el dngulo es 0°, A/
I, = 15/0°. Portanto, ¥ = (3 — ;3) 15/0° = 63,6/—45° io i 2
e I, =63,6/—45°(5+ 2)= 11,8/ 66,8 = 4,64 — j10,85. _ ? ! T 2

I =1, + I; = (4,64 ~ jI0.85) + 15
19,64 ~ j10,85 = 22,4/—-29°

i

Fig. 6-25
La lectura del amperimetro es 224 A k

6-10 En el circuito serie-paralelo de la Fig, 6-26 el valor eficaz 8.5/30°

de la tensidn en la asociacién en paralelo es de 50 voltios.
Hallar el médulo de la tension V correspondiente.

20

_ (20 + je0y6 o - . C,.D t "
Z, = 5y g = SSUBBAS = 0149 + j5,52 0

Zo = 8,530° + (0,149 + j5,52) = 12,3/52,4°
Ahora bien, YV = Z Iy V¥V, =21 ¥,/Z, = V/Z, . Por tanio,
V = V(Z4/Z,) = 50(12,3/5,52) = 111,5 V ' Fig, 6-26

6-11 Hallar la intensidad total de corriente y la impedancia equivalente del circuito de cuatro ramas
en paralelo representado en la Figura 6-27.

Y, =15 = - A2 i '
Y, = 1/10/60° = 0,05 — 10,0866 IWEC’DI 5 52 —j10 ==
Y, = /15 = 0,067 18,66
Y, = 1/-jl0 = 0.1 |
Y, = 0,117 — 0,1866 = 0,22/—58° Fig. 6-27

Por tanto, Iy = VY, = (150/45° ){0,22/—58" } = 33/—-13°y Z,, = L)Y, = }/(0,22/ 38" } = 4,35/38°

6-12 Hallar la impedancia Z, del circuito de tres ramas en paralelo representado en la Figura 6-28.

I
La admitancia compleja del circuitoes ¥, = % =
5/24° -
315&'],———2.% = 0,63/—36° = 0,51 — j0,37. Ahora bien, Y, I, = 31,6/24° | 4
=V, 4 Y+ Y = Y 00+ 016 - a2 = {()sosee z, 10
051 — 037, Y, = 025 — 0,25 = 0,25,/2/-45° . 3
Por tantg,

Z, = 1Y, = 2/245° =2 + 2

Otro método.

Fig. §-28
50/60°  50/60°
[1" - 11 + lz + l3 = Il + 10 + 5,’]36,90

, Y _ 00
T T

= 31,5/24°, de donde I, = 17,7/15°. Por consiguicnte,

= 2/2/45° = 2 + 2.
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6-13 Dado e diagrama fasorial de tensién de la Fig. 6-29 determinar los valores de la admitancia ¢
impedancia equivalentes.

Impedancia equivalente Admitancia equivalente
g = ¥ o B y= 1232
v I 3/—15° Y 120/30°
120 = 40/45° =0,025/—48°
20° = 28,3 + ;72823 = 0,0177 — j0,0177
1 ~16° AW
3 288 — —jiB, =
z jz83 ¥ 0,0477 - 0,017
Fig. 6-29

6-14 Hallar Z_, ¢ Y., en el circuito serie-paraleto
de la Figura 6-30.

Caiculemos, en primer lugar, la admitancia equi- .M
valente de las tres ramas en paralelo y luego la impe- . 78
dancia correspondiente. 3
5 i2
e = .9
Y. =5t = nr 4
con lo que = 0,32 — j0,34 = 0,467/ 46,7 -
z, =1\, = 2,14/46,7° = 1,47 + j1,56 Fig. 6-30
Por tanto, Z, =2 +j5)+ (L,A47 + j1,56) = 3,47 + j6,56 = 7.42/62,1°

Y = 1/(7,42/62,1° ) = 0,135/ -62,1° = 0,063 — 0,119

6-15 Obtener dos circuitos equivalentes al circuito serie-paraleto del Problema 6-14 con Z, e Y.
respectivamente. Haliar las intensidades de corriente que circulan por ellos al aplicarles una

tensién ¥V = 120/0° a cada uno.

o G = _jBL:
120£0° C)i 0.063 _0.119

120/0° ~
Fig. §-31
@ Z = 1.42/62,1° (b) Y = 0,135/-62,1°
v 12000 D 1= VY = (120/0° )(0,135/—62.1°)
=5 = 7m0 - 104200 ~ 16.2/—62,1°

6-16 Las constantes de una bobina son R, y L, en serie. Hallar las constantes equivalentes en paralelo
R, y L, en funcién de R,y L.

Como la admitancia de los dos circuitos equivalentes de la Fi- -

gura 6-32 es la misma, R,
Rq - ij :
Y, =Y, o = N el L S B, L
R, Ju{,p R, + ol (R} + {wly)
Igualando las partes real e imaginana de las dos admitancias, L,
1 _ R, y ! - —JuLy — »
R, T O(R,)2 4 (Wl Juley, (R + {wl)*
Fig. 6-32

de donde R, = R, + LR, vy Iy = L, + RBEYiL,.
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6-17

6-18 En el circuito paralelo de la Fig. 6-34 1a primera

6-19

Hallar la impedancia equivalente del circuito serie-paralelo representado en la Figura 6-33.

z = R '+ (R, + ful)R4 = R 4+ {RoR; + JuLROI(Ry + R3) ~ jul] R,
= T U Ry 4Ryt T (By + Ry + (wL)?
. R + RER:B.{RE 4+ Ra) + ﬂszRa + jULRa(Rz + Rs} - JNL[RJR.'}}
- 1

(Rg 4+ Ba¥t + (wL)?

. 4 BsBl+ RoRy+ L2 , wLR3 ]
v T R, TR+ GLP P @t By? + WLP

= Ry + julg

rama contiene dos resistencias iguales R en senie y
la segunda se compone de una resistencia R, en
serie con una bobina de autoinduccién L vanable.

Obtener la variacion de tension entre los puntos
A y B al variar el valor de L.
En la primera rama la intensidad I, = V/2R vy la ten- . \@]
sién en cada resistencia es RI, = V. -
En la segunda rama, la intensidad es R { L
Ig = VAR, + jul) ' r
y la tensién en la bobina, Fig. 6-4
L \
Ipjul = &, + jul (JuL) 141 i 'nl B+
Teniendo en cuenta las polaridades que se indican en K Jul.
la Fig. 6-35, - -
_ _ . . . Ly .
Vau = LR Ig(jul) = 4V BT D) (JwLl) Fig, 6-35

Racionalizando el segundo término de la expresidn anterior v separando las partes real e ymaginaria resulia

2L 2 LE
Vo = V[(l___ﬂ_”_____.)_}( LB, )]
2 R4 (w2 R+ (wl)2

La expresidn entre corchetes es un nimero complejo que, en forma polar, tendrd un médulo r y una fase ¢.

i W2L2 )2 + wLR, )" _ 1
L (E R+ (wL)2 (Rf+(wL)2 2

_ —oLRJ[RS + (L) o LR " ~2(wL/Ry)
v T BT RIMRIY WLy B R = (oL)? 1= (LR,

Asi, pues, el médulo de ¥V, es constante, es decir, ¥, = 4¥; ahora bien, como tg 2x = (2 1g x)/{1 - tg? x)
y wL/R =1tg 8, ¢ = —~28, siendo 8 el 4nguic de la impedancia compieja de la segunda rama.

En el circuito de la Fig. 6-36 existen dos mallas activas unidas por una resistencia de 10 ohmios.
Hallar la diferencia de potencial entre los puntos 4 y B.

De la Fig. 6-36 se deduce WA WA
3 J
10/30¢ 10/30° '/‘
I, = = - = 2/83,1° o s
S == R O Rl " () 1o
i 7 10 M
10/0°  10/0°
I, - = = e = gpepte E_—W—;_WVW\’_}_-I('_'A
3+ j4 5/53.1° == .

. I | PR
Pa.ra. calcular V. necesitamos conocer it w0 |NoT
las polaridades de las tensiones en los elemen- [
tos como indica la Fig. 6-37. En estas condi- B - + ¥ x +0- 4
ciones, Fig. 6-37
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Vi = {(—fd{~1,) = (—ja}(-2/83,1° ) = ~§/—69" = —7.94 + f0.96
Vyy = 0 (no circula corriente por la resistencia de 10 )
Vyg = d)) = (j4)(2/-53,1% ) = 8/36,9° = 64 + j48

Por consiguiente, Vo=Vt Vyr + Vyp = —1,54 + j576 = 595/105°

6-20 La intensidad de corriente total que circula por el circuito

—

de la Fig. 6-38 es {; = 18/45° amperios. Calcular la diferencia - hl l.l
de potencial entre los puntos 4 y B. 10 i2
De la Fig. 6-38 se deduce A B
ZB .?‘3 ) ) 4
= e JIp= | = 145°) = 4,66/120° 20 7
la (za+zﬁ) T <3o+;’s LAk (e
e =
Z, 30 .
=f_ "4 .= == sy = 17,6/30° Fig. 6-38
I <2A+ZB>IT (3“53) (18457 = 17,5/30°
Las tepsiones en la resistencia de 20  y en la reactancia j6 son f " B
Vo = (200, = 93,2/120° y V5 = (j6)I5 = 105/120°, respectivamente. o i6
La Fig. 6-39 permite sumar las tensiones con las polaridades co-
rrectas, s decir, - _
V. = (93,2/120° ) — (105/120° ) = 11,8/—60° Fig. 6-39
6-21 Hallar la impedancia equivalente entre los puntos 4 y 8
del circuito en puente de la Figura 6-40.
Z, = 500
La asociacidén en paralelo de Z, y Z, esta en serie con la ' Z, =
asociacién en paralelo de Z, y Z,. Por tanto, 250/80°
* Z1 + Z.i z:a + z-a
500{2000/-30°}) *  250/30° (1000} Z, = 2000/—30° Z; = 1000
500 + 2000/—30° 250/30° 4 1000
= b96/4,06° Fig. 6-40

Problemas propuestos

6-22 Fn el circuito serie de la Fig. 6-41 hallar las caidas de tension en bornes de cada impedangia. Demostrar, me-
diante ¢l diagrama fasorial correspondiente, que la suma V, + V, + V, es igual a la tensién aplicada
Y = 100/0° voltios.
Sol. 31,4/20.8°V; 25,1/50,8° V; 62,9/-29.2° V.

Z, I Y Zq z, Zs
A_ E . 4 F 1 g ! F 4 o)
5/30° 4/60° 10/—26° 3/46° 10 + 510 —jib

m‘o:::qj "")I v [

Fig. §-41 Fig. 6-42

623 En el circuito serie de la Fig. 6-42 hallar la tensién aplicada ¥ sabiendo que la caida de tensidn en Z, es
21— 10° voltios. Sol. 126,5/-24,6° V.
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6-24 Tres impedancias Z, =5+ 45, Z, = -8y Z, = 4 ohmios estdn en serie con una fuente de tensién desco-
nocida V. Hallar los valores de T y de V sabiendo que la caida de tension en Z, es 63,2/18,45° voltios.
Sol. 1= 158/1845°A; V = 150/0° V

6-25 Una fuente de tension V = 25/180° voltios se conecta a un circuito seric compuesto por una resistencia R fija
y una reactancia X, variable. Para uncierto valor de esta reactancia inductiva resulta una corriente | = 11,15/153,4°
amperios. En estas condiciones, se ajusta X', para que el retraso de la intensidad respecte de la tension sea de
60°. (Cudl es el valor eficaz de la intensidad de corriente? Sol. 625 A

6-26 En el circuito serie de ia Fig. 6-43 la caida de tensidn en la reactancia j2 ohmios es ¥, = 13,04/15° voltios.
Hallar ¢l valor de ta impedancia 7, Sol., R=40Qy Xc=150. o

6-27 Un circuito serie estd compuesto por una resistencia B = 1 ohmio, una reactancia inductiva jX, = j4 ohmios
y una tercera impedancia Z. Sabiendo que la tension aplicada y la intensidad de corriente resultante son

V = 50f45° voltios e I = 11, ZfL0R 4° amm‘-rln: respectivamente, determinar el valor de la :mpﬂ-" ancia descono-
cida Z. Sol. Z=1-80 " Q
WWW
g ————
) 0 30,057
Vi %ﬂ -
¥ = ~
120 /—120° I
Y
z 791 A v 85 41,2
RETHIRN
Fig. 6-43 Fipg. 6-44 Fig. 6-45

6-28 Un circuito serie de tres elementos contiene una bobina de autoinduccion L = 0,02 henrios. La tensidn apli-
cada y la intensidad de corriente resultante se muestran en el diagrama fasornial de la Fig. 6-44. Sabiendo que
= 300 radianes/segundo, determinar los otros dos elementos del circuito. Sol. R=10%:;1 =004H.

6-29 Hallar la impedancia Z y la admitancia Y correspondiente al diagrama fasorial de la Figura 6-45.
Sol. Z=12-/0,50;,Y=047+ 01175 U.

6-30 Para determinar las constantes R y L de una bobina se conecta en serie con una resistencia de 25 chmios ¥
al conjunto se aplica una fuente de tension de 120 voltios a 60 hertzios; se miden las tensiones en bornes de
la resistencia y en la bobina dando los valores ¥y = 70,8 voltios ¥ Vipiee = 86 voltios. Cudles sou las cons-
tantes de la bobina en cuestidn? Sol. R=15();, £ =7%6 mH. :

6-31 Una asociacidn serie RC se conecta en serie con una resistencia de 15 ohmios, Al aplicar al circuito total una
fuente de tensidn de 120 voltios a 60 hertzios las tensiones eficaces en la combinacidn EC y en la resistencia
pura son 87,3 y 63,6 voltios, respectivamente. Determinar los valores de R y de C.
Sof. R=358,; C=132,5uF.

6-32 Hallar la impedancia y la admitancia egnivalente, Z, e Y, en ¢l circuito de dos ramas en paralele de la Figu-
ra 6-46. Deducir la intensidad de corriente en cada circuito equivalente.
Sol. Z, = 18,6/7,15°81; Yo = 0,0538/~7,15° O; I = 10,75/ -T.15" A

— —
10 15 & 1.1 hl ! %
zoomG)t 24043¢ [ ~ i tﬁ&&i[ 20&?3{ wﬂ;;m_'t®[
720 15— — %;a 66
Fig. 6-46 Fig. 6-47 " Fig. 6-48

6-33 En el circuito paralelo de la Fig. 6-47 hallar las intensidades de corrientes en cada rama asi como la intensidad

total. Construir el diagrama fusorial de corrientes con I,, 1, e I5.
Sol. 16/25° A, 12/0° A; 27,4/14,3° A
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6-35

6-36

6-37

6-38

6-39

CIRCUITOS SERIE Y PARALELO {CAP. 6

Hallar el valor de la intensidad total que circula por el circuito de dos ramas ¢n paralelo de la Fig. 6-48. Ob-
tener Z,. a partir de la relacion V/I; y comparar este vator con Z, = Z,Z,/(Z, + Z,}.

Sol. Fp =179/82,4 A, Z,, = 5,5%/—12,4° Q.

El diagrama fasorial de la Fig. 649 corresponde a un circuite de dos ramas en paralelo. Hallar tas impedan-
cias de cadarama Z, y Z,. Sol. £, =254+,200, 72, = 15/—50° Q. '

En el diagrama fasorial de la Fig, 6-30 se representan la tension aplicada a un circuito de dos ramas en paralclo
y las intensidades que circulan por cada rama. Calcular las impedancias Z, y Z, de dichas ramas.

Sel. Z, =115~ 20Q; Z, = 2716 + jILI5(L : -
' Y : e
4.95 ',. 1\1|| ' ]Il
v 82,57 ' [
- .
100 . = v l L
4,67
1 1. i v
: o 150 T T
Fig. 6-19 Fig. 5-50 Fig. t-5]

En ¢! circuito de la Fig. 6-51 determinar ¢l valor de Z; sabiendo que I} = 2/—30° ¢ I = 4,47/33,4° amperios.
Sof. Z,= —j5 8. . o

Mediante el empleo de lus admitancias haltar la admitancia y la impedancia equivalente, Y, y Z, del circuite
de cuztro ramas en paralelo representado en la Fig. 6-32. Obtener la intensidad Iy del circuito equivalente.

Sol. Y, = 022/-58°(}; Z, = 4,55/58° Q; Ip = 33/ 13" A, 19 i5
— W T N
é 5 L 5
150@6)[ J5 % =15 e —j10 + W —o—————
J8,66 '-| _
% 2 J8
— MWW T e
Fig. 6-52 Fig. 6-33
Hallar la impedancia y admitancia equivalente, Z ¢ Y, en el circuito de tres ramas en paralelo representado
en la Figura 6-53, Sol. L, = 28721"Q; Y, = 0348/-27°U.

En el circuito de la Fig, 6-34 hallar el valor de Z sabiendo que ¥ = 50/30° voltios e I = 27,9/57.8° amperios.
Sol. Z =5/-30°€)

—r Ir . —— l:l‘
3 2
v I Z 5 ¥ HZ 10
1 T T
Fig. 6-54 Fig. 6-35

En el circuito de la Fig. 6-55 hallar el valor de Z sabiendo que V = 100/90° voltios ¢ I, = 50,2/102,5° ampe-
rios. Sol. Z = 5/45 Q.
A una asociacién serie RC en paralelo con una resistencia de 20 ohmios se le aplica una fuente de tension a
60 hertzios que suministra una intensidad de corriente total de 7,02 amperios. La intensidad de corriente por

la resistencia de 20 ohmios es de 6 amperios y la correspondiente por la rama RC es 2,3 amperios. Hallar los
valores de R y de C. Sol. R =150, C= 531 pF.

Hallar los valores de R y X, en el circuito de ta Fig, 6-56 sabiendo que el valor eficaz de la intensidad de
corriente total vale 29.% amperios, el de la intensidad que circula por la resistencia pura es 8 amperios y la co-

rrespondiente por la rama RI. es 22,3 amperios. Sol. R=1580Q; X =145 Q.
Hallar la tensién ¥V, en ¢l circnito de la Figura 6-57. Sol. 28,52/183,68° V.
S— M Ae-———e B
5
; | .
R X a:', 15 % 20430 iSﬂf'— 457 o — 5
T ‘
—T 1

Fig. 5-56 Fig. 6-57
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645 La lectura de un voltimetro en bornes de la resistencia de 3 ohmios del circuito de Ja Fig. 6-58 es 45 voltios.

6-46

647

650

{Qué valor indicard el amperimetro? Sol. 194 A.

Fig. 6-58 Fig. 6-59
La lectura de un voitimetro en bornes de la resistencia de 5 ohmios del circuito de la Fig. 6-59 es 45 voltios.
i Qué valor indicard ¢l amperimetro? Sof, 18 A,
Hallar el valor eficaz de la tension entre los puntos 4 y B del circuito dei Problema 6-46 Sol. 252 Y.

La tension eficaz entre fos puntos A4 y. B del circuito de la Fig. 6-60 vale 25 voltios, Hallar ios valores eficaces
de V y de 1. Ind. Suponer aplicada una tensién cualquiera V' y determinar la tensién V', correspondiente. De

ello se deduce V/25 = V'/V ;. Sol. 54,3 V; 14,2 A,
_ A 9——i=
- . 3/60°
I 5 6 5 40
v R (RO
. B
i i2
3 1 J ~%0
Fig. 6-60 Fig. 6-61 - "
" En el circuito paraielo de la Fig. 6-61 hallar el valor ¢ficaz de la tensién de la fuente sabiendo que la diferencia
de potencial entre los puntos A y B vale 50 voltios. Sol. 546 V.

En el circuito de la Fig. 6-62 dar valores arbitrarios a R y X. Demostrar que para cualquier par de valores
de R y X, el valor eficaz de V5 es constante e igual a 50 voltios.

- 4
10 R
100/0° GD' A B
10 Xt

Fig. 6-62



Capitulo 7

Potencia eléctrica y factor de potencia

INTRODUCCION

En muchos dispositivos eléctricos uno de los paridmetros que mas interesa es el de la potencia. Por
ejemplo, es importante conocer la potencia suministrada por un alternador, la potencia consumida
por un motor eléctrico, la potencia emitida por una emisora de radio o television, etc.

La tensién aplicada al circuito de elementos pasivos
de la Fig. 7-1 es una funcidn del tiempo. La intensidad
que resulta es, igualmente, una funcidn del tiempo cuyo
valor depende de los elementos que integren dicho circuito.
El producto, en cada instante, de la tension por la inten-
sidad se llama potencia instantanea y viene dada por

p = vi

1it)

———p
t Circuiio

() pasivo

Fig. 7-1

La potencia p puede tomar valores positivos o negativos, segin el instante o el intervalo de tiempo
que s¢ considere. Una potencia p positiva significa una transferencia de energia de la fuente a la red,
mientras que una potencia p negativa corresponde a una transferencia de energia de la red a la fuente.

POTENCIA EN REGIMEN PERMANENTE SENOIDAL: POTENCIA ACTIVA (P)

Consideremos el caso ideal en que el circuito pasivo
contenga, exclusivamente, un elemento inductivo al ‘que
se le aplica una tensién senoidal de la formav = V, sen wt.
La intensidad de corriente que circula es de la forma
i = I sen {wt — n/2).- El valor de la potencia mstan-
tanea es

p = vi = V,l.{sen wr)(sen wt — 7/2)

Comosen (¢ — n/2) = —coswiy2senxcosx = senzlx,
podremos escribir

p = —3V 1, sen 2wt

En la Fig. 7-2 se pone de manifiesto este hecho.
Cuando v ¢ { son positivos, la potencia p es positiva,
por lo que existird una fransferencia de energia de la
fuente a la bobina. Cuando v ¢ i son de signo contrario,
la potencia es negativa, y la bobina devuelve a la fuente
la energia que antes l¢ habia suministrado. La frecuencia
de la potencia es el doble que la correspondiente a la
tensién o la corriente. El valor medio de la potencia,
que representaremos por P, en un ciclo o periodo com-
pleto es ceroc.

En el caso ideal, también, de que el circuito estuviese
formado por un condensador puro de capacidad C ob-
tendriamos resuliados andlogos, como puede apreciarse
en la Figura 7-3.

68
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vt
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Fig. 7-3. Circuito de un condensador puro C
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Apliquemos ahora una tensién v = V,, sen wt a
un circuito constituido por una sola resistencia. La in-
tensidad de corriente que circula por ella es { = 7, sen oy
y la potencia correspondiente

= V1, sen? wt

p =i

Ahora bien, sen? x = 4{1 — cos 2x), con lo cual

p= 3V i (1 — cos 2wt)
resultado que se puede observar en la Fig. 7-4, En este
caso vemos que la frecuencia de la potencia es también
¢l doble de la correspondiente a la tensidn o a ia corriente.
Ademids, la potencia es siempre positiva y varia desde
cero a un valor maximeo ¥, [,.. El valor medio de la po-
tencia es $V,.71,.

POTENCIA ELECTRICA Y FACTOR DE POTENCIA
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wi

—
A 2
[

Fig. 7-4. Circuito de una resistencia pura R

Finalmente, consideremos et caso de un circuito pasivo general. Aplicando una tension senocidal
v = ¥, sen wi, circula una corriente de intensidad i = I sen (wt + 6). El angulo de fase {# seri positivo
0 negalivo, segin el caracter inductivo o capacitivo, respectivamente. del circuito. La polencia instan-

{dnea es
p=ui=V_[ sen wfsen (wt + 8)

Ahora bien, sen « sen § = 3[cos (@ — f) — cos (z + f)]
Y ¢08 —a = cos a, con lo cual
p=31Vod,lcos 0 — cos 2w + 0)]

La potencia instantdnea p consta de un término
cosenoidal, —1V, 1, cos (2ws + #), cuyo valor medio es
cero, y de un término constante, 4V, f_ cos 0. En estas
condiciones, el valor medio de p o potencia activa P es

P=3V I cosl@ = VlIcos0

en donde V' = V,/./2 ¢ [ = I,/./2 son los valores efica-
ces de los fasores V ¢ I, respectivamente. El término cos 0
se llama factor de potencia (f.p.). El angulo § es el que
forman V e I y estd siempre comprendido entre +90°.
De aqui se deduce que cos 6 y, por tanto, P, es siempre
positivo. Sin embargo, para indicar el signo de 6 diremos
que un circuito inductivo, en el que la intensidad de corrien-
te estd retrasada respecto de la tensidn, tiene un factor
de potencia en retraso. Un circuito capacitive, como la
cornente esta adelantada respecto de la tension, tiene un
Sfactor de poiencia en adelanio,

La potencia activa £ también se puede deducir de la ex-

T
presién de definicion de la potencia media P = % j‘ pdt.
#]

La unidad de potencia activa ea el sistema mksa es
el vatio {(W); como miltiplo se emplea et kiiovatio (kW),
de manera que [ kW = 1000 W,

POTENCIA APARENTE (S)

Vel
/‘\ t
=/ u\-/ﬂ riw 3x/w
t
f_ L -
T e S N
Lﬂ_ vﬂn:fu N

o

P

L

l .
N rlw N 2rle NS 3nle

Fig. 7-5

El producto V7 se llama potencia aparenie y se representa por la letra mayuscula S.
La unidad de § en el sistema mksa es el voltio-amperio (VA), y su miliiplo méds empleado es el ki-

lovoluio-amperio (kVA), siende | kVA = 1000 VA,
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POTENCIA REACTIVA (Q)

El producto V1 sen § se ltama potencia reactiva y se representa por la letra mayascula Q.
La unidad de Q en el sistema mksa es el voltio-amperio reactive (VAR), y su miltiplo mis em-
pleado es el kilovoltio-amperio reactivo (kVAR), siende | ¥VAR = 1000 VAR,

TRIANGULO DE POTENCIAS

Las expresiones de las potencias activa, aparente y reactiva se pueden representar geometricamen-
te mediante los lados de un tridngulo que se llama tridngulo de potencias.

Sea un circuito inductivo y representemos el retraso de la intensidad de corriente como indica la
Fig. 7-6(a), esto es, tomande la tensidon ¥V como referencia. En la Fig. 7-6(6) esta representada la inten-
sidad de corriente con sus componentes activa y reactiva. La componente activa estd en fase con la ten-
sion V y 1a componente reactiva esta en cuadratura con V, es decir, defasada 90° en retraso. Este diagra-
ma se repite en la Fig. 7-6(c), en donde I, 7 cos # e I sea § estdn multiplicados por ta tension eficaz V.
En este caso:

Potencia activa P = tensidn x componente activa (en fase) de la intensidad = V/f cos @

Potencia aparente S = tension x intensidad = V7

Potencia reactiva { = tensién x componente reactiva (en cuadratura) de la intensidad = V7 sen 0

Jeose

Q= Visweneg

Pseng
en relrEso

fa tb) (¢}
Fig. 7-6. Triangulo de potencias: Carga inductivi

Con un procedimiento andlogo se construyen tos diagramas de la Fig. 7-7. El triangulo de potencias
para una carga capacitiva tiene la componente @ por encima de la honzontal,

Q=Visens

{sen # en adelanio

ia) tb) (e)

Fig. 7-7. Tridngulo de potencias: Carga capacitiva

POTENCIA COMPLEJA

Los tres lados S, £y O del tridngulo de potencias se deducen del producto VI* de fa tensién por el
complejo conjugado de la intensidad. El resultado de este producto es un niimero complejo que se flama
potencia compleja S. Su parte real es 1a potencia activa Py su parte imaginaria es la potencia reactiva Q.
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Sean V = Ve e I = J&/**® Entonces,
G = V[* = VeltJe /5t® = V™3 = VIcos 0 — jVisen 8 = P — jO

El médulo de S es la potencia aparente 8 = V7. Un dngulo de fase en adelanto (1 adelantada res-
pecto de V) implica una potencia reactiva (@) en adelanto, mientras que un aAnpulo de fase en retraso
guiere decir una potencia reactiva () en retraso. Este hecho debe tenerse muy presente al construir el
tridngulo de potencias. '

A continuacién haremos un resumen de las ecuaciones a emplear para hallar las componentes del
tridngulo de potencias,

Potencia activa P = ¥I cos 6 = RI* = V/R = Re[VI*]
Potencia reactiva @ = VI sen 8 = XI* = Vi/X = Im{VI*]
Potencia aparente S = VI = ZI? = V¥/Z = médulo de VI*
Factor de potencia (f.p.) = cos 8 = R/Z = P/S

Ejemplo 1.

Trazar el tridngulo de potencias de un circuito cuya impedancia es Z = 3 + j4 ohmios ¥ al que se le aplica
un fasor tensidn ¥V = 100/30° voltios.
E! fasor intensidad de corriente que resulta es b = V/Z = {100/30° }/(5/53,1° ) = 20/—-23,1" A,

Método 1.
Po= 1200 W

P = RI? = 3(20)F = 1200 W

0 = XI* = 1600 VAR en retraso 53

S =2ZI*=2000 YA ¢ = 1600 VAR

f.p. = cos 53,1° = 0,6 en retraso § = 2000 VA en revase
Mérodo 2.

S = VI=100(20) = 2000 VA

P = VI cos 8 =2000 cos 53,1° = 1200 W S

Q = VI sen B = 2000 sen 53,1° = 1600 VAR en retraso 8- I~

f.p. = cos 8 = cos 53,1° = 0,6 en retraso

Mérodo 3.
S = VI* = (100/30° ){(20/23,1° ) = 2000/33,1° = 1200 + j1600; por tanto,
P=1200W, Q= 1600 VAR en retraso, S = 2000 VA y fp. = cos 53,1° = 0,0 en retraso

Método 4.
Ve = Rl = 20/-23,1" (3) = 60/-23,1°, V¥V, = 20/ —23,1° )4/90° ) = 80/66.5°
Por tanto, P = ViR =60%3 = 1200 W
Q = VX = 80%4 = 1500 VAR en retraso
S = VHZ = L0035 = 2000 VA
fp. = P£/S = 0,6 en retraso

Debe tenerse un cuidado especial al sustituir valores en la ecuacion P = Vi/R. El error que se comele con
mas frecuencia consiste en sustituir Vg, tensidn en la resistencia unicamente, por la tensién total Ven ta impe-
dancia Z. '

CORRECCION DEL FACTOR DE POTENCIA

En las aplicaciones industriales se suele trabajar con cargas inductivas, por lo que la intensidad re-
trasa respecto de la tensién aplicada. La potencia activa P entregada a la carga es una medida del tra-
bajo util por unidad de tiempo que puede realizar la carga. Esta potencia se traasmite, normalmente,
a través de lineas y transformadores. |

Como un transformador trabaja, en general, a tensién constante, la potencia aparente en kVA da
idea de la intensidad mdxima permitida, Tedricamente, si se conectase una carga inductiva o capaci-
tiva pura, el transformador podria estar trabajando a plena carga, mientras que la potencia activa (media)
suministrada seria cero.
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En el tridngulo de potencias, ta hipotenusa 5 es una medida de la carga de! sistema de distribucion,
y el cateto P es una medida de la potencia itil suministrada. Evidentemente, interesa que S se aproxime
lo mas posible a P, es decir, que el angulo 0 sea muy pequeiio. Como el factor de potencia es f.p. = cosd,
valdria aproximadamente la unidad. En el caso normal de una carga inductiva es posible corregir el
factor de potencia mediante condensadores en paralelo con la carga. Obsérvese que fa tension en la carga
es la misma, con lo que la potencia Otil P tampoco varia. Al aumentar el factor de potencia la intensidad
y la potencia aparente disminuyen y, por tanto, s¢ consigue una utilizacion mas eficiente de la potencia
en el sistema o red de distribucién.

Eiemplo 2.

En el circuito del Ejemplo 1 corregir el factor de potencia al va-
lor 0.9, en retraso, utilizando condensadores en paralelo. Hallar el
valor de fa potencia aparente 8" después de introducir la correccion,
y fa potencia reactiva de los condensadores necesarios para oblener
dicha ¢orreccidn.

Representemos de nuevo ¢l tridngulo de potencias del Ejemplo [.

585
en recr

En este caso, 0.9 = cos 8', de donde & = 26° y — 1§ %
S = Pjcos & = 1200/cos 26° = 1333 5T ;’,.,
Ahora bien, ' = S" sen 0" = 1333 sen 26" = 585 VAR en retraso. =5

Potencia reactiva del condensador = ¢ — @' = 1600 — 585
= 1015 YAR en adelanto

Fig.7-9

Como P no varia, la energia activa permanece constante después
de 1a correccion. Sin embargo, el valor de S se reduce de 2000 YA
a 1333 VA,

Problemas resueltos

7.1 Trazar el tridngulo de potencias de un circuito cuya tension es v = 150 sen {w/ + 10°} voltios
y cuya intensidad viene dada por i = 5 sen (wt — 50°) amperios.

Vo= {150/ 2)10° = 106/10° e 1= (5///2)/—50° = 3.54/-50°. P=1815
Entonces, o T T - 60°
§ = VI* = (106/10° )(3,54/50° } = 375/60° = 1875 + 325 .
o T T 8 =237 an :ttl'iio
de donde
P = Re[VI*] = 1875 W
¢ Im{VI*] = 325 VAR en retraso
S = |[Vi*[ =375 VA
f.p. = cos 60° = 0.5 en retraso Fig. 7-10

7.2 La potencia consumida por un circuito serie de dos elementos vale 940 vatios, siendo el factor
de potencia igual a 0,707 en adelanto. Hallar las constantes del circuito sabiende que la tension
aplicada es v = 99 sen {6000t + 30°) voltios.

El fasor tension aplicado es V = (90,«\{/3],’30“ = 70/30° . De la expresion de la potencia P = VI cos § re-
culta 940 = 707(0,707). de donde / = 19 A. Como el factor de potencia vale 0,707 en adelanto, el fasor inten-
sidad de corriente estda adelantado con respecto al de tension un angulo arc cos 0,707 = 45°. Por tanio,
I = 19/75% A, La impedancia del circuito es 2 = V/I = (10/30° ¥(19/757) = 3.68/—45° = 2,6 — j2.6 Q. Aho-
ra bien, como Z = R — jX¢, ¥ X¢ = HeC, se deduce

V' R=26Q y €=——=064lyF

Otro método.
Sustifuyendo / = 19 A en P = Ri? resulta 940 = R{19)%, de donde R = 2.6 Q.
Entonces, Z = Z/—43" = 2.6 — jX,, con lo que X¢ = 7 6. Por consiguiente, C = HwX, = 64.1 yF.
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7-3 Determinar el tridngulo de potencias del circuito serie representado en laz Figura 7-11.

P =300
m 3
50/~90° ~> | 6 Q = 400
CTl TeIraso
e
Fig.7-11 Fig.7-12

DelaFig. 7-11, Z = 3 + j6 — 2 = 5/53,1°e I = V/L = (50/—90° )/(5/53,1° ) = 10/—143,1° . Entonces,
S = VYI* = (50/—90° ){(10/143,1° } = 300/53,1° = 30¢ + j400
Los lados del tridngulo de potencias representado en la Fig. 7-12 son

P=30W, @ =400VAR enretraso, § = 500 VA, fp. = cos 53,1° = 0,6 en retraso
Otro método,

Sustituyendo el valor / = 10 A en las expresiones de la potencia disipada en cada elemento resulta
P = RIP? = 3{10) = 30 W, 0, = 6{10)> = 600 VAR en retraso, Q. = 2{10)* = 200 VAR en adelanto
YO =0+ Q- = 400 VAR en retraso.

5 .
7-4 En el circuito de la Fig. 7-13 el valor eficaz de la VYVIVY I( '

intensidad de corriente total es 30 amperios. Hallar 1, -;3
las polencias. _ —_— e
— I
Haciendo ¥ = 30/0°, 1, = 30/0° (-g-—jg) = ! e 4
— . _ e AAMAA—
18,45/~12,55° ¢ I, = 80/0° (9 _4;,-3> = 12,7/18,48°. Fig. 7-13
Entonces, .

P = R} + R} = (4)(18458 + (SUI2,7P = 2165 W
Q¢ = XI{ = (3)(12,7)* = 483 VAR en adelanto
S =P —jQ =2165 — j483 = 2210/—12,6°, § = 2210VA
f.p. = P/S = 2165/2210 = (1,98 en adelanto
Podemos obtener los mismos resultados galeulando la impedancia equivalente Z, = e Bl = 24
-~ 70,533 Q. Por tanto,
P=RIE=(24307=2160W y @=(0,533)30) = 479,7 VAR en adelanto

i . . : 4
7-§ La potencia total disipada en el circuito de la Figu- ' . WJ

ra 7-14 es 1100 vatios. Hallar la potencia de cada "W

elemento y la lectura del amperimetro. L

De la Fig. 7-14 se deduce, O

I: 10
Y v ki v Y it
, = =— = — = . I, = — = — A
'TZ, T 3+4 7 58310 T, WY
' Fig. 7-14
. . . : h vis 2 : 1 :
La relacion de intensidades de corrientes es AT TS Ahora bien, como P = Rf?, la relacidén entre
1 I
las potencias disipadas en las resistencias de 3 Q@ y 10 Q2 es
Ps ’idi_i(z)”_i
Po . R,i2 T 10\1 B
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Por otra parte, como Pr = £ + Py, dividiendo ambos mietnbros por P,q resuita Po/P g = P3/Ps + 1,
con lo cual,

Py = 1100{5/11} = 500 W, Py = 1100 — 500 = 600 W
De la expresién P = RI? se deduce 3f; = 600, de donde 1, = 14,14. Tomemos ¥V = V/0° ; entonces
I, = 14,14/=-53,1° = 8,48 — ;11,31
I, = 707/0° = 7,07

e I =1, + I, = 15,55 ~ j11,31 = 19,25/ 36°

La lectura del amperimetro es 19,25 A

7-6 Determinar ¢} triangulo de potencias de cada rama del circuito paralelo de la Fig, 7-15; obtener
luego el correspondiente al circuito completo.

P =866
e ddd T}
JG
L 3, G. = 50
en retraso
Py= 40
V= 20@9_*!_6) I l.l “z. = 4/30° Hz, = 5/60°
S, =174 8¢ _
Sa Q:= 69,2
en re(raso
Fig. 7-15 Fig.7-16
Rama 1. Rama 2.
I, = V/Z, = (20/60" )/(4/30" ) = 5/30° * I, = V¥/Z, = (20/60° )/(5/60° ) = 4/0°
8, = VIt = (20/60° }(5/-30") = 100/30° S; = VI$ = (20/60° )14/0" } = 80/60°
— 86,6 + jSO = 40 + j69,2
Entonces, Entonces,
P, = Re[VIf] =866 W P, =40W
@, = Im[VI{] = 50 VAR en retraso 0, = 69,2 VAR en retraso
S, = |VI}| = 100 VA S, =80VA
f.p., = P/S, = 0,866 en retraso f.p.; = 0,5 en adelante

De los resultados anteriores se deduce nmediatamente el tridngulo dg potencias total que se representa en
la Figura 7-16. '

Pr=P + P, =866+ 40 = 1266 W; Qr =@, + Q; =50 + 69,2 = 119,2 VAR en retraso
Por tanto, Sy = Py + jOr = 1266 + ji19,2 = 174/43,4° .

Sr =187 =174VA y fpg = Pr/S; = 126,6/174 = 0,727 en retraso

7-7 El rendimiento de un motor de induccion de 2 caballos de vapor (CV) de potencia de alimenta-
cién es del 85 %, E! factor de potencia de la carga vale 0,8 en retraso. Hallar las potencias eléctri-
cas de entrada.

Como ] CV = 736 W, P, a0 = 20736)0,85 = 1732 W. Por tanto,

§ PIMOE 6T VA 8 dre cos (08) = 3087, @ = 216% sen 369 = (299 VAR en relrase
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Determinar el tridngulo de potencias total del circuito para- I —
lelo de la Fig. 7-17 sabiendo que la potencia disipada en la : Ll
resistencia de 2 ohmios es 20 vatios. l EEL

Como P = R, 21} = 20, de donde 1, = 3,16 A. Por otre lado,
Z,=2—-j5=538/—682° @, con lo que ¥ = ZI, = 3,16(5,38) = | ,
17 V. Tomando V = 17/0°, e n

II. L 3,161{6812a ] !2 = v;"Zz — []?fi}i ]H)'{\/EE )

e lr B Il + Iz == ll,l}’_zgﬁ I‘II.': Rk

Para determinar las comporentes del tridngulo de poiencias se ha de conocer el valor de S;.
Sr = VI} = 17/0° {11,1/29,87 ) = 189/29,8" = 164 + /94
de donde |
Pr=164 W, O, =94 VAR en retraso, Sy = 189 YA, fp. = 164/18% = 0,848 en retraso

Determinar las componentes del triangulo de potencias de la asociacion de tres cargas defini-
das de la forma siguiente. Carga 1: 250 voltios-amperios con factor de potencia 0,3 en retraso;
carga 2: 180 vatios con factor de potencia 0,8 en adelanto; carga 3 : 300 voltios-amperios, 100 voltios-
amperios reactivos en retraso.

Vamos a calcular las potencias media y reactiva desconocida para cada carpa.

Carga 1. Datos S = 250 VA, fp. = 0,5 en retraso.
P=S{fp)=25005) = 125W, 0 == arc cos 0,5 = 60°, 0 = S sen # = 250 sen 60° = 216 VAR en retraso

Carga 2. Datos P = 180 W, f.p. = 0.8 en adelanto.
S = Pffp. = 180/0,8 = 225 VA, 0 = arc cos 0,8 = 36,9°, Q = 225 sen 36,9° = 135 VAR en adclanto

Carga 3. Datos § = 300 YA, Q@ = 100 VAR en retraso.
0 = arc sen {(J/8) = arc sen (100/300} = 19,5°, P = Scosd = 300 cos 19;5° = 283 W

Por tanto, Pr =125 + 180 + 283 = 588 W, @y = 216 — 135 + 100 = 181 YAR &n retraso

Como 8y = Py + jQ, = 388 + jI&1 = 616/17,1°,.
Sp =616 VA y fp = F/5S=7588/616 = 0,955 en retraso

L PO TR DTSN R TR [N DU SIS LAyt NS IR [ R +
-ie IMEHESI4A O3 THNEUIOS dC DOICTICld JdC Jas Calgds INAvIUUdIts Yy Gl Cpuieg.

{ P, = 6BR ‘|
Po1gs .

T 2 o
La FIg.

'| _

|

|

) & 283 ;
2186 . G, = 181
{3 160 en retraso

136
/ gy 1 T L
189
Fig.7-18

Un transformador de 25 kilovoltios-amperios alimenta una carga de 12 kilovatios con un factor
de potencia 0,6 en retraso. Hallar el tanto por ciento respecto de plena carga que sopc_)rtade] trans-
formador. ;Cuantos kilovatios en cargas adicionales con factores de potencia la unidad se pue-

. . x . o
den afadir a dicho transformador sin que trabaje a plena carga’

Para la carga de 12 kW, § = P/fp. = 12/0,6 = 20 kVA. Por tanto,
% plena carga = (207251100 = 80 %4
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Como @ = arccos 0,6 = 53,1°, 0 = §ysen b= P =192 |
20 sen 533,1° = 16 kVAR en retraso. Al ser el factor J— p—12

de potencia de las cargas adicionales la unidad, la
polencia reacliva ¢ serd la misma. Por tanto, a ple-
na carga; ¢l éngulo ' = arc sen (16/25) = 39.8" y
la potencia total Pr = 8§ cos 0" = 25 cosf 39, E°

—— i —

# = 3B .B°

—— e T —— it ——

12,2 kW. Luego, Q=16

Carga adicional = Pr — P = 19,2 — 2

= 7,2 kW
S womarca de 25 kYA
o . . Cuarga anadida

Se podian haber obtenido estos mismos resul- con [p. la unidad
tados mediante una representacién grafica, como se
puede ver en la Figura 7-19. )

Obsérvese que con la adicién de estas cargas con Fig.1-1%

rn.ﬂlnr r|n- mntancia unidad ha aumentadan al Factar de
FU lllllllllllllllllllllllllllllllllllllll

potencia total, [.p. = cos 39,8° = 0,768 en retraso.

En el transformador dei Problema 7-10, supdngase que el factor de potencia de las cargas adicio-
nales es 0,806 en adelanto. ;Cudntos kilovoltios-amperios de esas cargas se le pueden afiadir
hasta que el transformador trabaje a plena carga?

Del Problema 7-18, § = 20 k¥A, & = 53,1°, @ = 16 kVAR ¢n retraso. En ]a Fig. 7- 20(.:1) tenemos el
tridngulo correspondiente de potencias. Con la potencia $, de las nuevas cargas sz abade un angulo 6, =
arc cos 0,866 = 30°, y el angulo &' es innecesario. En la Figura 7-2(0¢4),

25/sen 96,9° = 20/sen B, sen f = 0,795, B = 52,6°
Entonces, y = 180" — {86,9° + 52,6°) = 30,5 y & = 53,1° — 30,5° = 22,6°.

{a) (&)
Fig. 7-20
La potencia activa y reactiva a plena carga son Pp = 25 cos 22,6° = 23,1 kW y 07 = 25 sen 22,6° =

9.6 kVAR en retraso. Para las nuevas cargas, Py = 23,1 — 12 = I[,1 kW, @, = 16 — 9,6 = 64 kVAR en
adelanio, con locual, S, = P, + jQ; = 11,1 — j6,4 = 12,8/ =30°

S, = 12,8 kVA

Estos 12,8 kVA de las nuevas cargas con un factor de potencia 4,866 en adelanto, mas los 12 kW con un
factor de potencia 0.6 en retraso, completan la potencia aparente de 25 kVA del transformador.

Otro método. En la Fig. 7-20(a), para un angulo 6, = 307,

Py, = Spc0880° = (V3/2)8,, Q; = §,send0° = }5,
Ahora bien, (82 = (FP+ P2+ (Q — @yt

Sustituyendo 252 = {12 4 VB8/28,)2 + (16 —48,)2 dedonde S, = 128 kVA
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7-12 Un transformador de 500 kilovoltips-amperios funciona a
plena carga con un factor de potencia 0,6 en retraso. Afa-
diendo unos condensadores a la carga se modifica dicho factor
pasando a valer 0,9 en retraso. Hallar la potencia reactiva de
los condensadores precisos. Después de {a correccion de] fac-
tor de potencia, ;qué tanto por ciento respecto de plena carga
soporta ¢l transformador?

Cuando el transformador funciona a plena carga (véase Fig. 7-21),
P = Vicos 8 = 500(0,6) = 300 kW
# = arc cos 0,6 = 53,1°
Q = V7sen 8 = 500 sen 53,1° = 400 kVAR en retraso

Fig.7-21

Cuando f.p. = 0,9 en retraso,

# = arccos 0,9 = 26°, § = 300/09 = 333 kVA, Q' = 333 sen 26° = 146 en retraso
Por ianto, la potencia reactiva de los condensadores es @ — ' = 400 — 146 = 254 kVAR en adelanto
y % plena carga = (333/500)103 = 66,7 %,

7-13 Un grupo de motores de induccidn con una potencia activa total de 500 kilovatios y un factor
de potencia 0,8 en retraso es sustituido parcidimente por motores sincronos con ¢l mismo rendi-
miento, pero con un factor de potencia 0,707 en adelanto. Se siguen haciendo sustituciones, con
io cual el factor de potencia varia continuamente. (Qué tanto por ciento de la carga habra sido
sustituida cuando el factor de potencia del sistema valga 0,9 en retraso?

Como los motores sincronos tienen el mismo' rendimiento que los motores de induccion, la potencia ac-
tiva total permanece constante e igual a 500 kW. Antes de la sustitucidn de los motores,

§ = 500/0,8 = 625 kVA, 0 = arccos 0,8 = 369°, = 625 sen 36,9° = 375 kVAR en retraso

Cuando el factor de potencia del sistema sea 0,9 en retraso,
0" = arc cos 0,9 = 26°, 5 = 500/0,9 = 556 kVA, (@’ = 556 sen 26° = 243 kVAR en retraso

243
275
=0
-]
132

132
&

{a) (b)
Fig.7-22

Cuando el factor de potencia sez 0,707 en adelanto, 8; = arc cos 0,707 = 45°. En ia Fig. 7-22(6), apli-
cando el teorema de los senos,

S/een 53,17 = 132/5en B1Y°, &; = 106.5 kYA
Por tante, P, = 106,5 cos 45° = 75,3 kW ¥
% carga sustituida = (75,3/560)100 = 15 %
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7-14

7-15

7-16

7-17

7-18

7-19

1-23

714

7.27
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Problemas propuestos

Determinar ¢} tridngulo de potencias de un circuilo al que se le aplica {a tension & = 200 sen (wt + 1107) vol-
tios y circula la intensidad i = § sen (wr + 207) AMpPerios. Sol. P=10;0 = 500 VAR en retraso.

Determinar el tridnguio de poiencias de un circuito 2f que se le aplica la tension » = 14,14 cos wt voltios y
circula la intensidad ¢ = 17,1 cos {wd — 14,05%) miliamperios.
Sol. P=1175mW; Q = 29,6 mVAR en retraso, fp. = (.97 en retraso.

Determinar el tridogulo de potencias de un circuito al que se le aplica una tensién ¢ = 340 sen (wr — 60°) vol-
tios y circula una intensidad { = 13,3 sen (wf — 48,7°) amperios.
Sof. P = 2215 W; @ = 442 VAR ¢n adelanto, f.p. = 0,98 en adcianto.

La tensién eficaz aplicada a un circuito serie de R = 10 ohmios y X¢ = 5 ohmios es 120 voltios, Peterminar
el tridngule de potencias, Sol. 8 = 1154 — j577 VA, f.p. = 0,854 en adelanto.

La tension eficaz en la resistencia de un circuito serie de R = 5 ohmios y X, = 15 ohmios vaie 31,6 voltios. De-
terminar el triangulo de polencias. Sol. 8§ =200 + ;600 VA, {.p. = 0,316 en retraso.

El fasor de la tensién aplicada a un circuito serie de R = 8 ohmios y X = 6 ohmios es ¥ = 50/ —90° voitios.
Determinar el iriangiaio de polencias. Sol, 8§ = 200 — j130 VA, {p. = 0,8 en adelanto.

Hallar la impedancia de un Circuito que consume 5040 voltios-amperios con un factor de potencia 0,894 en ade-
lanto respecto de un fasor tension ¥ = 150/457 vOoItIos, Sol. 4 — j21Q, ‘

Una impedancia por la que circula und corriente eficaz de 18 amperios consume 3500 voltios-amperios ¢on un
factor de potencia 0,76 en retraso. Caicular dicha impedancia. Sol. 821 + 7,0 Q.

Hallar las constantes de un circuito serie de dos elementos por el gue circula una intensidad de corriente i = 4,24
sen {5000 + 45°) amperios y consume 180 vatios con un factor de potencia 0,8 en retraso.
Sol. =200, L =3 mH

Determinar el teidngulo de potencias del circuito constituido por las impedancias Z, = 5,83/ —59° ohmios
y Z, = 8,95/61,4° ochmios en serie por las que circula una intensidad de corriente eficaz de 5 amperios.

Sol. 8; =175+ 15 VA f.p. = 0,918 en retraso.

La potencia reactiva consumida por dos impedancias Z, = 5/45" ohmios y Z, = 10/30° ohmios en sene €3
1920 voltios-umperios reactivos en retraso. Hallar la potencia activa P y la potencia aparente S.
Sof. P = 2745 W; § = 3350 VA,

(o : .
1a r WP el

Ei circuito de ig. 14.4 voltios-amperio:
tor de potencia 0,836 en retrasc. Hallar el valor de Z.

Sol. Z = 1/50° Q.

E| circuito seric de la Fig. 7-24 consume 300 vatios con un factor de
potencia 0,6 en retraso. Hallar la impedancia desconocida y determi-
nar €l tridngulo de pelencias.

Sot. Z = 4/90° (1 S = 300 + j400 YA,

El fasor de tension aplicado a dos impedancias Z, = 4/— 30° ohmios

y Z, = 5/60” ohmios en paratele es V = 20/6° volilos. Determinar el 3
tridngulo de potencias de cada rama asi como el tridngulo de potencias

total mediante combinacion de los anteriores. 50/309( ~ 1

Sol. P = 1266W.O = 193 VAR cn retraso; [.p. = 0,99 en retraso.

El valor de la tension eticaz aplicada a un circuito formado por & = 10
ohmios y Z = 8--3{) ohmios en paralelo es de 3 amperios, Determi-
nar el tnangulo de potencius total. - _
Sof. P = 1{0W.Q = 33 VAR en adelanto; f.p. = 0,957 en adelanto. Yig. 7-24




CAP. 713 _ POTENCIA ELECTRICA Y FACTOR DE POTENCIA 79

7-29

7-30

-3

7-32

7-33

7-34

7-35

7-38

Hallar la potencia activa total y el factor de potencia del circuito paralelo de la Fig. 7-25 sabiendo que Ja po-
tencia reactiva de la rama 1 es 8 kilovoltios-amperios reactivos. Sof. 8 kW, f.p. = 0,555 en retraso,
{Qué lectura indicard ¢l amperimetro del circuito de la Fig. 7-26 si el consumo de la rama 2 es 1490 voltios-
amperios? Determinar ¢l tridngulo de potencias. :

Sol. 424 A; 8§ = 2210 + j3630 YA; fp. = 0,521 en retrase.

@
® ®f, 20 ©F, 3
j5 UZ
2 i3 J6 it
7
Fig. 1-2% Fig. 7-28 Fig. 7-27

En el circuito paralelo de la Fig. 7-27 la resistencia de 3 ochmios consume 666 vatios y el circuito total 3370
voltios-amperios con un factor de potencia 4,937 en adelanto. Hallar ¢} valor de Z.

Sol. Z=2-,20Q.

La potencia total consumida por ¢l circuito de la Fig. 7-28 es 1500 vatios. Determinar &l triangulo de potencias,
Sol. 8 = 1500 + j2480 VA; fp. = 0,518 en retraso.

Hallar la potencia disipada en cada una de las resistencias dej circuito de la Fig, 7-29 sabiendo que la potencia
total es de 2000 vatios, Sof, P, =724 W; P, = 1276 W,

o
=N
—
(=]

N\i'\.‘“u"‘v‘

Fig.7-28 Fig. 7-29 Fig. 7-30

La potencia reactiva Q del circuito de la Fig. 7-30 es de 2500 voitios-amperios reactivos en retraso. Determinar
el tridngulo de potencias completo. Sel. §=3920 VA, P = 3020 W; fp. = 0,771 en retraso.
Hallar e factor de potencia del circuito de la Fig. 7-31. Se sustituye la resistencia de 6 ohmios por otra de
manera que el factor de potencia total sea 0,2 en retraso; jcudl sera esie nuevo valor ohmico?

Sol. fp. = 0,8 en retraso; R = 3,22 Q.

En ¢l circuito de la Fig. 7-32 el valor de la carga es Z = 5 + /8,66 ohmios. Calcular el tanto por ciento de
disminucién de la intensidad total al afadir el condensador de — ;20 chmios de capacitancia en parzlele con la

carga. Sol. 389
Hallar la capacidad C del condensador necesario para que el factor de potencia del circuito paralelo de la Fi-

gura 7-33 sea 0,95 en retraso. Soi. C = 28,9 uF.
2 5
o
6 ot — /20 T 120 /0° mme 20/30°
60 Hz
4 /8,66
Fig.7-31 Fig.7-32 Fig. 7-33

Una fuente a 60 hertzios y 240 veltios de tensidon eficaz suministra 4500 voltios-amperios & una carga con un
factor de potencia 0,75 en retraso. Hallar la capacidad del condensador que ha de colocarse en paralelo con fa
carga para que el factor de potencia sea (g} 0,9 en retraso, (5) 0,9 en adelanto. Sol  (a)61,3uF;ib)212 uF.
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En ¢} apartado (a) del Problema 7-38, ;=n qué tanto por ciento disminuve ia intensidad de corriente? jExiste
alguna reduccion mas en el apartado ()7 Sel. 16,7%. No, lz corriente es la misma.

Tres impedancias Z, = 20/30° ohmios, Z; = 15/--45° ohmios y Z, = 10/0° ohmios estdn asociadas en pa-
ralelo con una fuente de tension ¥V = 100/—45° voltios. Determinar el trigngulo de potencias de cada rama,
asi como la suma de los tres para obtener el tridngulo de potencias total.

Sol. P = 1904 W, Q0 = 221 VAR en adelanto; § = 1920 VA, fp. = 0,993 en adelanto.

En el Problema 7-40 la fuente de 100 voltios suministra 1920 veltios-amperios, con un factor de potencia 0,993
en adelanto, a las tres ramas e paralelo del circuito. Hallar la intensiad de corriente total en el cIrcuito.
Sol. 19,2 A en adelanto 6,62° respecto de V.

Una fuente de tensidn V = 240/--30° voltios alimenta tres impedancias Z, = 25/15" ohmios, Z; = 15/—60°
ohmios y 7, = 15/90° ohmios en paralclo. Dieterminar e} trigngulo de potencias para cada rama, asi como el
correspondiente a la combinacion de los tres.

Sol. P = 4140 W: @ = 1115 YAR en retraso; § = 4290 VA; f.p. = 0,967 en retraso.

Determinar el trigngulo de potencias total para las siguientes cargas: Carga 1, de 5 kilovatios con un factor de
potencia 0,8 en retraso; carga 2, de 4 kilovoltios-smperios con una potencia 0 de 2 kilovoltios-amperios re-
activos, y carga 3, de 6 kilovoltios-amperios con un factor de potencia (0,9 en retraso.

Sol. P = 1386 kW; O = 4,38 kVAR en retraso; § = 14,55 kVA; fp. = 0,965 en retraso.

Determinar ¢l tridnguio de potencias total para las sigutentes cargas: carga I, de 200 voltios-amperios con un
factor de potencia 0,7 en retraso; carga 2. de 330 voltios-amperios con un factor de potencia 0,5 en-retraso, y
carga 3, de 275 vol.ios-amperios con un factor de potencia igual a la unidad. ’

Sol. P =590 W, O = 446 VAR en reuaso; § = 740 VA, f.p. = 0,798 en retraso.

Mediante la conexién de unos condensadores se modifica el factor de potencia de una carga de 300 kilovatios
desde 0,65 en retraso a 6,90 en retraso. Calcular la potencia reactiva de los condensadores necesarios para ob-
tener dicha modificacion y el tanie por ciento en que disminuye ia potencia aparente. Sof. 204kVAR;28%.

El factor de potencia de una carga industrial de 23 kilovoltios-amperios es 0,8 en retraso. En la planta se instala
un grupo de resistencias de calefaccion con lo cual se eleva cf factor de potencia a 0,85 en retraso. Hallar la
polencia activa instalada. Sol. 4,3 kW,

Una carga de motores de induccion de 1500 vatios y factor de potencia 0,75 en retraso se combina con la de
un grupo de motores sincronos de 300 voltios-umperios y factor de potencia 0,65 en adelanto. Calcular la po-
tencia reactiva de los condensadores a instalar para que el factor de poiencia de los dos grupes motores sea 0,93
en retraso. ;En qué tanto por ciento disminuye la potencia aparente? Sol. 347 VAR; 6,3 %.

El factor de poiencia de una cierta carga se corrige mediante 20 kilovoltios-amperios reactivos de una asocia-
cién de condensadores al valor 0.9 en retraso. Si la potencia aparentie que resulla es 185 kilovoltios-amperios,
determinar ¢} tridngulo de potencias de la carga antes de la conexion.

Sol. P = 1665 kW; @ = 101,0 kVAR en retraso; [p. = 8,856 en retraso.

Una carga de motores de induccién con una potencia aparente de 2000 voliios-amperios y un factor de poten-
cia 0,80 en retraso se combina con otra carga de 500 voltios-amperios de motores sincronos, Hallar el factor
de potencia de estos motores sinvronos sabiendo que el factor de potencia total es 0,90 en retraso.

Sol. 0,92 en adelanio.

Una carga de potencia aparente de 65 kilovoltios-amperios con un factor de potencia en retraso se conecia 4
un grupo de motores sincronos de 25 kilovoltios-amperios con un factor de potencia 0,6 en adelanto. Hallar
el factor de potencia de la carga de 65 kilovoltios-amperios sabiendo que el factor de potencia total es 085 en
reiraso. Saf, 0,585,

Un transformador de 102 kilovoltios-amperios trabaiz al 80 %/ de plena carga con un factor de potencia 0,85
en retraso. { Qué putencia aparenie de carga con 6.6 de factor en retraso se le puede afadir sin sobrepasar la ple-
na carga del transformador” Sof 21,3 KVAL

Un transformador de 250 kilovoltios-amperios irabaja a plena carga con un factor de potencia 0,8 en retra-
o Mediante una bateria de condensadores en paralelo se corrige ¢l factor de potencia al valor 0,9 en retraso.
(a} Haliar la potlencia reactiva de Jos condensadares necesarios. (b} Qué potencia activa de una nueva carga se
le puede afiadir sin exceder el limie de la potencia aparente del transformador?

Sel 52,5 kVAR; 30 kW,

Después de instalar la bateria de condensadores del Problema 7-3, se ahade otra carga con un factor de poten-
cia 0.5 en retraso. Hallar la potencia aparente de esta nueva carga sin sobrepasar €] limite de la potencia apa-
rente del transformador Sol. 32 kVA,



Capitulo 8

Resonancia serie y paralelo

INTRODUCCION

‘Un circuito estd, o entra, en resonancia cuando la tension aplicada y la intensidad de corriente
que circula estan en fase. En resonancia, pues, la impedancia compleja del circuito se reduce exclusi-
vamente a una resistencia pura R.

Como V ¢ I estdn en fase, el factor de potencia de un circuito resonante es la umidad.

RESONANCIA DE UN CIRCUITO SERIE RLC

La impedancia compleja del circuito serie de la-Fig. 8-1 I(
es Z =R + jlwl — 1/wC) = R + jX. Dicho circuito entra R iwl
en resonancia cuando X = 0, es decir, cuando wlL = ljwC o ~§/uC

bien w = 1/./LC = wy. Ahora bien, w = 2nf, con lo que
la frecuencia de resonancia viene dada por
Fig. 8-1

1
f. = ———=Hz(oc.ps)
’ 2r/LC P
En la Fig. 8-2(a) se representa el valor de Z y el de sus tres componentes R, )ﬁ_ y X en funcion de

la pulsacién . Para m = w,, las reactancias inductiva y capacitiva son iguales, y como |Z| = /R* + X?
se deduce que Z = K. Es decir, la impedancia de un circuito serie en resonancia s minima. En conse-
cuencia, la intensidad de corriente, I = V/Z, es maxima en dichas condiciones.

é . :

e !
\ ,:,ﬁv// A0 - - — — e - - - — III
z o o Iy
. Baja R _l',i
H Aliz R = ' N Baja &
% / E ‘
E E i
L _ L —_——— & 7 1
” 0 wg v :
] Wg w
— - I
- : Alla R
/ a
[~ ) w
rd w0
/ Xe=1he —90° (= = e |

(a) Rt (¢)

Fig. 8-2. Circuito serie: Valores de Z, 0 e Y en funcién de

Para frecuencias inferiores a la correspondiente a w, la reactancia capacitiva es mayor que la in-
ductiva, con lo que el d4ngulo de la impedancia es negativo. Si la resistencia es pequeiia, la variacion del
anguto con la pulsacién es mucho mas rapida, como indica la Fig. 8-2(#). Cuando  tiende hacia cero,
el angulo de Z se aproxima a —90°.

81
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Para frecuencias superiores a la correspondiente 2 wg, la reactancia inductiva es mayor que la ca-
pacitiva, con lo que el dnguio de Z es positivo, aproximandose a +90° cuando w » .

En la Fig. 8-2(c) se representa la admitancia del circuito serie Y = 1/Z en funcién de w. Como
I = VY, este diagrama muestra, asimismo, la variacion de la intensidad de corriente con w. Puede ob-
servarse que para la pulsacién w, la corriente es maxima y que en resistencias pequedtas la intensidad de
corriente es mayor. La curva de puntos representa ¢l caso limite en que R = 0. No se representa ei an-
gulo de la admitancia, ya que ¢s el opuesto {igual y de signo contrario} del angulo de la impedancia que
muestra ia Figura 8-2(&). '

RESONANCIA DE UN CIRCUITO PARALELO RLC
El circuito paralelo de la Fig. 8-3 es un circuito 1deal . é '

formade por tres ramas con clementos simples R, LyC.

Sin embargo, el andlisis de este circuito presenta un enorme Y G
interés en el estudio general de la resonancia, Este circuito
paralelo ideal se puede reducir al circuito serie que acaba- .
mos de ver sin mas que establecer la dualidad completa
existente entre ambos.

Fig. 8-3

La admitancia compleja del circuito paralelo de la Fig. 83esY = G + jlwC — ljwl) =G + JB,
siendo 8 = Be — By, Bc = wCy B, = ljwL. Dicho circuito entra en resonancia cuando B = 0, es
decir, cuando wC = 1wl o bien @ = lf\/EE — w,. Al igual que en el circuito serie RLC, la frecuen-
cia de resonancia viene dada por

f, = N Hz (o c.p.s.)

20y LC

En la Fig. 8-4(a) s represenia ¢l valorde Y y el de sus tres componentes G, Be y By en funcion de w.
Para @ = my, las susceptancias inductiva y capacitiva son iguales, con lo que Y = G. Es decir, la admi-
tancia de un circuito paralelo en resonancia es minima. En consecuencia, la intensidad de corriente,
I = VY, también es minima en estas condiciones.

g
o~
Y ""JD/ +90°
I
'B/ |
" d
g -
g ra E
= o g
: i
o
DR ) T — £ )
d 0
0 @ w
- - -
/_..-*
4 W
/ —— - e
-/BL=U«.=L g = ——— — — ——
|/

(a) (b) (e}

Fig. 8-4. Circuito paralelo: Valores de Y. Z y 0 en funcidn de w

Para frecuencias inferiores a la correspondiente a w, la susceptancia inductiva es mayor que la ca-
pacitiva, con lo que el angulc de Y es negativo. En este caso, ¢l 4ngulo de la impedancia es positivo y
se aproxima a +90° cuando w tiende a cero [véase Figura 8-4(c)].

Para frecuencias superiores a la correspondiente a wq ¢l angulo de Z es negativo y su variacion
con o es mds rapida para resistencias elevadas.
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RESONANCIA DE UN CIRCUITO PARALELO DE.DOS RAMAS
La admitancia Y del circuito paralelo de dos ramas de la Figu-

ra 8-5 es la suma de las admitanctas individuales de cada una de ellas. R, R,
1 1 ' Y
Y = Y. + Y = — + . . !
g ¢ RL‘F}X{_ RC“—]XC L TC
- Ry + Re + J' L) X
R:+X; RI+X: RL+X: R+ X} Fig. 8.5

El circuito entra en resonancia cuando la admitancia compleja sea un mimero real. Es decir, Xo/(R2 +
X2) = X /(R + X0). y
1
oC
Para conseguir la resonancia se puede actuar sobre cualquiera de las cinco magnitudes que aparecen en (/).
Despejando @, de la Ecwvacidn (/) resulta,

(RE+wil)) = wL(RE+ 1/ulC? (1)

_ 1 [rZLr @)
° VICN R - L/C

Por tanto, la pulsacion w, de un circuito resonante paralelo de dos ramas difiere de la correspondiente

2 —
al circuito simple formado por los tres elementos R, L y C en paralelo en el factor R*IE.._.__.;' i’; g .
\f -

La frecuencia es un numero real y positive; por consiguiente, €l circuito tendrd una frecuencia
de resonancia correspondiente a wgy para R} > L/Cy R} > L/C o bien R} < L/Cy R} < L/C. Cuan-
do R} = R% = L/C elcircuito entra en resonancia a todas las frecuencias. En el Probiema 8-12 se aclara

este importante caso especial.
Despejando L de la Ecuacidn (1) resulta,

L = .ch[(feg +X3) = J(RL + X% —4R§X§]

o bien como Zc¢ = \/R&+ X&,
L = gc[zg + \[z;—wm] ()

Ahora bien, si en esta Ecuacién (3) Z¢ > 4R7 X2, se obtienen dos valores de L para los que el circuito
entra en resonancia. Si Z& = 4RI X2 el circuito entrard en resonancia para L = $CZZ. Si Z¢ < 4RI X2
no existe valor alguno de L para el cual se presente la resonancia del circuito dado.

Despejando € en la Ecuacidn (/) resulta,

¢ = 2L L } #)
|2 = \Z} - 4RX]
En este caso, si Z; > 4R2X? habra dos valores de C para los que el circuito entra en resonancia.
Despejando R, en la Ecuacién (/) resulta,

B = NLCR: - L2+ LIC (5)

i

y si despejamos R © R¢ = \/Rf_/{mzLC) — 1/u’C? + L/C ' (6)

Si ¢l subradical de (5}, o de (6), es positivo, existe un solo valor de R,, o d¢ R, para el cual el circui-
to entra en resonancia. -

FACTOR DE CALIDAD ¢
El factor de calidad de una bobina, de un condensador, 0 de un circuito en general se define por

energia maxima almacenada
energia disipada por periode

Q =2n
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En los circuitos de la Fig. 8-6 y 8-7, la energia disipada 1
por periodo es el producto de la potencia media disipada en la
resistencta R{J’m,‘/ﬁ}’ multiplicada por el periodo T o 1/f. R jul

En el circuito serie RL de la Fig. 8-6 Ia energia méxima
almacenada es 3LI2,,. Por tanto,

0 = 2. 3L A Fig. 8-6 .
(B /R(L/F) R R s - T
En el circuito serie RC de la Fig. 8-7 la energia maxima R Vise
almacenada es $CV2 o bien 12, /w?C. Por comsiguiente, -
9 &Iia:!tﬁc 1 .
= am = 7 Fig. 8-7
(Ihax [2)R(1/S) «UR ®

En un circuito serie RLC en resonancia la energia almacenada s constante. Tentendo en cuenta
que cuando la tensién en el condensador es méaxima la intensidad de corriente por la bobina es nula,
y viceversa, $CV2,, = 3L42,,. Es decir,

Q mc_L 1
©* " R oCR

La representacion grafica de la intensidad de corriente en un circuito serie RLC en funcion de la
pulsacion, o de la frecuencia, es andloga a la correspondiente de la admitancia de la Fig. 8-2{c). En la
Fig. 8-8 se representa la intensidad que circula por un circuito RLC en funcion de w o bien mediante
un cambio de escala apropiado, en funcién de f. En ¢l valor w, la intensidad de corriente 1, es maxima.
Se han sefialado los puntos en los que la intensidad toma el valor 0,707 del maximo. Las pulsaciones
correspondientes son w, ¥ w;. '

Iy

0.7071,

ly (%0 we rad/s
fi fo fs Hz {0 ¢ p5.)
Figo S'B

Como la potencia consumida por el circuito es RI?, para I = 0,707], la potencia es la mitad de
la que corresponde al valor maximo gque tiene lugar en wo. Los puntos asociados a @, v w; se llaman
puntos de potencia mitad. La distancia entre ambos puntos se mide en hertzios o ciclos por segundo
{(c.p.s.) vy se llama ancho de banda AB.

En estas condiciones, podremos expresar el factor de calidad por {a relacion entre la frecuencia
de resonancia v el ancho de banda; es decir (véase Problema 8-13),

9 wy ™ 0y fe— 1 AB

La pulsacién de resonancia w, es la media geométrica de w, y @, (véase Problema 8-6):

Wy = Ve b fo = 'Vf:lfﬁ.
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En resonancia, las tres ramas del circuito paralelo de
la Fig. 8-9 almacenan una energia constante. Teniendo en
cuenta que cuando la intensidad de corriente por la bobina R juL 1/j0C pomre
es maxima la tension en el condensador es nula, y viceversa,
podremos escribir $L12,, = $CV2 . Es decir,

R Fig.8-9
Q = —7 = oCR ¢
b

LUGARES GEOMETRICOS DE IMPEDANCIAS

El estudio de los circuitos que tienen un elemento variable se simplifica mucho mediante el anali-
sis de los lugares geométncos de impedancias. Como I = VY y, normalmente, V es constante, el lugar
geométrico de Y proporciona la variacion de la intensidad I con el elemento variable del circuito.,

El circuito serie de la Fig. 8-10{a) tiene una resistencia fija y una reactancia variable que podemos
suponer toma valores cualesquiera, positivos o negativos. Si consideramos e plano Z con fos ejes car-
tesianos R y X, el lugar geomeétrico de la impedancia Z, para el circuito dado, es una recta paralela al
ej¢ X que corta al eje R en R;, como indica la Figura 8-10(5).

z e AUMENIO Jde Xy
1
- -4
R, g Lugarde Z
E
R,
:'X{»’
' . — aumente de A,
{a) {b} Plano Z {(¢) Plano Y
Fig. 8-10

En el plano Y, formado por los ¢jes cartesianos G y B, podemos determinar el lugar geométrico
ackmit .

de ia admitancia,
Como Z = 1/¥
3 _ 1
B+ X = G 7B | (1)
Racionalizando ¢ igualando las partes reales de (/),
Rl by _..........(E.m.-
G+ B2
2
o bien ' G - G/Ry + B = 0 ()

Sumando 1/4R? a ambos miembros de (2) y simplificando resulta,

(o-sk) + 7 - () e

Esta Ecuacién (3) representa una circinferencia, es decir, el lugar geométrico de Y es una circunferen-
cia con centro el punto (1/2R,, 0) y radio 1/2R,. {Véase Figura 8-10(c).]
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A cada punto del lugar geométrico de Z le corresponde un punto del lugar geométrico de Y. Los
puntos del lugar de Z por encima del eje R se corresponden con los puntos de la semicircunferencia por
debajo del eje G en el plano Y. Al punto + oo del lugar de Z le corresponde el origen del plano Y. Andlo-
gamente, los puntos del lugar geométrico de Z por debajo del eje R se corresponden con los puntos de
la semicircunferencia por encima del eje & en el plano Y. Al punto — oo del lugar de Z le corresponde
el origen en ¢l plano Y. Conviene observar las posiciones refativas de Z; e Y,. Las distancias de Z, ¢ Y,
a los origenes respectivos son distintas, mientras que los dngulos que forman con el eje horizontal son
iguales y de signo contrario,

En el caso de una reactancia inductiva fija y una resistencia variable, como indica la Fig. 8-11(a),
el lugar geométrico de Z es una semirrecta horizontal situada en el primer cuadrante del plano Z a una
distancia X = X _del origen. Por el mismo procedimiento que antes se obtiene la ecuacidén del lugar
geométrico de Y: ' '

G+ (B+V2XLp = (1/2Xy)* (4)

El lugar geométrico de Y es, pues, una circunferencia de centro (0, — 1/2X ) ¥ radio 1/2X}, en ¢l pla-
no Y. [Véase Fig. 8-11(c).] Sin embargo, como el lugar geométrico de Z, en la Fig. 8-11(b}, es una se-
mirrecta del primer cuadrante del plano Z el transformado del jugar geométrico de Z, para este circuito,
es Unicamente la semicircunferencia del cuarto cuadrante del plano Y.

X _ G
/“' .
e Lugar de ¥
R /
Lugar de & ! ﬁ
XL T r ! -
SN d o
A e | —1.’2XLI' =
b S s T \ =
"f{”/"'{/ \\ <
ix ;o
“ e R N
L‘"ﬁ-“'-l-—d
B
(a) (&) Planc Z : {c) Plano Y
Fig. 8-11

En el caso de una reactancia capacitiva fija en.serie con una resistencia variable, como indica la
Fig. 8-12{a), el lugar geométrico de Z es una semirrecta horizontal sitnada en el cuarto cuadrante del
plano Z a una distancia X' = — X, del origen. {Véase Fig. 8-12{f).] Por.el mismo procedimiento que
antes se obtiene la ecvacidn del lugar geomeétrico de Y :

G + (B-1/2Xc)* = (1/2Xc,) ) (5)

El lugar geométrico de Y es, pues, una semicircunferencia de centro {0, 1/2X¢, )}y radio 1/2X,. ,
situada en el primer cuadrante del plano Y. [Véase Figura 8-12{c).]

X
= R
S
A
\‘\\:‘:‘\‘\
:—. ‘_JX(‘] \ Ay N \"‘\.
L \ \ "‘--__H
- X 1i ¥ \
€ Lugar de Z G
(a) {4} Plano Z {e} Plano ¥

Fig. 8-12
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LUGARES GEOMETRICOS DE INTENSIDADES DE CORRIENTE

_ Consideremos el circuito paralelo de la Fig. 8-13(#) con una rama constituida por la resistencia R,
y reactancia jX fijas, y una resistencia R, fija y reactancia —jX, variable en ia otra. La admitancia total
de las dos ramas en paralelo es

Yr = Y: + X:

Sumando ¢! lugar de Y, de la segunda rama al punto fijo Y, se obtiene el lugar de ¥, como muestira
la Figura 8-13(b).

- V

Y,

{a) (8) (¢}
Fig. 8-13

La intensidad de corriente viene dada por I = VY y, en la Fig. 8-13(c), puede observarse como
al sumar la intensidad fija I, a la corriente variable I, se obtiene el lugar geométrico de la intensidad
total. Este diagrama muestra que existen dos valores de C para los cuales la intensidad de corriente total
estd en fase con la tension V.,

Examinando la Fig. 8-13(c) se desprende como se puede dar el caso de que no exista ningtn valor
de C para ¢l que el circuito entre en resonancia. Si el radio, 1/2R,, de la semicircunferencia del lugar es
tal que fa curva no corta al eje V, no existird ningin valor de C que produzca resonancia, En los pro-
biemas que siguen veremos mds aplicaciones de estos diagramas de lugares ZEOMELtrIcos.,

Problemas resueltos

8-1 En un circuito serie RLC, R = 10 ohmios, L = 5 milihenrios y C = 12,5 microfaradios. Deducir
la variacion del modulo y del argumento de la impedancia del circuito en funcidn de @ en el in-
tervalo 08¢y a 1,2w,.

En resonancia,
w = wy = VLC == 1/4/(5 X 10-3)(12,5 X 10— = 4000 rad/s

X, = wde = 4000(5X10-% = 20 Q
Entonces, Z, = R+ jF(XLD - XCO) = 10 + 520 — 20) = 10/0°
Ahora bien, X; = oL y Xo = 1/wC, con lo que X, /X, = wjw, y X/ X, = wyf/w. Por consiguiente, po-

dremos calcular los valores de X, X y Z para otras frecuencias.
En la Fig, 8-14(@) se da una tabla de reactancias ¢ impedancias, y en la Fig. 8-14() se encuentra el diagrama

pedido.

AR
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]

w X-L XC Z z o + 40°

8200 | 16 | 25 | 10-379 | 134/—42° . , j B

3600 | 18 | 222 | 10~j42| 10,8/—22.8° T |
- 13+t .

4000 | 20 | 20 19 10/0° 124 + -200

1+

4400 | 22 | 182 | 10+73,8| 10,7/208° " | +—10°
] a 4 + h;u + +

4800 | 24 | 167 | 10+ 77,3 12,4/362 e e e s sy

(a} - (b)
Fig.8-14

82 Al circuito serie del Problema 8-1 se le aplica una tensidén V = 100/0° voltios. Hallar la caida de
tensidn en cada elemento para w = 3600, 4000 y 4400 radianes por segundo. Trazar los diagramas
fasoriales de tensidén para cada una de las {recuencias.

Para w = 3600 rad/s, I = V/Z = (100/0° }/{10,8/~22,8° } = 9,26/22,8" . Entonces,
Ve = 9,2622,8° (10) = 92,6/22.8" , V, = 9,26/22,8° (18/90° } = 167/112,8°,

Ve = 206/—67,2°

Para @ = 4000 rad/s, I = (100/0° )/(10/0° ) = 10/0" . Entonces,

= 100/0°, V. = 10/0°{20/90° ) = 200/90°, V¢ = 200/—90°
Para @ = 4400 rad/s, I = (100/0° )/(10,7/20,8° } = 9,34/—20,8°. Entoncés,
Vg = 9,34/-20,8° (10) = 93,4/—208°, V, = 9,34/-20,8°(22/90° } = 206/69,2°,

Vo = 170/-110,8°

En la Fig. 8-15 se representan los tres diagramas fasoriales de tension. Obsérvese que el mddulo de la ten-
sién en cada elemento reactivo de un circuito serie préximo a la resonancia puede ser muchas veces superior
al de la tensidn aplicada.

¥
]0':' n—— ¥= iOlZl,f_G_°
v =1000° |F
i
ve || v,
200 200
1
{a) «= 3600 (&) «=4000 (¢) w= 4400
Fig. 8-15

83 La frecuencia de la tensién aplicada a un circuito serie de R = 5 ohmios, L = 20 milihenrios y
una capacidad variable C es f = 1000 hertzios. Hallar ¢l valor de C para la resonancia serie.

En resonancia, las reactancias inductiva y capacitiva son iguales, 2nfL = 1/2zfC. Por tanto,

& = 1 I I
T L{2x)? {20 X 10-3)(2¢ X 1000)2
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8-7

A un circuito serie de R = 5 ohmios, € = 20 microfaradios ¥ una bobina de autoinduccién va-
riable L se le aplica una tensién V = 10/0° voltios con una pulsacién ignal a 1000 radianes por
segundo. Se ajusta el valor de L hasta que la caida de tensién en la resistencia sea maxima. Hallar
las caidas de tension en cada elemento.

Como ¥y = RI, la caida de tensidn mixima en la resistencia tendrd lugar en resonancia, esto es, cuando
la intensidad de corriente es mdxima. En estas condiciones, las reactancias han de ser iguales; por cousiguiente,

— _.];H = L = - :
Xe = 75 1000{20 X 10-9) 50 4} 4. = 500

y Z=R=58/0°, Ahora bien, I = V/Z = {10/0° 1/(8{0°) = 2/0° con lo que
¥r = 2/07(6) = 10/0°, V. = (2/0°)b0/30°) = 100/90° y V. = 100/—90°

Hallar la frecuencia de resonancia, asi como los valores de las frecuencias de media potencia de
un circuito serie RLC en el que R = 100 ohmios, L = 0,5 henrios y C = 40 microfaradios.

wy = 1/\/LC = 1/,/0,5(40 x 107%) = 224 1ad/s, con lo que f, = wo/2% = 35,7 Hz (o c.ps.).

A la frecuencia inferior de media potencia, w,, la reactancia capacitiva es mayor que la inductiva, la in-
tensidad de corriente es 0,707 de su valor mdximo, y como I = V/Z, |Z| serd 1,414 veces su valor para w = Wy
Ahora bien, Z = 100 para w = w,, con lo que |Z] = 141,4 Q para w = w,. Por consiguiente, Z = 100 —
HXe — Xp) = 141,4/8, de donde cos 8 = R/Z = 100/141,4 = 0,707, 6 = —45°, Por otro jado,

Xe—X, =R obien 1/4C—wl = R ' (1

Sustituyendo en (/) los valores dados y despejando w, resulta @, = 145rad/sy f, = 145/2n = 23,1 Hz {oc.ps.).
A la frecuencia superior de media potencia, w,, la reactancia inductiva es mayor que la capacitiva, |Z] sigue
valiendo 1414 1 y @ = +45°, En estas condiciones,

XL - Xc = B o bien l‘-ﬂzL - lifwac = R (2)

Sustituyendo valores en {2) y despejando w,, resulta w, = 345 rad/s y fz = 55 Hz (0 ¢.p.s.). Ahora bien, como
wy ¢s la media geométrica de w, y w,,

wyg = Ve = V146X 846 = 224 rad/s

Demostrar que la pulsacion w, de la frecuencia de resonancia de un circuito serie RLC es la media
geométrica de las frecuencias inferior y superior de media potencia, w i Y @, respectivamente.
Como hemos visto en ¢l Problema 8-5, 1/w,C — w,L = R para wy, ¥ w;l — 1/w,C = R para w,. Por

tanto,
lf{mlc.'—' ﬂ),L = w;L - lfﬂ)zc . (J’]

{/) se obiiene
1y — wlor = wgfud — Hog obien 1w + Vg = (0 + wglu’

de donde Wy = Viwwg.

La tension aplicada a un circuito serie con R = 50 ohmios, L = 0,05 henrios y C = 20 microfa-
radios es V = 100/0° voltios a una frecuencia variable. Hallar la tensién maxima en la bobina

al variar la frecuencia. .

El médulo de la impedancia en funcidon de w es Z = \/R’ + (wl — 1/wC). Por tanto, el médulo de la
intensidad de corriente es [ = V/,/R® + (wl — 1jwC).

El modulo de la tensién en L es

Vi = eld = GLVIVR? + (oL — 1/uC)t (1)

Hallando la derivada dV;/dw en la ecuacion (J), igualandola a cero y despejando el valor de ®, s¢ deduce dicho
w para el que Fp es maximo. '

dv,

dw

= % oLV(R? + o?L% — 2L/C + 1/2CY)-1/2

(B2 + &3L2 — 2L/C + 1/2C ALY - wLV3{R? + oPL% — 2L/C + 1/u?C2)~12(2uL2 — 2/.3C7)
R? + 212 — 20/C + 1/u2C? ' ' (2
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Sacando factor comiin LV(R? + w?L? — 20/C + 1/w*C?)" 12 en (2), ¢ ignalando a cero el numerador resulta la
ecuacion

R2 — 2L/C + 2/u?C% = 0

. 2 _ 2
de donde w s = SLO—RiE = INVLC S RICIL ()

Ahora bien, como Qg = wyL/R = ljw,CR, @} = L/R?C; sustituyendo en (3)

w - i EQE {-”
VLC N 2@2—1

Sustituyendo los valotes dados en la ecuacidon (3),

= 2 _
] Jz[o,us}(zﬂ " 10‘"5} — (50 % 20 % 19-6)2 == 1414 rad/s

Esdecir, X; = oL = 1414{0,05) = 70,7Q, X = JwC = 1/(1414 x 20 x 107%) = 354QyZ = 50 + j(70,7 —
35,4) = 50 + j354 = 61,2/353° Q). Entonces, I = V/Z = 100/61,2 = 1,635 Ay

Vimay = 1,635(20,7) = 1155 V

La ecuacién (#) indica que para O grande, la tensidn maxima en L ocurre cuando wg = 1/, /LC. Para va-
lores grandes de @ ias tensiones maximas en R y C se obtienen para @ = wy. Para valores pequeiios de Q, ¥,
¢s maxima por debajo de @e ¥ Vi lo es por eacima. (Véase Prob}cma 8-28.) '

El circuito de la Fig. 8-16 representa la conexién en paralelo

de un condensador y una bobina, siendo R, la resistencia ;,e
Shmica de esta ultima. Hallar la frecuencia de resonancia .
del cireuito. . s 1/10C
La admitancia total del circuito es JoL
Yy = L 4 jeC
T -— - B [
Re+ juls Fig. 8-16
RL L
= 4 WG —
R? 4 212 j( R} + o?L2
. En resonancia, la parte imaginaria s cero, por tanto,
2
UQL . : 1 RLC
= wel de donde wg = —=Al1 —
RE + -ﬂgLi .‘HLC L
Si la resistencia de la bobina es pequefla comparada con wylL, fa frecuencia de resonancia viene dada por

Hallar la pulsacidn w, de la frecuencia de resenancia del cir-
cuito de dos ramas en paralelo representado en la Fig. 8-17.

Si se aumenta el valor de la resistencia de la rama RC, jcudl 40 o
serd el valor maximo para e! que puede existir resonancia?
1 Ri — L/'C e 20 uF i mH
Wy =
VI.C \| RL - L/C
_ 1 B2 — 10-3/(20 X 10~6) Fig. 8-17
V10-9 x 20 X 10-6 \ 42 — 1073/(20 X 105
= 4540 rad/s
El valor del numerador del subradical es 36 — 50 = ~ 14, Por tanto, dicho subradical tiene una raiz real

si e} denominador es negativo, ¢s decir, si RZ < L/C o bien R, < 7,07 Q. Cuando R tienda a 7,07 Q, la pulsa-
cion w, tiende a infiniio.
Si Jo que se aumenta es el valor de R;, la pulsacidn w, tiende hacia cero cuando R, se aproxima a 7,07 ).
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8-10 Hailar los valores de L para los que la pulsacién de la fre-
cuencia de resonancia del circuito de la Fig. 8-18 es @ = 5000
radianes por segundo. 5

La admitancia total es

1 i ' —— 10
Y
2 5 /10 & e
(4+x§ + 125> * ’(125 4+xi) hl
Igualando a cero la parte imaginaria, |
10/126 = X /(4-+X7) obien Xi~125X. +4 = 0 ®)

Las raices de (/) son X, = 12,17y X, = 0,33. Sustituyendo estos valores en la expresidon X, = wl, se obtienen
las condiciones de resonancia del circuito, L = 243 mH y L = 0,066 mH.

&11 Hallar el valor de C para el que entra en resonancia el cir-

cuito de la Fig. 8-19 con @ = 5000 radianes por segundo. g 034
1 1 '
X 8+ 48 i 8,84 - jX, - ,
h =
__<s+s,a4 + if_Xe s &
100 * 535+ X2 ’(59,5 +x% 100
En resonancia, la admitancia compleja es un nimero real. Por tanto, Fig. 8-13
Xc/(69,5 + X2y =6/100 y X2 — 167Kp + 69,5 = 0
de donde X = 8,35 £). Sustituyendo este valor en A¢ = 1fwC y despejando C resulta C = 24 uF,
8-12 Hallar el valor de R; y R que hacen entrar en resonancia
al circuito de la Fig. 8-20 cualquiera que sea la frecuencia. R, é 8
' o
La pulsacidn de la frecuencia de resonancia del circuito es
2 _ r o 2 mH - -
1 Ry~ L/C o 30 4 F
uu —
VLC\ R -~ L/iC
en donde w, puede tomar cualquier valor siempre R? = R = L/C Fig. 8-20

Como L/C = 2 x 10™2)/(80 x 10-°) = 25,

Se deja como ¢fercicio comprobar este resultado para valores de w comprendidos entre 2500 y 5000 rad/s.

8-13 Demostrar que en un circuito seric RLC el factor de calidad Qo = wol/R = f,/AB.

A las frecuencias de media potencia la reactancia es igual a la resistencia.
A la frecuencia inferior de media potencia la reactancia capacitiva es mayor que la inductiva. Por tanto,

_ —R+VRTYALJC

1/2«f,C — 2rfyL = R de donde  f, T

A la frecuencia superior de media potencia la reactancia inductiva es mayor que la capacitiva. Por tanto,

R+ vR2+ 4L/C

2ofyl — 1/22f,C = R de donde  f, = Yo

Como AB = f, — f,, el ancho de banda es 4B = R/2xL. En resumen,

Q@ = fo/AB = 2afoL/R = wL/R
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Hallar ¢! valor del factor de calidad @, de un circuito serie con R = 20 ohmios, L = 0,05 hen-

rios y C = 1 microfaradio utilizando cada una de las siguientes expresiones para Qo woL/R,
1/, CR ¥y fo/AB. '

La pulsacién de la frecuencia de resonancia es wy = 1/ /LC = 1/,/0,05 x 107% = 4470 rad/s, con lo
que fo = wofln = 712 Hz. Por tanto,

Qo = wol/R = 4470(0,05)/20 = 11,2
o bien Qo = Vw,CR = 1/[4470 x 107° x 20) = 11,2
En el Problema 8-13, para la frecuencia inferior de media potencia, 1/2nf,C — 2af,L = R. Sustituyendo,
L/(2nf, x 1079} — 2nf,(0,05) =20 y f; =681 Hz
Para la frecuencia superior de media potencia, 2nfyL — 1/2f,C = R. Sustituyendo, f, = 745 Hz.
Por consiguiente, AB = (745 — 681} y, entonces,
Qo = fo/AB = T12/(745 — 681) = 11,1

Obtener e! lugar geométrico de la intensidad de corriente que circula por el circuito de la Figu-
ra 8-21(a) que tiene una reactancia inductiva variable X,.

El lugar geométrico de Y es una semicircunferencia de radior = 1/2R = 0,1, como indica la Figura 8-21{b).

L0

' G — YV
1
5
50;0_0691
iXy
{a) {b) Plano Y {c) Lugar del

Fig.8-21

En estas condiciones, el lugar geométrico de la intensidad de corriente s¢ obtiene de la expresion I = VY,
en donde V = 50/0° voltios. El lugar geométrico de la intensidad es andlogo al currespondiente de Y y tiene
un valor méximo de 10 A cuando X, = 0. [Véase Figura 8-21(c).]

Obtener el lugar geométrico de la intensidad de corriente que circula por el circuito de la Figu-
ra 8-22(a} que tiene una resistencia variable R y una reactancia capacitiva fija.

El lugar geométrico de Y es una semicircunferencia de radio r = 172X = 0,1, como indica la Figura 8-22(3),

10
T
R
50@36)1
——— —-jb
L -V
{2} {b) Plano Y {¢) Lugardel

Fig. 8-22

El lugar geomeétrico de la intensidad de corriente se obtiene de ia expresion I = VY, en donde V = 50/0°
voltios. La intensidad tiene un valor mdximo de 10 A para R = 0. [Véase Figura R-22(¢).]
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8-17 Hailar el valor de R, para el que existe resonancia en el circuito de la Fig. 8-23{a). Trazar el lugar
geomeétrico de Y y explicar los resultados obtenidos.

La admitancia total es

N 1 1 Ry 4 ./ B 10
Yr = ok — = (4 e
T By + 510 4~ 7B (Ri+ 100 41) * J(41 R? + 100)
En resonancia, la parte imaginaria de Y debe ser nula, es decir, 5/41 = 10/(R? + 100), de donde R} = —18.
Por tanto, no existe ningin valor de R, que dé lugar a resonancia.

y

R,

o —---————- m

MWW

e = 5

o2z

(a) {b) Lugarde ¥
Fig. 8-23
La admitancia de la rama fija es 1/(4 —~ j5) = 0,0976 + 40,122, El radic de la semicircunferencia corres-
pondiente al lugar geométrico de esta rama variable es r = 1/2X, = 1/20 = 0,05, con lo que su didmetro es

0,10. Como la susceptancia capacitiva de la rama fija es 0,122, el lugar geométrico de la rama variable no corta
al eje real y, en consecuencia, no es posible el fenémeno de la resonancia.

818 Trazar el lugar geométrico de la intensidad de corriente que circula por el circuito de la Fig. 8-24(a)
y hallar el valor de R para el que la diferencia de fase entre V e I sea de 45°,

La admitancia de la rama fija es 1/R = 0,1 U. Ei radio de la semicircunferencia del lugar geométrico de
la rama RC es r = 1/2X. = 1/8 = 0,125. [Veéase Figura 8-24(}).]

]

1

Ay N

45°
I= o1y

{a) {b) Lugarde¥Y,, {c) Lugardel,
Fig. 8-24
En la Fig. 8-24{c} se observa que la intensidad esta adelantada respecto de la tensidén un dngulo de 45° en

el punto indicado. Las partes real ¢ imaginaria de Yy deben ser iguales, Como

Y, = n1+—ﬁc-—>+j-4—
T " RL+16 R + 16 )’

e _ 4

- = 5 de donde K, = 2Q
Rz + 16 R + 16

0.1 +
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ia Fig. 8-25. Se obtuvo que el valor absoluto de
V,; s constante ¢ igual 8 V3 = 3V, y que el fasor v } ) 5
V p €sta retrasado respecto de la tensidn aplicada V
un 4ngulo 26, siendo 8 = arc tg wl/R. Represen- v
tar gréficamente estos resultados. '

En el Problema 6-18 se ha estudiado el circuito de
ﬁél'a

En la primera rama, Z = 2R, ¥ = 1/2R y la intensidad
de cocriente es I, = V/2R. La caida de tension ¢n la resis-

tencia es 1,
Ve=IR = VY2

Fl diagrama fasorial de la Fig. 8-26 muesira las ten- _
siones ¥ ¥ Viga siendo A ¢l punto medio de V. Fig. §-26
El jugar gecmétrico de iz admitancia Y de la segunda rama es una semicircunferencia. Por tanto, el tugar

geométrico de la intensidad de corriente es, asimismo, una semicircunferencia, como representa la Fig. 8-2%{a).

En el diagrama fasorial de tensiones aparece la caida de tensién en la bobina, Vg, ¥ la correspondiente €n Ry,
V5 La tensidn V cs la suma de ambas caidas de tension. Obsérvese que I estd retrasada 90° respecto de Vgy.

Lugar [y
(a} _ (b)

Fig. 8-27 Fig. 8-28

Las tensiones Vgy ¥ Vip SOT siempre perpendiculares, cuzlquiera que sea el valor de L. Al variar L desde
0 hasta oo, ¢l punto B se traslada de M a N por la semicircunferencia dej lugar.
_Enla Fig. 8-28 se han superpuesto los dos diagramas fasoriales de las Figs. 8-26(0) y §-27(h). Se puede apre-
ciar que el radic de la semicircunferencia es Vg5, que vale 4 y que permanece consianle en moédulo. Ademas,
el dngulo ¢ de retraso de ¥ ,p respecto de V es igual a 26, en donde @ = arc 1g wlL/R.

El lugar geométrico de la intensidad de corrienie total que circula por un circuito paralelo de

dos ramas se ha representado en la Fig. 8-29. Determinar los elementos de cada rama especificando
qué elemento €3 variable. :

R, Ry

Lugar de Ly

Fig. §-29 - Fig.8-30
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En el punto inferior de la semicircunferencia la intensidad de corriente que circula por la rama variable es
nula. Por tanto, ¢n este punio la corriente total circularia enteramente por la rama 1 cuyos elementos son fijos.
Ahora bien, esta corriente estd retrasada respecto de la tensidn, con lo que la rama fija debcm contener una re-
sistencia R, y una bobina L,. -

La semicircunferencia del lugar geométrico de la intensidad que circula por ia rama 2 indica que la corrien-
te estd en fase con la tensién en su valor méximo. En los otros puntos del lugar, I, estd retrasada respecto
de Y. Por tanto, la rama 2 contiene una resmten(:la R, y una bobina de autoinduccion variable L,, como se in-
dica en la Figura 8-30.

Problemas propuestos

La tensién aplicada al circuito serie RLC de la Fig. 8-3! es v = 70,7 sen (500¢ + 30°) voltios y la intensidad de
la cotriente que circula vale / = 2,83 sen (5007 + 30°) amperios. Hallar los valores de R y de C.

Sol. R=2190Q, C=8uF.

—
i
F i
: 543 10
v "') t . 0.5 H :
50/0° 4 C
T C
" Fig, 8-31 Fig.§3-32

En el circuito de la Fig. 8-32 la impedancia de la fuente ¢s 5 + 3 ohmios y su frecuencia 2000 hertzios. ;Para
qué valor de C la potencia disipada en la resistencia de 10 ohmios es -midxima?
Sol. C=266uF; P=111W

Ei dngulo de fase de un circuito serie RLC con L = 25 milihenrios ¥y € = 75 micrefaradios a la pulsacién
w = 2000 radianes por segundo es de 25° en retraso, ;| A qué pulsacidn ¢l Angulo de fase es de 25° en adelanto?
Hallar w,. Sol. w = 267 rad/s; wy = 730 rad/s.

La tensidn aplicada a un circuito serie RLC con L = 0,5 hennos es v = 70,7 sen {500 + 30°) voltios y la inten-
sidad de la corriente que circula vale { = 1,5 sen (500¢) amperios. Hallar los valores de R y de C. ;Cual serd
la pulsacién w, de resonancia del circuito? Sol. R=408 Q; C = 883 uF;, w, = 476 rad/s.

A un circuito serie con R = 10 ohmios, L = 0,2 henrios ¥y C = 40 microfaradios se le aplica una tensién de
frecuencia vartable, Calcular las frecuencias /), f, v f> a las que la corriente estd, respecto de la tensién, adelan-
tada vy retrasada 30°, en fase, respectivamente. Sof. f; = 54,0 Hz; f, = 56,3 Hz; f, = 58,6 Hz (0 ¢.p.5.).

El 4ngulo de fase de un circuito serie RLC con R = 25 ochmios ¥y L = 0,6 hennos a una frecuencia de 40 hertzios
es de 60° en adelanto. Hallar la frecuencia de resonancia del circuito. Sol. fy =454 Hz {0 c.ps.)

En el circuito senie de fa Fig. 8-33 se varia la frecuencia hasta que
la tensién en ¢l condensador sea maxima, Si la tensién eficaz aplica-
da es de 100 voltios, calcular la tensidn maAxima en el condensador
y la pulsacién a la que tiene lugar. i
Sol. Ve =1155V; o = 707 rad/s. '

El factor de calidad del circuito serte del Problema 8-27 es, como 100/0° ' 005 H
se ha visto, Q, = welL/R = 1. Tomando el valor R = 10 ochmios, s variable

con lo que Oy = 5, hallar la pulsacién & la cual la tensidén en el

condensador es maxima, Repetir €l problema para R = 5 ohmios.

Sol. @ = 990; Y98 rad/s. Nota. Para Qg 2 10 se puede suponer
que las tensiones méximas en R, L y C ocurren todas a la
frecuencia de resonancia f; o pulsacién wy.

M uF

Fig. 8-33
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Para poner de manifiesto el efecto del factor de calidad ! sobre el médule de la intensidad de corriente a fre-
cuencias préximas a la de resonancia trazar las graficas de variacion de Y con respecto a w para los signientes

circuttos: Circuite t: R = 5 ohmios, L = 0,05 henrios ¥ € = 20 microfaradios. Circnito 2: £ = 10 ohmios,
L = 0,05 henrios ¥y C = 20 microfaradios.

En el circuito paralelo de la Fig. 8-34, L = 0,2 henrios ¥ C = 30 microfaradios. Hallar la puisacidn de reso-
nancia si R; = 0 y compararla con ia que resulta para R = 30 ohmios. Sol. wg = 408; wy = 323 rad/s.

= == 2 F

it
i

fic

]
=r
-

Haillar la frecuencia de resonancia f; del circuito paraielo de la Figura 8-35.
Sol. f, = 159 Hz (o c.ps.})

En el Problema 8-31. ;para qué valor de una resistencia que s¢ colocara en serie con €l condensador resultari..
una frecuencia de r:sonancia de 300 hertzios? Sol. R =06 L.

Hallar el vaior de R, para el gue el circuito paralelo de la Fig. &36 entra en resonancia.
Sof, R, = 12250

i Para qué valor de X, entra en resonancia el circuito paralelo de la Fig, 8-377 Trazar el lugar geométrico de Y
y explicar el resultado.

10 2,94
) R

iX, 11T

Fig. 8-37 Fig.8-38

Haliar el valor de R, para el que ¢l circuito paralelo de la Fig. 8-38 entra en resonancia. Trazar el lugar
geométrico de Y y explicar el resultado. Sof. Re = 0.

El circuito paralelo de la Fig. 8-39 entra en rescnancia para X = 9,68 ohmios y X¢ = 1,65 ohmios. Determinar
el fasor intensidad de corriente total para cada valor de la reactancia capacitiva.
Sol. 1,83/0° A; 361/0° A,

Ir 5 ) 10 o
‘ C

T

el

Il

Fig. 8-39 Fig. 8-40

;A qué valor de R entrd en resonancia el circuito paralelo de la Figura 8-402 Sol. R, =610
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838 La tensidn aplicada a un circuito serie formado por una reactancia inductiva fija X = 5 ohmios y una resisten-
cia variable R es V = 50/0° voltios. Trazar los lugares geomeétricos de la admitancia y de la intensidad de co-
rriente.

839 A un cifcuito serie formado por una resistencia fija R = 5 ohmios y una capacidad variabie C se le aplica la ten-
sién V = 50/0° voltios. Trazar los lugares geométricos de la admitancia y de la intensidad de cornente.

$40 En el circuito paralelo de Ja Fig. 8-41 la autoinduccidn de la bobina puede variar sin limites. Trazar el lugar geo-
métrico de la admitancia y demosirar que no es posible la resonancia.

I
. T
10 5 3% an R s
IGGECND'
i X : g6 mH ' 76,25
Fig. 8-41 Fig.8-42 Fig. 8-43

8-41 El circuito de la Fig. 8-42 entra en resonancia para dos valores de la capacidad del condensador C a Ja pulsa-
¢ién w = 5000 radianes por segundo, Calcular ambos valores de C'y trazar el Jugar geomeétrico de la admitancia.

Sol. 20,6 uF; 121 4F.

842 En el circuito paralelo de la Fig. 8-43 la intensidad de corriente Iy esta retrasada respecio de la tension aplicada
un 4ngulo de 53,1° cuando R = 0. 8i R = oo {circuvito abierto}, Ir adelanta ¢] mismo dngulo respecto de la ten-
sion. Trazar e} lugar geométrico de la admitancia y explicar ¢} resuttado, ; A qué valor de R entraria en reso-
nancia el circuito? Sofl. R=15672514.

843 Hallar ¢l valor de R para que entre en resonancia ¢l circuito paralelo de la Fig. 8-44 y trazar el lugar geo-
métrico de la admitancia explicando el resultado.

844 FEn el Problema 8-43, ; qué cambio en la reactancia inductiva hace posibie la entrada en resonancia para algan
valor de la resistencia variable R? Sel. X, 58240

8-45 Hallar el valor de R para el que entra en resonancia €l circuito paralelo de la Fig. 8-45 y trazar el diagrama
de su lugar geométrico. Sol. R =534 %L

Jlu T“js ' j‘ T'_JB L Tlﬂ‘ wF

Fig. 8-44 | Fig. 8-45 Fig. 8-46

84 En el circuito paralelo del Problema 8-11 se conseguia la resonancia variando la capacidad de C. Mediante €l
diagrama def lugar geométrico de la admitancia explicar por qué se obtuvo un solo vaior de C en tugar de dos

para la resonancia.

847 El circuito paralelo de la Fig. 8-46 se consigue entre en resonancia variando el valor la autoinduccion L de la
bobina. Construir ¢l diagrama del lugar geométrico de la admitancia y determinar los vatores de L para la re-
sonancia §i @ = 5000 radianes por segundo. Sol. L =243, 0,066 mH.

848 En el diagrama del lugar geométrico de la admitancia del Problema 8-47 hallar ¢l valor de L para ¢l cual la
intensidad de corriente total es minima. {Cudl serd el méduio de esta intensidad si el vajor eficaz de la tension

aplicada es 100 voltios? Sol. L =295 mH: I, =351 A
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En el Problema 8-47 aplicar una tensién V = 150/75° voltios
y obtener I; para cada valor de L que origine ia entrada en _L
resonancia del circuito,

Sol. Ip = 7,98/15°; 78,9/15° A, "("‘)t 4 Van .

En el circuito de fase variable de la Fig. 8-47 la fase de lu 2004 12 R,
tensién V5 puede variar desde 10° hasta 170° en retraso. A la
frecuencia de 60 hertzios, jcudl serd el margen de varizcidn
de R; que produce la citada variacién de fase?

Sol. 464 a 6080 . . - _Fig.8-47

En cada una de las Figs. 8-48{«), (b) v (¢) s¢ encuentran los diagramas de los lugares geométricos de las inten-
sidades de corriente total de tres circuitos que contienen un elemento variable cada uno. Obtener el circuilo a

que corresponde cada uno de ellos,
Eugar de 1y \
! -y

Lugar de I;

Lugar de 1

ol
(a) fv (8) \- ()

Fig. 8-44

Sel. (a) Un circuito paralelo de dos ramas, Rama |: R v X¢ fijas; rama 2: R fija y X, variable.
(&)  Un circuito paralelo de tres ramas. Rama 1: Ry X, fijas; rama 2: Xcfija;rama 3: R fija y X, variable.
(¢} Un arcuito paralelo de dos ramas. Rama t: R y X fijas; rama 2: X, fija ¥y R variable.

Determinar el circuito correspondiente ai lugar geométrico m—ne Y 2 250/30°

de intensidad de corriente representado en la Fig. 8-49 sa- ¢
biendo que w = 2000 radianes por segundo. . 4 Lugar de I, 3
Sel. Rama !: R= 707 Q: L = 3,54 mH. %

Rama 2: R=707 Q; C = vunabl# Fig. 8-49

En la Fig. 8-50 sc encuentra ¢l diagrama del lugar geométrico de la inlensidad de corriente que circuia por un
circuito paralelo de dos ramas. [ Qué cambio en la rama RL. hace que el punto 4 se encuentre sobre el fasor
tensiém? Sol. X, = 578Q.

{"7 Lugar de ¥,
'$ ¥

#

w
¥ = 100/0° V = 160/—25°

!‘ = 1
8‘_/_:!22
Fig.8-58 Fig. 8-51

8-54 Enia Fig. 8-51 se encuentra el diagrama del lugar geométrico de la intensidad de corriente que ¢ircula por un

circwato paralelo d¢ tres ramas. Determinar todas las constantes del circuito sabiendo que w = 5000 radianes

por segundo.
Sol. Rama 1: R =805 L = 0423 mH. Rama 2: R = 4,16 Q; C = 27,7 uF. Rama 3: L = 2.74 mH y

R variable,



Capitulo 9

Analisis de un circuito por el método
de las corrientes de malla |

.

INTRODUCCION

Las fuentes de tensidn en un circuito elécirico originan unas corrientes en las ramas gue, a su vez,
dan lugar a unas caidas de tensién en los componentes de las mismas. Resolver un circyito consiste en
hallar las intensidades, con su sentido de circulacién, en cada una de aqueilas ramas o bien determinar
Jas caidas de tension en cada uno de dichos componentes.

METODO DE RESOLUCION POR LAS CORRIENTES DE MALLA

Para aplicar este método se eligen, en primer lugar, lazos cerrados o mallas, asigndndoles una co-
rriente eléctrica. Estos lazos o mallas se llaman corrientes ciclicas de Maxwell o simplemente, corrientes
de malla, como se representa en la Fig. 9-1. Acto seguido, se escriben las ecuaciones de la segunda ley
de Kirchhoff para cada malla tomando las intensidades de aquellas corrientes como variables desco-
nocidas, I, I, ¢ I, en el ejemplo, y se resuelve el sisiema de ecuaciones asi formado. La corriente en cada
rama s¢ halla mediante la primera ley de Kirchhoff y es o 'bien una corriente de malla (caso en que la
rama solo pertenezca a una malla) o bien una combinacidn algebraica de dos corrientes de malla (caso
en que la rama sea comun a dos mallas), _

T4 | — ol

v.(~)] Zs BIES IC«- Vs

Fig. 9-1. Corrientes de malla en un circuito

Por ejemplo, la corriente en el elemento Z, es Iy, y la corriente en Zz es I, — I, si I, es mayor que I,

o bien I, — I, en caso contrario (el sentide de circulacion es el correspondiente a la mayor intensidad

de las dos mallas contiguas). La caida de tension en un elemento cualquiera del circuito es el producto

de la impedancia compleja del mismo por ¢l fasor intensidad de corriente que lo atraviesa (el borne del

elemento por donde entra la flecha del sentido de la intensidad estd a mas tension que por donde sale).
Vamos a obtener el sistema de ecuaciones del circuito de tres

mallas independientes de la Fig. 9-1 aplicando a cada malla la se- z,
gunda iey de Kirchhoff. En la Fig. 9-2 aparece la primera malia e MY
aislada y se ha de verificar que la suma de las fuerzas electromotrices

¢ subidas de tensién es igual a la suma de ias caidas de tension. /11\\

La sepunda malla no contiene fuente de tensidn aiguna; por tanto,
la suma de las caidas de tensidn a lo largo de eila es cero.

Z,‘ll + ZB(II - lz] = VA {f] Y. QMBI [] Zg Iy

ZJd;, + Zp(l; + I;) + Zg(l, — 1} =0 (2}
Para la tercera malla tendremos, '
Z£I3 + Zﬂl:l} + Iz:i — VB ’ Co {3) Fig.s-z

99
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Es decir, P
(Za+ Zu);, — Zsl, = Va4 (1)

~Zoly + (Zs+Ze+Zo)l + Zols, = 0 (2)

Zol, + (Zo+Ze)ls = Vi (8)

Este sistema de ecuaciones se puede obtener directamente. Para ello, consideremos la primera malla,
que aparece en la Fig. 9-2. La corricnte I, tiene el sentido de las agujas del reloj ¥ las caidas de tensidon
en todos los elementos de esta malla son todas positivas. Ahora bien, por Zp también circula la cornente
I, de Ia segunda malla, pero con sentido opuesto a I,. Por tanio, la caida de tension en Zy debida a I,
es ~2Zgl;. La caida de tension V , es positiva por tener el mismo sentido que I,. En estas condiciones,
aplicando la segunda ley de Kirchhoff a la primera malla se obiiene ia ecuacion (1'). Andlogamente,
resultan las Ecuaciones (2') v (3').

Los términos caida y subida de tensién o potencial son mas propios de los circuitos de corriente
continua (c.c.} en los que su significado es mds claro que en los de corriente alterna (c.a.}, en donde los
valores instantdneos d¢ tension y de intensidad de corriente son unas veces positivos y otras negativos.
La segunda ley de Kirchho!T en régimen permanente senoidat aplicada a una malla o lazo cerrado dice:
La suma geométrica de los fasores de tension de las fuentes activas de la malla es igual a la suma geomsé-
trica de los fasores de caidas de tension en lus impedancias de la malla. '

ELECCION DE LAS MALLAS

La solucton de un circuito por el método de las corrientes de mallas se simplifica extraordinaria-
mente eligiendo bien las mailas a considerar. Por ejemplo, supongamos que en el circuito de la Fig. 9-1
solo es necesario conocer la corriente que circula por la impedancia Zy; lo més cémodo sera resolver
el problema de forma que por Z, no circule mds que una corriente de malla, es decir, que dicha impe-
dancia no pertenezca mas que a una malla. En estas condiciones, solo habrd que determinar el valor
de la corriente de malla J,. En la Fig. 9-3 se pueden observar las nuevas mallas clegidas.

ZA z{' zE
e =3 —
—— [ TR byl

Fig.9-3

El sistema de ecuaciones correspondiente a tal eleccién de mallas es

(Za+ 25, + 2412 = Va
2, + (Za+Ze+Zp)l: + Zol; = V4
Zpls + (:Zn + ZE)Ia = Vg

En cualquier caso. por cada clemento del circuito debe circular al menos una corriente de malla
y no tiene por qué haber dos ramas con la misma corriente o igual combinacidn algebraica de corrientes.
En el parrafo siguiente vamos a ver el criterio que permite saber el nimero minimo de mallas independien-
tes para resoiver un circuito. Si ¢l namerc de mallas que se adoptan es menor que el necesario, el sis-
tema de ecuaciones no es valido.
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NUMERQO MINIMO DE MALLAS INDEPENDIENTES

Si el circuito es plano y sencillo, el nimero de mallas necesario se deduce ficilmente a stmple vista.
Para circuitos mas complejos es preciso tener algin criterio que proporcione el numero de ecuaciones
linealmente independiente, necesario para resolver el circuito en cuestion.

W i - “"-.‘
’.-'
L) ~ /
\ s !
\ / /
\Y .",
S
2N / s 4
Y 7 el
Y -~
\“‘6"’

(a) . (b} (e}

Fig. 94. Un circvite, su grafo y su arbol

En la Fig. 9-4(b) se representa el grafo del circuito que figura a su 1zquierda, (4); los nudos se han
sustituido por circulos pequefios y las ramas por lineas. La Fig. 9-4(c) muestra un posible drbol del grafo
que solo contiene ramas que no forman malla o lazo cerrado. Sin embargo, este drbol no es dnico. Las
lineas de trazo continuo se llaman ramas del arbol y las de trazos, ramas de enlace. Cada una de las ramas
de enlace forma una malia tinica con las ramas de} rbol. E! nimero de mallas necesario de un circuito
es igual al numero de ramas de enlace: en el ejemplo gue consideramos, este nlimero €s cuatro.

Se llega al mismo resultado anterior haciendo unos cortes en las ramas de! circuito de manera que
cada uno de ellos abra una malla. Cuando no quede ninguna malla sin abrir, ¢l nimero de cortes efec-
tuados es el numerc de mallas independientes a considerar.

Otro criterio consiste en contar el nimero de ramas y ¢l de nudos del circuito. El numero de mallas
o lo que es igual, el de ecuaciones del sistema es:

numero de ecuaciones = ntumero de ramas — (nimero de nudos — 1)

Por ejempio, en el circuito de la Fig. 3-4(a) hay siete ramas y cuatro nudos. El numero de mailas indepen-
dientes es 7 — (4 — 1) = 4, como ya hemos visio.

PLANTEAMIENTO DIRECTO DEL SISTEMA DE ECUACIONES DE MALLAS
Las ecuaciones correspondientes & un circuito de tres mallas son, en notacion general,

Zul, = Zyde * ZxIn = V)

+ Za I, + Zols = Losly = VE
+ Zady = Zals + Zaads = Va

El coeficiente Z,, se llama impedancia propia de la malla uno y es la suma de todas las impedancias
del lazo por las que circula la corriente de mtensidad I,. Los coeficientes Z,, y Z;3 son las impedancias
de las mallas dos y tres, respectivamente.

El coeficiente Z,,, se ilama copedancia de las mallas uno y dos y ¢s la suma de las impedancias co-
munes a los dos lazos, uno y dos, por los que circulan las corrientes de intensidades 1, ¢ I,, respectiva-
mente. Es evidente que Z,; = Z,. Los coeficientes Z,3 = Zyy, Zp3 = Z,, son, andloga y respecti-
vamente, las copedancias de las matlas uno y tres, y dos y tres. El signo de las copedancias s positivo
o negativo, segin que las dos corrientes de malia sean del mismo sentido o de sentidos contrarios.
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El término independiente V, es la suma algebraica de las tensiones de las fuentes de la malla uno.
Cada tension de fuente se considera con un signo que es positivo si el sentido de la corriente que pro-
duce, del polo negativo al positivo, coincide con ¢! de la corriente de malla, y negativo en caso contrario,
Los términos independientes V, y V; son las sumas algebraicas de las tensiones de las fuentes de las mallas
dos y tres, respectivamente.

Ejemplo 1.

Escribir el sistema de ecuaciones en las corrientes de ma-
lla del circuito representado en la Figura 9-5. i4
En el esquema del propio circuito se han sefalado las
corrientes de malla a considerar. Como en la malla uno no
existen fuentes de tensidn, el término independiente de la pri- 8
mera ecuacion del sistema es cero

1,(~78) + (£, — 110 + (I, = Iy)6 = 0

La fuente 5/30° de la malla dos hace circular ena corrente de

5 —— - = P q
sentide contrario a la ciclica de su malla, razén por la cual se 10/0°
ha de considerar con signo menos.

L) + (L, — I8 + (I, —I)1¢ = —{§/30°)

Aplicando la segunda ley de Kirchhoff a la tercera malla se
deduce Fig. 9-5

108+ 74) + (I, — 1,6 + (Iy—~1)8 = ={10/0°)

Agrupando terminos resuita el sistema de ecuaciones siguiente:

(16 — 81, — 101, — Bl; = 0
—101, + (18+j4)I; — gly; = —{6/30°)
—51, — 8, + {16+j4)l; = ~{10/0°)

Compatemos este sistema de ecuaciones del circuito dado con el del circuito de tres mallas general. La im-
peduncia de la malla uno es Z,, = (5 + 10 — j8) = 15 - 8. La copedanciz de las mallas uno y dos es
Z,, = Z,, = 10; ahora bien, como /, ¢ I, son de sentido contrario circulando por Ja misma impedancia, £,
lleva signo menos. Andlogamente, la copedancia Z,; = —5. Obsérveseque Z; = 23, Zy3 = L3, ¥ £33 = Z;,.

La fuente de tension de la malla dos es 5/30° y lleva un signo menos porque hace circular una corriente de
sentido opuesto a [a2 de malla correspondiente, como ya indicamos. Cada término def sistema de ecuaciones ob-
tenido tiene su imagen en ¢l sistema mas general.

MATRICES

Una matriz es una disposicion ordenada de entes (ntmeros, funciones, etc.) en filas y columnas,
encerrada entre corchetes, y que obedece a ciertas reglas o digebra. En la matniz '

Er; @1z Qs ve-  in

dz1 Gz Q2 S Ton
A = P B R N B B B BN @+ & B ¥ % W

Ami Omz Enis e amn..l

los niimeros a;; se llaman elementos de la misma. El elemento a,; pertenece a la fila i y a la columna j.
Esta matriz consta de m filas y # columnas y, por ello, es de orden «m x n» y se llama «matriz 4», 0
«matriz 4 m x n», o bien «matriz m x n [a;;]».

La condicion necesaria y suficiente para que dos matrices sean iguales es que tengan idénticos sus
elementos correspondientes; ¢s decir, una matriz ha de ser copia exacta de la ofra para que sean iguales.
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SUMA ALGEBRAICA DE MATRICES

Dos matrices del mismo orden se pueden sumar o restar, es decir, son conformes respecto de la
suma algebraica.

La suma (resta) de dos matrices m x n, 4 = [a,] y B = [#,] es otra matriz C cuyos elementos
son la suma (resta) de los correspondientes de 4 y B. Por tanto, 4 =+ B m'[a” + byl

Ejemple 2. Si A = |:1 . O:I y B = [ﬁ 2 :]. la suma

2 7 3 01
A+ B = |LF0 442 0461 Ji y la diferencia 4 — B = =L
2+0 7+1 3+1 2 8 4 2 6 2
MULTIPLICACION DE MATRICES
El producto 4B, en este sentido, de una matriz A = [ay, a,; a;3 ... @] de orden 1 x m,
buy
b2l
por otra matriz B = | by, [ de orden m x I, es otra matriz C de ordea 1 x 1:
Bm1 L
-7 bu
C = [a.u iz ... d;m] . b1 = [ﬂubu + Gizbar + + ¢ +dlmb’m1] = l:E ik bm]
- k=1
Bm1

Obsérvese que cada elemento de la fila se ha multiplicado por el correspondiente de la columna
sumando a continuacion los productos obtenidos. El producto de matrices se hace siempre multipli-
cando filas por columnas.

2
Ejemplo 3. [1 8 6)| 4 | = [1(2) + 3(4) + 6(-2)] = [4]
-2

El producto 4B, en este sentido, de una matriz 4 = [a,] de orden m x s, por otra matriz B = (6]
de orden s x n, es otra matriz C = [¢;;] de orden m x a, siendo

Ciyy = Eﬂu:b;;j, t=1,2,...m, §=12,...,n
k=1

g Gy b b @iy + aygbay a1 byg+ Gigber
. 11 12 b b b b
Ejemplo 4. a1 G; |1y = | Gmbitaggby 91053t B9a0s
Gs; G3z Lo @331y + 2gabg;  aa1byg + azobas
3 5 -8\ L 81, + bI, — 8ly
Ejemplo . |2 1 6|25 | = |21+ 1+ 68l
-6 7 || I 4l ~ 6y + Tl
i — o — —3)(0 5(8) + {—3)(9
Ejemplo 6. 5 —3(18 -2 6] _ |B(B)+ {37 B 2) + (—8)(0} 5(6) + {—3)( }:\
& 2ll7 o o 48) + 2(T)  A(=2) +2(0)  4(6) + 2(8)

19 ~10 8
T 14 -8 42
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Las matrices anteriores 4 y B se llaman conformes respecto del producto, es decir, para que exista
el producto AB es imprescindible que el nimero de filas de B sea igual al de columnas de A. Por con-
siguiente, si A es una matriz 3 x 2y Besuna matriz 2 x 5 existe el producto AB, pero no existe BA.

Analogamente, si

INVERSION

D es una matriz 3 x 3 y £ es 3 x 3 existen ambos productos, AB y BA.

En una ordenacion cualquiera de nameros naturales existe una inversion cuando un nimero pre-
cede a otro menor que él. '

Por ejemplo, en la ordenacidn 132, cl 3 precede al 2;
cede al 2y al 1, y el 2 precede al 1; hay,
el 2 precede al 1; la ordenacién tiene 4 inversiones. En 3421, el 3 p

al 1y el 2 precede al 1; la ordenacion tiene 3 inversiones.

DETERMINANTE DE UNA MATRIZ CUADRADA

Consideremos uns matriz cuadrada de orden n,

@y Gz Qs Qi
Gz1 Q22 OG22 . Q2
A " om ] LI
Lﬂn] dnz Ond Onn
y formemos todos los productos de la forma ay;, daj, d3j; - - - Gajy
un elemento de cada fila y otro de cada columna,
conveniencia, 1, 2, ..., n, T4z0n por la cual el orden j,, j3, . - -

las n! permutaciones de los niimeros 1, 2. ..
segiin que ¢l numero de inversiones de la perm

pectivamente.

En estas condiciones, el determinante de una matriz ¢
el polinomio gue resulta al sumar los n! productos distintos, ca
con los elementos de A.

Fl determinante de una

Ejemplo 7.

Ejemplo 8.

a1
a2y

Gy
dgy

31

dy2
doz

12

K

&ag

—

a3
Gz3

Cag

@y 093 —

por tanto, existe una inversion. En 321, el 3 pre-
pues tres inversiones. En 4213, el 4 precede al 2, al1yalld,y

recede al 2y al 1, el 4 precede al 2y

de manera que solo exista en ellos

Obsérvese que el orden del primer subindice es, por
 j, det segundo subindice serd una de

_. n. Ademas, asociemos un signo, + 0 —, 2 cada producto,

Gyolq)

utacién de los segundos subindices sea par o impar, res-

padrada A de orden a, que se escribe | 4|, es
da uno con su signo, que se pueden formar

matriz cuadrada de orden n se llama determinante de orden n.

= 040033 — C11823032 — 243021 %33

+ @yga3agy T+ Q1301033 — 21302203

MENOR COMPLEMENTARIO Y ADJUNTO DE UN ELEMENTO

El menor complementario de un elemento 4;;
de orden (n — 1), que se obtiene suprimiendo fa fila v la column
menor complementario d¢ un elemento 4;;

El menor complementario con su signo, {— t

lo escribiremos en la forma
yi*i| M|, se llama adjunto de a; y se escribe A

de un determinante de orden a es el determinante
a a que pertenece dicho elemento. El

| M.
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Ejemplo 9. ' 611 %13 3
En el determinante de tercer orden A} = | Gz S22 Gy’
@3y "33 S8z
B5r Gy
O3y G32

a3 Gyp & Oy

Gy B3z

(Myg] = ¥ Agg = (~—1)2+3 = —

Gy (ag

DESARROLLO DE UN DETERMINANTE POR LOS ELEMENTOS DE UNA LINEA

E! valor de un determinante |4 | de orden n es la suma algebraica de los n productos que se obticnen
multiplicando cada elemento de una linea {fila o columna) cualquiera por su adjunto correspondiente.

Es decir,

an 2z
[A] = lam @ G| = Guzdiz + 6xdn + Gpds
s (3 33

Az fzg
= —ag 21 L Qs Qrp Qs | sz au e
yy daz QG am G21 an
es ¢l desarrollo de |A] por los elementos de la segunda columna.
4 7 4 7 7
Ejemplo 10. 2 1 -6 = 3 ~ & + 0
1 -6 —& 2 1
3 b 0
= 3{4{—6)— 71} — BB} -T2} + 0 = T
83 5 8 1 2
Ejempla 1. 1 o g} = —sl i 3| = —5{1(3) —2(4)} = 2b
4 3
T 2 4 -2
Ejemplo 12, 5 o) = b g -zl = 5{4(-3) — (—2)(8)} = 20
2 —8 .

PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES
1. Si un determinante tiene dos lineas iguales es nulo. Por ejemplo,

1 8 1
-4 2 —4 = 0
6 1 6

2. Maultiplicando los elementos de una linea por un nimero k, ¢l determinante queda multiplicado
por k. Por ejemplo,

3 -4 2 ' § -8 4 3 -4 4
2l_1 5 ol = 1-1 5 o =1]-1 B 0
2 6 T 2 6 T 2 6 14

3. Permutando dos lineas de un determinante, éste cambia de signo. Por ejemplo,
1 4 7 4 1 Ki 3 -6 9

-2 5 8{ = -5 -2 8] = -|~-2 b5 8
3 -6 9 -6 8 9 1 4 7
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4. Si cada elemento de una linea es suma de dos ¢ mds aumeros, el determinante se puede expresar
mediante la suma de dos u mas determinanies. Por ¢jemplo,

8 -7 b 5 -9+2 5 3 -9 5 3 2 5
9 4 5| = |2 440 -5| = |2 4 -B|+ ]2 o0 -5
1 6 8 1 8-2 8 1 8 B8 1 -2 8

5. Si a los elementos de una linea se le afiaden los de otra multiplicados por una constante k, el
valor del determinante no varia. Por ejemplo, ‘.

1 9 -3 1 9+3(-3) -3 1 0 -3
4 6 -2| = | 4 e6+8-2 2! = |4 0 -2
-3 1 5 -3 1+3(5) 5 -8 16 B

SOLUCION DE LOS SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES POR DETERMINANTES:
REGLA DE CRAMER _

El sistema de tres zcuaciones lineales con tres incdgnitas x,, x5, Xa,

Gl + QX + Quts = K

GoT; + @az¥e + Qaata = Kz

Gy + 0T + Gurs = ks
se puede escribir en la forma matricial

dun 21z Q13 &I k1

gy dz2 Qs I'a = ks

Qs; Gs2 O3z | ¥ ks

Si multiplicamos cada elemento de la primera columna por x,, el vaior numérico del determinante
de los coefictentes A, queda multiplicade por dicho x; (Propiedad 2).

| a1y A1z Qas 1 | duty diz d13 i
A, = a3 @2 Q2 ¥ TiAg = @21 d2z Qs
fla1 {laz (CRaa 31Ty daa dax |

Sumemos a cada elemento de la primera columna el elemento correspondiente de la segunda mul-
tiplicado por x,, y ef de la tercera muitiplicado por x; (Propiedad 5). Entonces,

(af!liﬁ + %2 + ﬂ.mIa) dig Qs ki aie | dis
Zihs = ('3121171 + foaks + G2aks) (o2 G2 = ks @22 Gos
{@a12; + Aaa®sz T aaams} Gsn  Oag ky a3z @as

'I k: a1z Qs
2 a2 42
' k3 dp  Gas

o bien Ty, =
Lag

siempre que A, ¥ U. Analogamente.
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an ki Qs an ae ko
Gz: K2 dg 21 2 Ko
s ks ass Gy O3 Ks
Ty = Xy = :
A Ag

Este método de resclucion se lama regla de Cramer y se puede aplicar a cualquier sistema de » ecua-
ciones [ineales con # incégnitas siempre que ¢l determinante de los coeficientes sea distinto de cero.

APLICACION DEL ALGEBRA MATRICIAL AL ANALISIS DE CIRCUITOS

El sistema de ecuaciones de un circuito de tres mallas

Zuly = Zpl, = Zp, = V)
=71, + Zz_zlg *+ Zoslz = V:
+Zuly = Zpl: + Zslh = Y,

s¢ puede escribir en la forma matrcial

Zy, =Zy =Zy; || L 1Y,
IZm Zzg :Zn Iz = Vg
Iz‘al iz;ﬂ z;; IS VS

[Z)[1} = [V]

gue constituye la expresién matricial de la ley de Ohm, siendo [Z] la matriz de impedancias, [1] la matriz

de intensidades de corriente y [V] la matriz de tensiones.
Las corrientes de malla I,, I, ¢ I; vienen dadas por el cociente de dos determinantes:

Yy =Zyp =4y 211 Vi =Zis Zyy xZy Vi
Ve Ly 2o +Zn Y, =Z; +Zy Zos VA
Vi =Zs sy *=Zs ¥V Zss *+Zy *Zas Vs
Il = Iz = Ia =
Ag Ay A

Si se desarrollan los determinantes d
= |

£
el r‘nnjnnfn de ecuacipones Slg‘l

los numeradores por los elementos de 1a columna de tensiones,
ue...-

Tl A

1, = (ﬂ) + V, (ﬂ) + Vi (f‘-‘m (1)
b= (3w (e ®
b= () () V()

Los segundos miembros de (I), (2) ¥ (3) son las componentes fasoriales de las distintas fuentes
de tension. Esto es, en la Ecuacién (/), la intensidad de corriente I, consta de tres términos: V(A ,/4,)
debido a la fuente V,, V,{A,,/A,) debido a la fuente ¥V; y V;3{A;,/A,} debido a la fuente V.

IMPEDANCIA DE ENTRADA

Consideremos un circuito de elementos pasivos con dos terminales, como indica la Fig. 3-6. Sea
I, la intensidad de la corriente que resulta al aplicar una tensién V,. Como no exisien otras fuentes en
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el circuito, la ecuacion de la corriente de malla I, es

)+ 0(2) + o)+ - = W

Az Az
La impedancia de entrada es 1a relacidn entre la tensién aplicada V, y la intensidad de corriente I,
a que da lugar. Es decir, '

I = vl(

Z‘enlradl 1 = vlﬂl = Azféll

La impedancia de entrada de un circuito con elemenios
activos se define como la impedancia. que presenta en sus
terminales de entrada cuando todas sus fuentes de tension . _

: . : . Circuito pastvo
estdn cortocircuitadas conservando, eso si, su propia impedan- ¥, I I
cta interna. Por consiguiente, la relacion A /A, , representa la
impedancia de entrada tanto de un circuito active como de

ung pasive. | Fig. 9-6

IMPEDANCIA DE TRANSFERENCIA

Una fuente de tension en una malla de un circuito
produce una corriente en cada una de las otras mallas
del mismo. La impedaacia de transferencia es la relacion I
entre la tensidn aplicada en una malla v la intensidad de I Circuito de I,
Ja corriente que resulta en oira malla, anulando el resto varias mallas
de las fuentes.

Consideremos el circuito de ta Fig. 9-7 con una
fuente de tension V, en la malla r y la intensidad 1, de la Fig.9-1
corriente 2 que da lugar en la malla s. Entonces,

= () () s e() = (e

con lo que Z transferenciars 5= Vrfls = tﬁzfﬁﬂ

E! doble subindice rs de esta impedancia indica el sentido de la accidn, es decir, la fuente estd en la
malla r y la intensidad a considerar es la que aparece en {a malla s. El determinante del denominador
es el adjunto del elemento que ocupa el lugar rs, Ars, con los mismos subindices que la impedancia de
transferencia.

Probiemas resueltos

9-1 Dada la eleccion de corrientes de malla de la Fig. 9-8 escribir el sistema de ecuaciones correspon-
diente y expresarlo en forma matricial. '

Aplicande la segunda tey de Kirchhoil a cada una dc las mallas,

L2-i2) + (L—L)UB) + (L—Igs = 10/0°
I,(10) + (I;—I(@~72) + (L,-1)U56) = -—(5/30°)
L(10) + {I;—L)6) + (g—IH2—j2) = —(10/90°)

Agrupando términos semejantes,

{(T+i3)I, — (g8 — (B)I; = 10/0°

—(i8) + A2+, — (2-s2)1, = —(5/30°%)
—(BM; — @—j2 + AT-l, = —(10/80°)
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que se puede expresar en la forma matricial

7+ 33 —ib -5 I, 10/0°

-6 12438 —(2-j || I, = —{5/30°)

-5 —(2—2) 1T—3j2 || I, —{10/90°)
. -2 6/30°
Ti £y
N o

mmng m 5 ‘/D 10

-2
/1)
@ AMAMN——]
>/ "
10/90°
Fig. 9-8 Fig. 9-9

9-2 Escribir directamente ¢l sistema de ecuaciongs en las corrientes de malla del circuito de la Fig. 9-9
y ¢xpresarlo en forma matricial.

Los elementos de la matriz de impedancias se deducen de sus definiciones. El elemento Z,, es la impedan-
cia propia de fa malla uno y es igual a la suma de todas las impedancias de dicha malla, (R, + R, + jwL, + ).
El clemento Z,; es la copedancia o impedancia comin a las mallas uno y dos y es igual a Z, con signo posi-
livo, ya que las dos corrientes circulan en el -mismo sentido. La matriz de intensidades de corriente consta de
los elementos I,, I, e I,. La matriz de tensiones estd formada por las correspendientes a las fuentes en cada una
de las mallas. Por consiguiente, el sistema de ecuaciones en forma matrnicial es

Elijamos las mallas de manera que por el generador circu- _
le una scla cortiente. En estas condiciones,

(R, +R,+jul,+2) Z, R, I, v,
Z, {Ry+ By + July + Z;) R, L| = |V,
—-R, ' Ry (R, + Ry + Zp) I, 0
9-3 Hallar [a potencia suministrada por el generador de ten- 10
sion del circuito de la Fig. 9-10. Calcular, asimismo, las MAVW—
potencias disipadas en las resistencias, AT N §3
(I == %

10—-4 j5 ||L,{ _ |B0/0° ~ Fig. 8-10
de donde 50/0° 1 10 —j6 60/0°
0 3—41 7b o
I = 1, =
! 10 —46 4B A,
i5 g ~ j1 .
! = LJ?E_"J_S = 4,47/-63,4°
10— 750 _ ggas140 s
60 — 725 !

La potencia suministrada por la fuente es P = Vi cos f = 50(2,83) cos (8,14°) = 140 W. La pclcl_lcia d1
sipada en la resistencia de 10 Qes P, = 10(7,)* = 10(2,83) = 80 W, y 1a potencia disipada en la resistencia
de 3 Qes Py = 3(1,)* = 60 W, la suma de ambas, 80 + 60 = 140 W, ¢s igual a la potencia sumimstrada por

la fuente.
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En el mismeo circuito del Problema 9-3 se eligen las mallas 10
como se indica en la Fig, 9-11. Hallar la potencia suminis-
trada por el generador.

. 50/0°
El sistema de ecnaciones de malla, en forma matricial, es

w-s 1w (L] _  [sop°]
10 19+ 441 50/0°
De aqui resulta: 50/0° 10
50/0° 13 + 74 .
160 + 3200
I, = 180 200 .. 4 47/79,7°
’ 10-45 10 50 — ;25 .
10 13 + 14
10— j5 50/0°
10 50/0° o
I, = = 22 = 4,47/-634°

Por la rama que contiene la fuente circulan dichas dos corrienles, Por tanto,

7150+ 200 — 250
L+ 1L = < 50 — 725 > + (50.—';'25)

con lo que la potencia de la fuente es P = Vi cos g = 50(2,83} cos 8,14° = 140 W.

‘1,7

10/30°

2,83/+8,14°

En el circuito de la Fig. 9-12 s¢ dan las tensiones .
compuestas, o entre lineas, de las tres fases de una 14
red. Hallar las intensidades de corriente I, Iz ¢ I.

Con las mallas elegidas las corrientes son indepen- A
dientes. Esto se pone de manifiesto en el sislema de ecua-
ciones escrito en forma matricial

220/240° 220/120°

i 'n

Ip ‘ ; 10/30°
22070° %

10/30° 0 0 i 220/120° |
o0 10/30° 0O L, | = | 220/0° Ic
0 0 10/30° || Iy 290,/240° Fig. 9-12
de donde sc obticnen las intensidades
220/120° 220/0° 220/240°
e J—— e = = ——— = —3G¢ = e @
e 22/90°, 1, = Tgiage = 22(=80°, T i 22/210
Por tanto, 1, = I, —1, = (22/90° —22/210°) = 38,1/60°
g = I, — 1, = (22/-80°—22/80°) = 388,1/=60°
. = I — I, = (22/210° —22/=30°) = 38,1/180°
R
En el circuito de cuatro mallas representado en —'W—
ja Fig. 9-13 se eligen las mallas que aparecen en c TN\ ¢
el esquema. Se ajusta la resistencia Ky la capacidad 14 1t~
de los dos condensadores iguales, C, de forma gue A\ A\
la intensidad de corriente gue circule por Z, sea z |l I LN
cero. En estas cqx}dlcmnes, expresar los valt_Jth:s de R, /'Ia\. L, 2y
R y L, en funcién de R, Cy deia pulsacion del V, 1
generader w en radianes por segundo. |

Ei sistema de ecuaciones de malla, escrito en forma
matricial, &s



CaP. 9] " ANALISIS DE UN CIRCUITO POR EL METODO

-
1 1
(R, + J_uE + Z,) - (m)

1 1 1
(J'uC) (R u JwC + m) e
-.—Rx

0 (R + july)

-
juC

_..R:

0

: T 77 7]

¢ I v,

1
*(3‘?) L. (°
_{j”Lx) 13 0
. 1 .

—{jul;) (—"— + jul; + ZD> I, 0
juC JL L]
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Expresando la corriente I, que circula por Zp en forma de determinante ¢ gualando a cero,

1 i

(R, + 7ol + Zﬂ) . --(*;;—C.* R, Y,
{2 1,1
(o)  (®+ie*7e) o ¢
1 ,
0 — (;;-é> —~(july) 0
14 = = 0
ﬁl

Desarrollando el numerador por los elementos de ia cuarta columna resulta

1 A1
(fuC) (R u 1uC i j'uC)

-R, 0

- ( 1
JuC

-vg

¢

Como este determinante debe ser cero,

0

]
=

{Rx + J-‘*‘L'x]

—(J'”L:)

— (=R )R + 1/iuC + 1/juCH—juLy) = (—1/juCH~1/5aC)(Ey + jaL;y = 0
de donde R, = 1/.2CR y L, = 1/2.C
9.7 En el circuito de la Fig. 9-14 hallar los valores de las
intensidades 1, I e L. I
Se eligen las dos mallas que s¢ indican en ¢} esquema. El Iy ) )
sistema de ecuaciones correspondiente, escrito en forma matri- 220/1207 '
cial, es
"i-.‘
6—78 —@B—i||L 220/120° * o ozene
-{3 - 54) 6 - fs Ig 220[_0_? T-p—
C
de donde Fig. 9-14
220/120° —(8— j4)
S i S A 8 1 _ 2200/669° + 1100/—53,1° 1905/36,4° es10
1T T e~ Tooj—Toces —36oiteEd ~ 7o[-logze ~ oALMEL
—{8 — jd) 6—j8
6—j8  220/120°
—{8—i4) 220{0° 2200/—53,1° + 1100/65,9° 1805/—28,2° .
I = Y = TB[—106,2° wi—logge =~ oA
con lo que Jas intensidades de corriente por cada linea son I, = 1, = 254/143,1° Iy = I; — I, = (25.4/83" -

254/1431°} = 254/23,1° e I, = -1, = 75 &0 97
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9-8 Hailar la impedancia de entrada, vista desde la fuen-
te de 50 voltios, del circuito de la Fig. 9-15 apticando P 18
el cdleulo matricial. Obtener, con esta impedancia, — W A——AA-
la mtensidad de corriente 1,
£ SRV A Yy /N
La impedancia de entrada de la malla uno es 50 = 8 1 4
11 -5
-5 27 —4
0 4 8
A .
Z:nlradal = — = = 2o8) = 10 Flg's-ls
A1 27 —4 200
v

Por tanto, f| = V/Z a1 = 50/10 = 5 A.
9-% En el circuito de la Fig, 9-15 hallar la intensidad de la corriente de malla /; mediante la impedan-
cia de transferencia correspondiente, '

La fuente se encuentra en la mala uno y la corriente 7, es la gue circula por ia malla tres. Por tanto, la
impedancia de transferencia que se necesita es

i A, 2000 2000
“-{lrunsf:rcncil 13 = "31:3 = —5 on = 20 = 100
0 —4

&on I.O que f3 = V|_x"zt,msf"",m13 = S'Or'fEDD = ﬂ,s A

2-10  En el circuito de la Fig. 9-15 hallar la intensidad de Ja corriente de malla I, mediante la impedan-
cia de transferencia correspondiente,

Come la fuente esti en la malla uno ¥ la corriente ¢s la que circula por la malla dos, la impedancia de
transferencia que se necesita es

A 2000 2000
Zuansfer:ncna 12 = ﬁ = = 40 = 50
2 —5 -4
-1
(—1) 0 s

con la que "J2 = ilr;1."r|"eramlt'er:nc:':.12 = 50!59 = 1 A

9-11 Hallar las tensiones V ¥ Yge en el circuito de la

Figura 9-16. L
100/45¢ 110
El sistema de ecuaciones de malla, escrito en forma
matricial, es :
(3 + 714 —j10][1, 100,/45° Fig.9-16
| —ji0 ] S 0
de donde
100/45%  —j10 3+ j14 100/45°
[ i i L I Bl ¥ 1000/235° 10/135
= = — = ﬂ’ = e S — )
1 34514 —f10 100 ? A, 100
—110 0

Portante. ¥, =103+ 4) =0y V. = L(—/10) = 10/135" {10/=90" ) = lﬂﬂg’f&i. La suma (V , +
Vpc) = 100:45° | que es ¢l valor del ftasor de tension aplicado.
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9.12 En el circuito de la Fig. 9-17 obtener las tres

componentes del triangulc de potencia correspon-
diente a la fuente 10/30° voltios.

Ehgiendo las mallas que se indican en el esquema,
por la rama que contiene el generador solo circula la
corniente 1,. Como no existe mas que un generador en
el circuito, s¢ puede emplear la impedancia de entrada
para el cdiculo de I,.

ANALISIS DE UN CIRCUITO POR EL METODO DE LAS CORRIENTES DE MALLA

113

1o/30°

9-13

9-14

9-15

Fig.9-17
g§—j2 —3 0
-3 8+4+35 —bB
Lonrday = ‘e"z"‘ = i i s % 6,08/—87°
At .| 8+45 -5 45,1/24,9°
-5 7T—32

I J

con 1o que I, = V /Z, 00 =(10730° )/(6,98/—8.7° ) = 143387

La potencia suministrada por la fuente es P = V' f, cos 0 = 10(1,43) cos 8,7° = 14,1 W. La potencia
reactiva es O = ¥,/, sen 8,7° = 2,16 VAR en adelanto. La potencia aparente es § = ¥/, = 14,3 VA.

En el circuito de la Fig. 9-17 hallar las intensidades de corriente I, € I; mediante las impedan-
cias de transferencia. :

Como el generador estd en la malla uno y Ja corriente pedida circula por la malla dos hay que calcular la
Impedan(:lﬂ Ztnnlfauncll 12

A, 815/16,2° 315/16,2°

. —= — —— e = o
Z“I“sfcunt:l 12 312 _3 —5 21’8 i_]ﬁo 14,45! 32|2
D g 742
Por tante, I, = Vi/Zinsercaciniz= {10 30" }f(14,45{32,2° y o= 0,693[—2.2°
Andlogamente.
a 315/16,2° 315/16,2°
Lirunsterencia 13 = 'E'z" = = _*1'_5“"_ = 21[_]:_6.123
1 ~3 8+ 45
0 -5
con lo quc IJ = vl!zlransf:l:mh 13 = “(})@”{21,‘_’[6'2 b= qu?ﬁf!}_'_s_i

En el circuito de la Fig. 9-17 hallar la potencia disipada en las resistencias y compararla con la
potencia suministrada por el generador.

En los Problemas 9-12 y 9-13 se han obtenido: 1, = 1,43/38,7°, I, = 0,693/ ~2.2° 1, = 0,476/13,8°,

La potencia disipada en la resistencia de 5 {2 es P = S{1,F = 5(1,43)? = 10,2 W. Por la resistencia de
3 Q circulan dos corrientes de malla cuya diferencia es la corriente por la rama (I, - I,) = {1,115 + j0,895)
— (0,693 — j0,027) = 0,422 + ;0,922 = 1,01/65,4°; por tanto, P = 3{1,08) = 3,06 W. Andlogamente, la
corriente que circula por la rama que contigne la resistencia de 5 Q es {I, — I,) = (0,693 ~ j0,027) — (0,462
+ §0,113) = {0,231 — j0,140) = 0,271/-31,2°, con o que la potencia es P = 5(0,271% = 0,367 W. La po-
tencia en la resistencia de 2 Q es P = 2(1;)? = 2(0,476) = 0,453 W.

La potencia total disipada en las resistencias del circuito es Pr = 10,2 + 3,06 + 0,367 + 0,453 = 14,1 W
que coincide, precisamente, con la potencia activa del Probiema 9-12.

En e circuito de la Fig. 9-18 ¢l generador ¥, produce una caida de tensién V, voltios en la im-
pedancia2 — j2 ohmios. Hallar el valor V, del generador que produzca una caida V, = 5/0° voitios.
_ Y, 5/0°

Con la tensién dada V, la corriente de malla es Iy = =

= e = },76/45° A. Su expresion
2 -2 23 —45

como cociente de determinantes es
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g~j2 ~3 V¥,
-3 B+ 4B 0 -3 B+ b
o -5 | 0 -6
l’ = i ™ = V‘.l = Vl [0‘{]4'?6;_ 16.20)
g-ji -3 0 915/18,2° —
~3 8 + 7B —b '
0 —5h ¥ — 32
H 1,76/45°
Por tanto, v, = B -—-’-—-"’:-“'—"‘-— = 36,9/612"
0,0476; - 16,27 0,0476/ — 16,2 =
"B J'2 b ‘ _ - jb
C T L F—
A 7N s Iy 22 NS ST 2
v, (~)1 3 5 j v, v, i Y,
; — " J 2 b T - ik
Fig. 5-18 Fig. 9-19

9-.16 Al conectar una impedancia de carga grande en el circuito de la Fig.9-19 ta tension de salida V,
corresponde a la caida de tensién en la impedancia 5 — j5 ohmiios. Obtener la funcion de trans-
ferencia de tension V,/V, del circuito dado.

Fl sistema de ecuacicnes de las dos mallas elegidas, escrito en forma matricial, es

B —-;54—;‘5)} 11] Az
—@+6 10 |l 0

La tension de sahda ¥, ¢s

5 v, ‘
V, = Ifi—i = (-6 “oTh ° _ B=mEHBV 6OV,
P ’ o ' B ~{6 + jB) (B0 — 780) 50\/2— —45°
~-{6 -+ 1B) 10
con lo que ;l]_ = ,-:50 = 070745
' bOve /f—40”

9-17 FE) circuito de la Fig. 9-20 contiene dos genera-
dores de tension. Hallar la intensidad de corrien-
te que circula por la impedancia 2 + /3 ohmios
debida a cada una de las fuentes. 51

Se eligen las mallas de forma que la corriente que v,
circule por la impedancia en cuestion sea, directamente,
la corriente de malla 1,. Fi sistema de ecuaciones del cir-
~gito, escrito eu forma matnoizl, es

(545 ~ib a"”'xi' 3@3’] Fig. 9-20
| 5 s+s8 ||| = 9
'L_ 0 ~6 10| I _—~2Gf_ifJ

5+ 78 --jb 0

i B+ B8 —6 = 70 4 j620 = 624/83,66°.
!l_ { e 10

Fl delerminanta ge impedancias 4, =
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Desarrollando el determinante del numerador de I, por los elementos de la segunda columna resulta
b+36 30/0° 0
—3iB 0 -8 ~jb —8§ ‘ E+i6 ©
0 —20/0° 10 0 10 —j6 —8 |
I, = = 80/0° () + 0 + {—20/0°)-) !
ﬁ, ﬂ‘[ *
50/—90° 42,4/—1385° '
£807 ALY 2,41/6456° + 1,86/141,48°

- - o o
30407 (qus,ssﬂ) + 20407 (szqas,sa*’)

Lacorriente que ozigina la fuente V, porlaimpedancia 2 + j3es2,41/6,45° y la que origina V, es 1,36/141,45°.
La suma de estas dos intensidades ¢s ef valor de la corriente I, es decir, I, = 2,41/6,45° + 1,36/141,45° =

1,74/40,1° A.

9-18 En ¢l circuito de la Fig. 9-20 hallar (4) la potencia suministrada por cada generador y (b) la po-
tencia disipada en las resistencias,
(a} La corriente que circuia por la rama que contiene al generador V, es

80/0° —j& ©
0 8+348 -6

—20£0° —6 10 2240/53,8° |
I, = = Z2OBIB 5 se/_spmse
A 624/83,55°

La potencia que suministra la fuente es P, = V[, cos & = 30{3,59) cos 29,75 = 93,5 W.

- La intensidad de ia corriente que circula por la rama que conticne V, es

5+46 —jb 80/0°
—5i6 84 48 0
0 -6 ~20/0° 860/—125,8°
= e —_ e
I, o 51 TR0 557 1,88/—209,15
Obsérvese que V, ¢ 15 tienen sentidos opuestos. La potencia sumimistrada por ¥, es P, = V,(li)cos 0 =
(—}H20)X1,38) cos —209,15°. = 24,1 W.

La potencia total es Pr = P, + P, =935+ 241 = 1176 W.

{#) La potencia disipada en la resistencia de § Q es Py = 5{i,)* = 5(3,59) = 64,5 W. En la resistencia de
2Q, P, = 2{1,)F = 2(1,74)" = 6,05 W. La corriente que circula por la rama que contiene la resistencia
de 6 2 es (I, — L) = (1,33 + j1,12) — (—1,205 + f0.672) = 2,535 + j3,45 = 2,57/10,1°; mor tanto,

Ps = 6(2,57) = 39.6 W. En la resistencia de 4 Q, P, = 4(/;) = 4{1 38 = 7.61 W.
La potencia total es Py = 64,5 + 6,05 + 39,6 + 7,61 = 117,76 W.
9-19 EIl circuito de la Fig. 5-21 tiene dos generadores de tension, V, y V,. Siendo V, = 30/0° voltios,
hatlar V, para que ia intensidad de corriente por la impedancia 2 + j3 ohmios sea nula,
Con las mallas elegidas, por |2 impedancia 2 + j3 circulard una sola corriente. El sistema de ecuactones
correspondienie, escrito en forma maitricial, es '

544j6 —iB N 80/0°
-5 8+48 6 I | = 0 AR
0 8 10 1| I; ¥, | T
de donde & 'E-DV,
B+ ;6 30/0° O
—jib 0 6
' 0 Y, 10 '
I, = = 0
Fig.9-21

Ay
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—-j5 6 5+ 36 0
Desarroliand ~380/0¢° - = 0
rroliando {0° " a 5 6
~30/0° (50/—80°) — V,(6)(5V2/45°) = 0
~30/0° (50/—90°
con lo que Yoo = [ (50/=907) = 35,4/45°
B(5v2 /46°)

Otro método.  Si no circula corriente por la impedancia 2 + j3, 1, = 0, y las caidas de tensién en la reac-
lancia j5 y en la resistencia de 6 Q deben ser iguales, es decir,

I,(i8) = I4(6)
Sustituyendo I, = 30/0° /(64 jb) e I3 = Vy/10,

30/0° v 30/90° /1o
: Jr"(;(js) = 1—0“(5) de donde v, = v 45°< F) = 35,4/45°

9-20 En el circuito.de la Fig. 9-21 la tensién en bornes del generador es V, = 20/0° voltios. Hallar el

valor de la fuente de tensidn V, para quela corriente que circule por la rama que contiene V, sea nula.
Mediante las mallas elegidas en el Problema 9-19 podemos escribir la expresion de I, e igualarla a cero:

5+i5 -5V,
—j5 8+48 0

0 6 20/0°
13 - L- = 0
a?
—36 8 + 58 5+56 -—jb
Desarrollando Y, . + 20/0° _ . = 0
0 ~36 8+ ;8
V;(30/=80°) + 20/0°(25+480) = 0
~20/0° (25 + j80) |
= = bb,8/—174°
con lo que Y, 30/ —50° b

Problemas propuestos

$-21 Determinar ¢l nimero de mallas necesarias para poder resolver cada uno de los circuitos de la Fig. 9-22{(a-f).

Emplear diferentes métodos para cada uno de ellos.
Sol. (a} 5, (6)4, ()3, (d)V 4, ()4 ()5S

£ )\
B0 AW ),

{a) {(b) (c)
Fig. 9.22
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T

{d) (e} )
Fig. 9-22

9-22 En el circuito de la Fig. 9-23 hallar la intensidad de la corriente que circula por la resistencia de 3 ohmios, El

sentido positivo de la corriente es el gque se indica en ¢l esquema. Sol. 447/—634" A,
F - T
l.q——F' .1"‘_-
10 4 é
AR i
1 l 150/120° i 150;120% 10/45°
3 %m
1 : —
TG‘)M@? == -5 BT e < : 10/45° U
M 2
150/0° 15040 10445°
i
IC —_— IC -
Fig.9-23 Fig. %-24 Fig. 9-25

9-23 En ¢l circuito de la Fig. 9-24 hallar las intensidades de cormiente I, I ¢ [
Sol. I, = 12,1/46.4° A; Ty = 19,1/ —47.1° A; 1. = 22,1/166,4° A

9-24 En el circuito de la Fig. 9-25 hallar las mtensidades I, Jg e L. Sol. 26/45° A 26/—175" A, 26/—195° A.

9-25 En el circuito de la Fig. 9-26 hallar la tension V5 por el método de las corrientes de malla.
Sof, ¥V, = 754/552° V.

9-26 En ¢l circuito de la Fig. 9-27 hallar ta tensién eficaz de ia fuente V para que la potencia disipada en la resis-
tencia de 5 ohmios sea 108 vatios. Sel. 403 V.

9.27 Elegir unas mallas en ¢l circuito de la Fig. 9-28 y hallar el valor del determinante de impedancias A,. Elegir otras

mallas y calcular de nuevo A,. Sol. 61 — ji5,
v
()
oy
e
5 .
10 i
t00745(~) | %20 BYYVRY  / W
j2o L
ga
B 5
~ G

Fig. 9-26 Fig. 9-27 Fig. 9-28
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9-18

9-29

9-30

9-31

9-32

9-33

9-34
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En el circuito de la Fig. 928, V, = V, = 50/0” voltios. Hallar la potencia suministrada por cada generador.
Repeur el problema cambiando el sentido de Ja fuente V..
Sol. Pl=191 W, P, =771 W; P, = 2T W; P, = 214 W.

En el circuito de dos mallas de la Fig. 9-29 hallas 1a potencia suministrada por e} generador, asi como la poten-
¢ia disipada en cada una de las resistencias del mismo.
Sol. P=1367W, P, =222 W; P, =278 W, Py =666 W,

2 2 3

1see{(~)

Fig.9-2% Fig. 9-30

En el circuito de la Fig. 9-30 los generadores V, y V, son 16/907 voitios Y suministran una intensidad con el
sentido que se indica en el esquema. Hallar la potencia que suministra cada generador.
Sol. P =110 W; P, =934 W

En el circuito de 13 Fig. 9-31 hallar la intensidad de corriente que circula por la impedancia 3 + j4 ohmios.
Sol. 0. '

R
g 20 it z, ' R,
1 G Z
. - R,
A 10 i2.5 v, 1 R,
L,

Fig. 9-31 | Fig. 9-32

El circuito de la Fig. 9-32 representa el puente de Hay. Elegir las mallas y escribir el sistema de ecuaciones en
forma matricial. Expresar entonces la corriente que circula por Z,5 en forma de determinante e igualarla a cero.
Hallar los valores de R, y L, en funcién de las otras constantes del puente.

v HECi!RiR;Rq CleRi
‘St}f. R, —-—-—-——--——---—--1 B {uRlcl)2 4 L, ﬁm(w.ﬁlc,)’

El circuito de la Fig. 9-33 representa el puente de Owen. Hallar los valores de R, y L, en funcidon de las otras
, ¢,
constantes del puente cuando la corriente que circula por Z, sea nula. Sol. R = -{—::R,. L, = CR,R,
El circuito de la Fig. 9-34 es un puente de medida del coeficiente de autoinduccion de una bobina. Elegir las ma-
Nas y escribir el sistema de ecuaciones en forma matricial. Hallar los valores de R, y L, cuando la corriente que
circula por Zjy sea cero.
R,

_, R,
Soi. R, = EIR*' L, = R_‘L‘

2| ¢ l B % Ry R,
F Z D zﬂ'
R.‘ R: R‘ Rl
v, ()1 ARSI
L L, L,
| &l i |

Fig.9-33 Fig. 9-34
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9-35 Hallar la funcién de transferencia de tensidn ¥,/V, en el circuito de fa Figura $-35, Sol. 0,139.90°.
20 2 = 720 e
Y, i e ¥y v' 5 1g Vs
Fig.9-35 Fig.9-36
9-3%9 Hallar la funcion de transferencia de tension ¥o/¥, en el circuito de la Figura 9-36. Sol 0,i59/-614°.

9-37 En el circuito de la Fig. 9-37 haliar el valor de Vo con el sentido de polarizacion que se indica.
]r

Sol. 1,56/128.7" V.
Z 2 2 5 4 2
W*l Ay "!"‘IW__ . [ Ay Ay J'IW'
10/0° r gﬂ i2 %;2 Y, Y. ' %Jﬂ = Vs
bo/ge 50900
Fig.9-37 Fig. 9-34

9-38 En el circuite de la Fig. 9-38 hallar la potencia disipada

en cada uvna de las tres resistencias. AALAAS T
Sol. 471 W 471 W, 4Tt W,

9-3% En el circuito de Ja Fig. 9-38 hallar la potencia suminis- . I .
trada por cada uno de los generadores. 3°fi’~C*)f Hg® hige L l

26@
Sol. P, =422 W; P, — 565 W.

———

940 En ¢l circuito de la Fig, 9-39 hallar 1a intensidad de la
corriente de malla I, con la eleccion de fas mallas consi-

derada. Sol. 1,38/-209,15° A, Fig. 9-39
941 Hallar la intensidad de corriente 1, en el circuito de la Figura 9-40. Sof. t'1,6j113,2“ Al
942 En el arcuito de la Fig. 9-40 hallar la relacion de intensidades 1,1, Sof, —j3.3.
9-43 Enelcircuito de la Fig. 9-41, con las tres corrientes de malla que se indican, hallar las impedancias Z,,, erencis 13
Y Lyimterencia 31+ Sel. 43/-682" para los dos.
PR
el W]
1 [ 1

j2

o Qf

Fig. 9-40 Fig. 9-41
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9-44 FEn el circuito de la Fig. 9-42. y con las mallas que se indican, hallar las impedancias Z,,, .40 15 Liransterencia 12 ¥

Zxrlml‘erencu 13- Soi 202{' == 36: 1 a; E?-"U_ 7116¢ : 61821"-' 32190~
50/0%
5
—@ AW
—
N
10 jB
AN GO0 =t
SN TERAN
B[ 11
h 1!
—i4 ~Jd -4 wjd
Fig. 9-42 Fig. 9-43
9.45 FEn la Fig. 9-43 se anade el generador ¥, al circuito de la Fig. 9-42. Hallar el valor de V; de manera que la co-
rricnte de malla I, sea cero. Sol. 16.8/133,2° V.

946 En la Fig. 9-44 se aiade el generador V, al circuito de la Fig. 9-42. Hallar el valor de V, de manera que la co-

rriente de malla I, sea nula, Sof. 42,9/144,5° V.
50/0° "
{2 A
\__{ AW oot
N
10 j5
P AN TU00 5“LSG‘D1
V2<"Pl /l?‘ 2 /!3\
il iL
i i\
-4 ~J4
Fig.9-44 Fig. 9-45

947 En el circuito de a Fig. 9-45 hallar el valor de V, de ma-
nera que la intensidad de la corriente que circule por la re-
sistencia de 4 ohmios sea nula. Sol. 26,3/113,2°.

—WVWA ,

948 En el circuito de la Fig. 9-45 hallar Jas tensiones V. p ¥ Vep m m @
sabiendo que la tension en bornes del generador es V, = 10/0% 631 2 g j2
26.3/113,2° voltios.

SI:H.- VJD = vﬂD = lgsfﬁszln v-

0-49 Hallar ia impedancia Z,,,nsferencia 13 <ON 12 eleccion de ma-
llas que se indica en la Fig. 9-46. Calcular el valer de I Fig. 9-46
mediante esta impedancia de transferencia.
Sel. 12.8/-38,7%; 0.78238.7".
9-50 En el circuito de la Fig. 9-47 calcular el valor de la tension en bornes del generador ¥V, para que 1a intensidad
de corriente que circule por ¢l sea nula. . Sol. V, = 4/180° V.

9.51 Hallar i valor de tension cn bornes det generador ¥, de la Fig. 9-48 que produce una caida de tension cficaz
sn la resistencia de 5 ohmios igual a 20 voltios. Sof. 69.1 V.

15 J2 5
A ey

5
AAAR

-2 I.G“)Vz v, f

Fig. 9-48



Capitulo 10

Analisis de un circuito por el método
de las tensiones en los nudos

INTRODUCCION

Mediante la eleccidn de lazos cerrados o malias y la aplicacién de la segunda ley de Kirchhoff, se
ha establecido en el Capitulo 9 ¢l método de las corrientes de malla para la solucion de los problemas
de circuitos. En este capitulo se llega a la misma solucidn planteando un sistema de ecuaciones deter-
minado por la aplicacién de la primera fey de Kirchhoff. Este método se lama método de las tensiones
en los nudos.

TENSIONES EN LOS NUDOS

Un rudo es un punto de un circuito comiin a dos o mds elementos del mismo. Si en un nudo se unen
tres o mds elementos, tal nudo se llama nudo principal o confuncién. A cada nudo del circuito se je puede
asignar un nimero o una letra. Fn la Fig. 10-! son nudos 4, B, I, 2, 3 y I, 2 y 3 son nudos
principales. La tension en un nudo es la tensidn de este nudo respecta de otro, denominado nudg de re-
ferencia. En 1a Fig. 10-1 se ha elegido el nudo 7 como nudo de referencia. Entonces ¥, es ia tension
entre los nudos ! y 3, y V,; la tensidn entre los nudos 2 y 3. Como quiera que las tensiones en los nudos
se toman siempre respecto ae un nudo de referencia dado, se emplea la notacién V, en Jugar de Yis
y V, en lugar de V,,.

I

Fig, 10-1. Nudos de una red

El método de las tensiones en los nudos consiste en determinar las tensiones en todos los nudos
principales respecto del nudo de referencia. La primera ley de Kirchhoff se aplica a los dos nudos prin-
cipales [ y 2, obteniéndose asi dos ecuaciones en las incognitas ¥V, ¥ V,. En la Fig. 10-2 se ha dibujado
nuevamente el nudo / con todas sus ramas de conexidn, Se supone que todas las corrientes en las ramas
salen del nudo. Como la suma de las corrientes que salen del nudo es cero

Vi—-Va v Vi~V
Za T Zc

Al establecer ta Ecuacion (1) la eleccion de los sentidos de las corrientes es arbitraria (Véase Pro-

blema 10-1.)

121
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. Zc 2 y A
namanany ST g D— <3 L I . e ———
!

O] 7 7 IO

it
—
—

Fig. 10-2 Fig. 10-3

VE - vl VE VE + Vn —
. ‘otz - ° @
Agrupando en (1} ¥ (2] los términos en ¥, v V,, se obtiene el sistema de ecuaciones
R S S (L - (_1_>
(zﬁzﬁzc)“ (v = (g)V¥»
1 1 1 1 1 @)
~(zg) Ve (Trmrm)V - ~(z) V-
Teniendo en cuenta que 1/Z = Y, se puede escribir el sistema (3) en funcién de las admitancias
(Ya+Ys+ YoV — YV = YaV¥n
(4
~YcV, + (Yc+Yo+YgV2 = —Ye Va )

NUMERO DE ECUACIONES DE TENSIONES EN LOS NUDOS

Se pueden escribir ecuaciones para cada uno de los nudos principales con la excepcién del de re-
ferencia. En consecuencia, el niimero de ecuaciones es igual al de nudos principales menos uno. Dispo-

niendo del método de las corrientes de malla y del de las tensiones en los nudos, la eleccidn de unc u
otro en cada caso particular depende de la configuracién del circuito. En un circuito con muchas ramas
en paralelo hay, normaimente, muchos mas lazos que nudos, exigiendo menos ecuaciones, por tanto,
de nudos para resolverlo (véanse los Problemas 9.6 y 10-4). En otros casos, puede haber el mismo na-
mero de mallas gque de nudos o haber menos mallas que nudos. Bn todo caso debe elegirse siempre ¢l

método que dé menor numero de ecuaciones.

PLANTEAMIENTQ DIRECTO DEL SISTEMA DE ECUACIONES DE NUDOS

Un circuito con cuatro nudos principales exige para su solucién tres ecuaciones nodales. En no-
tacion general el sistema es

Y Vi + YV 4+ YuVs = L
YauVi + ¥YuVe + YuVs = L (%)
YuVi + YuVe + YuuVs = I

El coeficiente Y, , se llama admitancia propia del nudo I'y es la suma de todas las admitancias co-
nectadas al nudo 1. De igual forma, Y,, € Y3, son las admitancias de los nudos 2 y 3 respectivamente
iguales a la suma de las admitancias conectadas a los nudos 2 y 3.
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El coeficiente Y, es la coadmitancia de los nudos 7 y 2 y es la suma de todas ju- sdintinacias que
“ner 4mbos nudos, Y,, tiene SBUO Négativo, como puede verse en la prunera de las Ecuaciones (4).
D¢ igual forma, Y3 € Y,; son las coadmuanciag de los elementos que unen los nudos 2 y3 1y3, res-
pectivamente. Todas las coadmitancias tienen signo negativo. Obsérvese que Y3 = ¥y, Y., =V,

La intensidad I, es la suma de todas las corrientes de fuentes que pasan por el nudo 1, Una coriiente
que cotra en el nudo tiene signo positivo: a la que sale del nudo se le asigna el negativo. Las inton: 4.
des I, ¢ Iy son las sumas de las corrientes que pasan por los nudos 2 y 3, respectivainente.

Por analogia con la notacién matricial para las ecuaciones de las corrientes de malla {Capitalo 9),
las lres ecuaciones nodales (5} pueden escribirse en la forma: '

[ Yu Ye Y[V, !'If’
JYM Y22 Yza 2 - ‘12.

| Ysi Y Yaa_] LVSJ I_I3j

—

&

f ——

Las tensiones en los nudos Y1, ¥, ¥ V5 vienen dadas por

II le Y13 Yn Il Y:a Yll Yl2 I:

I. Y. Yy Yoo Ip Yy ' Youu Y= I

L Y Y Yu It Y | ¥Ysr Ya I
Vi = Ay ’ Ve = — Ay 4 Va = Ay

Si el determinante numerador de cada una de las fracciones se desarrolla por los elementos de la colum-
na que contiene las corrientes, se obtienen para las tensiones en los nudos las ecuaciones sigulentes:

_ Aggy A2 A1

V, = Il(E}-} + Iy Z’;) + I ﬂv) (7)
- =l A Az 8

V: = (3% + L(3) 4 Ia(ﬂy) (8)
o LA, p (e as

V: = Il(ﬂy} + Iz(ay) e Ia(:.‘w) (9)

Los términos del segundo miembro de {7), (8) y (9) son las componentes dt_:l fasor resul.tante de
las diversas corrientes. Asi, en {7), la tensién V, es la suma de I,(A;,/Ay), debida a la corriente I,
04,74y al, e L{As, /Ay) a L.

Ejemplo.

Escribir las ecuaciones de 1as tensiones en los nudos def circnito de la Fig, 10-4 ¥ expresarlas en forma ma-
tncial.

10

5/0° 1

Fig.10-4

Eiegir el nudo 2 como referencia y eumerar los nudos en la forma en que se ha hecho en la figura. Suponer
gue las corrientes n las ramas se alejan de los nudos / y 2. Aplicando la primera ley de Kirchhoff a cada nudo,
se obtiene:
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Voo 500 Vit 104450 V-V,

En el nudo !: ' -
n el nndo o 3 + P 0 (10)
Y,- ¥ v v
En el pudo 2: 21 2 L
o e o 2+2 T 3T T E ° - .
Agrupando términos,
1,1 1\ 1 _5/0°  10/45°
<w+:’5+2+;'2)"1 - (_2+;-"2)"2 S T (12)
iy, ¢ (Do, = 18
2+:f‘2') 1 2+j2 " 3-44 5/ T (13)

En la matriz cuadrada que contiene las admitancias, Y,; = 1/10 + 153 + 1/(2 + j2) por comparacion
con (6). Esto estd de acuerdo con Ja definicion de Y,, come admitancia propia del nudo 7. También Y,; = Y;, =
—1/(2 + j2) en concorduncia con la definicidn de coadmitancia.

I, en la notacidn general se definié como {a suma de las corrientes en el nudo 1. De acuerdo con el conve-
nio del signo, la corriente de la fuente de la rama izquierda tiene signo positivo y la de la fuente de la segunda
rama, que sc aleja de /, tiene signo negativo. Por tanto, I, = (5/0°)/10 — (10/45° )j5. La corriente I, en el nudo 2
es cero, ya gue no hay fuente alguna en Jas ramas conectadas con el nudo 2,

ADMITANCIA DE ENTR: DA

1
. . . . . Il. iy
Consideremos un circulto pasivo con dos terminales ex-

ternos, como en la Fig. 10-5. La fuente de intensidad I, envia
la corriente por el nudo / y se supone que las posibles admi-
tancias en paralelo de la fuente estdn incluidas en el circuito.
Como no hay mds fuentes de intensidad en el circuito, la ll"—l—_
ecuacidon de V¥, es —

Circuito pasivo

vV, = I;(% (14) Fig. 10-5

La admitancia de entrada, ¥, 4., ¢ define como el cociente de la intensidad de corriente que circu-
la procedente de una fuente Unica existente entre dos nudos y la caida de tensidn correspondiente entre
ambos. De la expresién (14), por tanto,

1 Ay
Yenirldn | = i}l_‘ = -ﬂ:

En un circuito activo, la admitancia de entrada se define como la admitancia que presenta el cir-
cuito en los terminales dados cuando todas las fuentes internas se hacen iguales a cero. Entonces,

e By 4 () 4 o p(8n)
Vi = L(Z%)+ “”(m + (O32) + = (3"
0: bien Yentrada 1 = I]!‘V], = a‘:’fﬁl‘[

Por tanto, la definicion de V., 5¢ Mantiene tantc para un ¢ircuito pasivo cOmo para uno activo.

ADMITANCIA DE TRANSFERENC(IA

Una corriente gue circula por un nudo en un circuito da lugar a tensiones en todos los nudos con
respecto al de referencia. La admitancia de transferencia es €l cociente de la corriente que entra en un
nudo a la tensién resuitante en otro nudo, haciéndose iguales a cero todas las demas fuentes.
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En el circuito de la Fig. 10-6, I, es la intensidad de corriente

ANALISIS DE UN CIRCUITO POR EL METODO DE LAS TENSIONES EN LOS NUDQS 125

que entra en el nudo r y la tensién resultante en el nudo s viene I~ ;‘
dada por :;
vl
A A A
V: = <_* P ,,< ,,) (__L
v {®) Ay + I Ay + + (0} P 1,
. 1(.%_ =
Ay
Fig.10-6

EHIOHC¢S, erlmfcrcnc:’a rr = I"fv* = AY‘{&"

Obsérvese que el punto de retorno de la corriente de entrada se ha elegido como nudo de referen-
cia. Esto es preciso hacerlo porque de otra forma la corriente apareceria en més de un término en la

ecuacion de V, y la definicién de Y, ;. ccis B0 Seria vélida.

Utilizando las admitancias de entrada y transferencia, se obtiene el sistema de ecuaciones siguientes

para V,, ¥V, y ¥; de un circuito de cuatro nudos principales:

I | 1
Vl = L + 2 ‘+' 3
Yulmlda 1 ermsf:rmcil 21 ermsfarmch i
I I 1
vz — 1 + 2 + 3
ermlf:rmcit 12 Ymtrnda 2 Ytumferencia 32
I I I
v] = 1 + 2z + 3
Y:tm:fcrmcia 13 erulsfermcia 23 lerada 3

Si solo actda una fuente de intensidad en la red, con todas las demds hechas iguales a cero, son evi-

dentes las definiciones de las admitancias de entrada y transferencia.

Problemas resueltos

10-1 Escribir la ecuacién del nudo 2 de las Figs. 10-7(a) y 10-7(b).

Como todas las corrientes en la Fig. 10-7(a) se alejan del nudo 2, 1a suma de las corrientes que salen del

nudo es igual a cero.

0 bien —{1/52)V + (12 + 1/10 + 1/i5)V, = -—-10/0° /6

En la Fig. 10-7(#) la corriente de una rama va hacia el nudo 2 y las otras dos s

corriente que entra es igual a la suma de las que salen
(Y, —V¥o)/j2 = V¥,/10 + (Vy+ 10/0° )/ 15

Agrupando términos Vo /10 + (Vy +10/0°) /j5 + (V.- ¥))/i2 = ¢

o bien —(1/52)V, + (142 + 1/10 + 1/5)V, =

o

~10/0° /75

Por consiguiente, puede bacerse cualquier cleccion de sentido de las corrientes para escribir las ecuaciones

de los nudos, ya que las ecuaciones que resultan son idénticas.

I 2

LD gy,
72 *1 * iB - J2 _h} -
10 I%mg_@: %m

(e) Fig. 10-7 (6)
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10-2 Escribir las ecuaciones de tos nudos de la Fig. 10-8 y expresar el sistema en forma matricial.

10-3

- r A . -
1 1 . : 1
(Z_g + ﬁ-l- + JuC,) —{3wCy) = (R_l> 0 Y, Vi /2,
—(juC)) { oy + g+ jw02> 0 —(jaCy) A 0

Se¢ han numerado los nudos en la forma que se ve en la figura eligéndose uno como referencia. Suponien-

do que todas [as corrientes en las ramas salen de los nudos, se pueden escribir las sigumientes ecuaciones de tos
nudos I, 2 y 3:

(Vy— V)/(—i8) + Vy/5 + (V,— V3 +10/0°)/3+74) = 0
(Vg —V)/(—jB) + ¥Y,/10 -+ (Vz—Vs—Em}/(jd,} = 0
Vy/8 + (V43— Vy—10/0°)/(B+74) + (V53— Vy+5/0°)/(4) = ©
Agrupando términos,
1 1 1 1 1 — o :
(—_g'B'i'Eer)V‘ - (:ﬁ)vz - (m)va = {-10/0°)/(3 + j4)

1 1 1 1 1
(Zg)n + (Frwra)n - ()Y

(8/0° }/(74)

_ 1 1 1,1 1 B 10/0°? 602
“(3+:'4)"" B (?4)"* * (§+i4+3+f4>V3 = <3+:‘4)_ )

En notacién matricial

/1 1 1 1 1 ] B 10/0'_°> ]
<:}§+E+3+j4> _<:ﬁ) _<3+j4 Vi (3+;‘4 .

(X 1 1.1 AN _ 5/0°
(-jB (*58 tigt :.’4) \ 4/ \E - ( 4
{5 (1 1.1, _L) v lo/0% _ 507
3+ 74 74 g8 74 3+j4 | 3 L3+3‘4 i
2
é #4 1 1
~ 8 pop— 10 ~ ) 50°
5 8 z, ——|
1 AV NA— s [ 20
10/0° {~ l = Y I
3 G
~ 50 —
Fig.10-8 ' Fig. 10-9

Escribir ¢l sistema de ecuaciones de los nudos de la Fig. 10-9 en forma matricial.

Los nudos se han elegido ee la forma que aparece en el esquema. En {Y], Y, es la suma de todas las ad-
mitancias unidas al sudo 7. (1;Z, + 'R, + jwC,) Y,; ¢ ¥,; son la suma de todas las admitancias comunes
alosnudos [ y 2yalos !yl consigno menos; estoes, Yy, = —(jwCi)eY; = —(1/R,). Los otros tér-
minos de [¥] se determinan de manera aniloga.

La tmica corriente de excilacion en el circuito va hacia el mudo 7 y es, por tanto, positiva, I, = V /Z,.

i 11, Nat B
- (:T) 0 (m w T ’“’Ca) ( R;:) Ve 0

» (1 2ol
Q _(JUCQ} (ﬁ;) (Rz + }w02 + ZD) Vi L 0

— -
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104  En el circuito de la Fig. 10-10 los dos con
ajustan de forma que la corriente en la im
esta condicidn, determinar R, y L, en fu

Los nudos se eligen tal como se ve en Ja §
de nudo, V,, nula da lugar a una corriente ce

pedancia indicadora Z,
ncion de las otras constantes del circuito.

ANALISIS DE UN (;IRCUITO POR EL METODO DE LAS TENSIONES EN LOS NUDOS

densadores iguales de C faradios y la resistencia R se
p S€a cero. Para que se cumpla

gura. Si se toma la referencia a un terminai de Zp. una tensidn
ra a través de Zj,. El sistema de ecuaciones nodales en forma

10-5

matricial es:
1. 1 . 17, ]
('2“:; + fuC + E) —{jwC} - <%) ( vy ’VngZa
. : 1 1 . _
~(ju() (}2uC + E + 5:’-1:) —{JuC) Vs = 0
“(%) —(juC) (jwc + I—}E'—}- Z—ID) ¥ 0
_ JL | J
Expresando V¥, en forma de determinante e igualando a cero,
_1, + jul + ..1_ eal V,/Z
zg Ju f2) ""{j""-’ l" gf Mg
~(juC 26C + o + 0
(i) i
1 ]
*(ﬁ) "(JNC) 0
— = 0
Vs by
El determinante numerador tiene que ser nulo. Desarrollandolo por los elementos de 1z tercera columna
se obtiene ,
~jaC  (j2uC + VR, + 1/juL,)
(V,/Z,) = 0
-1/R —jwlC
Por tanio, ~w?C? + j2.C/R + 1/(RR)) + VijuL,B) = ¢
de dende B, = 1/{«2C2R) ¥ L, = 1/{2.2C)

Este resultado es el mismo que se obtuvo por et método de las corrientes de malla en el Problema 9-6 del
Capitulo 9. Obsérvese de paso que ¢l nimero de ecuaciones necesarias para la solucién del problema se ha re-
ducido de cuatro a tres por este procedimiento, '

__Wzm_.

<2 ’
c c j 4 5
H ir ¢ Itr |3 YV R
AT T —At
z, AR AAAA p B
Re b = i=1000° =
v, f
— 10
Fig. 10-10 Fig. 10-11

En el circuito de la Fig. 10-11 anterior determinar la tension Vg por el método de Ins nudes.

Con sole dos nudos principales, basta con una ecuacién nodal, Elegir el punto B como referencia y -
cribir [a ecuacién del nudo /. Aplicando [a primera ley de Kirchheff, la corriente I = [0/0° que entra tiene

que ser igual a ias que salen:
10/0° = ¥,/10 + ¥V, /(5 + /2) ¥ V, = 10/0°/(0,281/—14,2° ) = 15,6/14,2°

Como la corriente por la rama 5 + 2 es I = V, /(3 + 72), 1a caida de tensidn en la resistencia de 5 2 es

v, 35,6/14.2° .
Yaw = 6 = e (6) 5+ 52) R oLk

L
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10-6 Determinar la tensidn V,g ¢n el circuito de la
Figura 10-12.

El circuito no tiene nudos principaies. Sin embar-
g0, §i se clige el punto B como referencia y el punto A4
como nudo I, se puede escribir una ecuaciin supomen-
do que la corriente sale de A por ambas ramas,

10/0°

vV, - 10/0°  V, — 10/90°

ANALISIS DE UN CIRCUITO POR EL METODO DE LAS TENSIONES EN LOS NUDOS

[CAP. 10

1
-

i5

lore

5
A

B
s

{5+ 3} (2 + 35
0 bhien
1 1 1o/0°  10/80° Fig. 1012
V‘(E"‘zﬂs) ( 8 2+ 75
de donde ¥ua = Vy = 11,8/65,06°.
10-7 Hallar la tensién V,, en el circuito de la Figura 10-13.
T
f 11
——AWA—Z4 4
9 ,
—_— 710 —
I
— =] macadiem
—— AW *> 50—
Fig.10-13
Las ecuaciones de los nudos son:
Enel nudo [: 10/0° = (V,—Vg)/2 + V, /{3 +j4)
Enelnudo 2: (Ve— V2 + Vo/i5 + Vy/j10 = 0
- Lol Ny _ 1y, = a0/
Agrupando términos, staxqa Y "3 T
1 1 1 1 _
5V1 + (§+ o jm)vﬂ = 0
10/0° ~0.5
Y v _ 0 ('D.S' - _ﬂ),}) EJBBI—L?-]‘—D . — 21,3 556 420
' 062 - 0.16) —0.5 0,267/ —87.42°
~0,5 {05 - A.3)
062 — 0,16) 10/0°
v, = - ’ = __ S o igasrase
2 By 0,267/ —87,42°

VY, es la tensién de A respecto de la referencia. Como I = V,/(3 + j4), la tensién V, respecto de la re-

ferencia es

21,8/56,42° .
Bra

¥Yi (74)

1
(3+74)
Con lo que la tensidén ¥V, pedida es

Yas Vo~ Vg

(18,7/87,42°) — (17,45/93,32°)

17,45/98,32°

2,23/34,1°
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10-8 Hailar en ¢l circuito de |a Fig. 10-14 las intensidades de corriente I, I, e .

Tomando el nudo / ¥ el punto de referencia, en la forma sefialada en la figura, la ecuacidn nodal es

V, + 100/120° R 2 Yi- 10000

30 10 16
200/0° — 100/120° .
de la que Y, = o E 207 = b0 — j1782 = 53/—19,1°

Se calculan ahora fas cocrientes en cada rama,
I, = (¥, + 10[]{12!30 J/20 = (B — 717,32 — 50 + jBE,GJ/ECI = 3,46/90°

In = V110 = 5,3/~1930

Ie = (Vi ~10000°) /10 = (50 - /17,32 — 100) /10 = 5,3/—150,9°

o+ 1a + Ic = 346/90° + 5,3/-191° + 5,3/—160,9°
= 346 + B0 - ;1,782 ~ 5 — 732 =
. IA_-"'-" IA—-i- I
100/120° égf 20 150/126° ﬁwﬁﬂ
Ig—u [ 10 I
‘ 1 . WWA—— 2 —~ 10/45°
100/0° t 10 150/0° 10/45°
[C--—-l- !c—-lh
F;
Fig. 10-14 Fig. 10-15

10-9 Hallar las corrientes ea las lineas 1, I e I, para el circuito de |a Figura 10-]15.

Los nudos 7, 2 y ¢l de referencia estin sefalados en la figura. Las tensiones en los nudos ¥,y V,seleen
directamente en el esquema, siendo igual a las tensiores constantes dadas, Asi, pues,

V, = 150{120° Yy ¥y = —150/0° = 150/180°

Aplicando la primera ley de Kirchhoff a cada uno de los tres nudos, se podrdn caleular las corTientes,

Vi VioVa 30071200 - 150/1800 26/45°

En el nudo ¢ I, = 10745° + 10/a5° T0715%
-Y, ¥, 180/—-60° + 150/0p°

En el nudo de referencia: Ip = 10745°  T0aEs = To 15 £o° = 26/-15%
\£ Y-V, 300/180% — 150/120° o

En el nudo 2: IC = ﬁ—'—-— w ﬁ,.,450 = 10/455 - 26{ 195

dicadz en la fgura, la ecuacidn nodal serd .
—J

10-10 Determinar, en el circuito de |a Fig. 10-16, |: po- 5 ;
tencia suministrada por la fuente y la potencis disi-
pada en cada una de las resistencias del cir:iito. 1, I l g
3
Tomando los nudos 7 y de referencia en la foria in- 50/0° t i10

de donde
Vi = (10/0° )/(0.326/10,6° ) = 30,7/~ 10,6°

Fig. 10-1§
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10-11 Determinar, en el circuito de

ANALISIS DE UN CIRCUITQ POR EL METODO DE LAS TENSIONES EN LOS NUDOS [CAP. 10

Hallando ahora las corrientes en Jas ramas, supuestos los sentidos dados en la figura:
I, = (50/0° — V,)/5 = (50/0° — 30,7/—10,6° /S = 4,12{15.9°
I, = V,/(3 — j4) = (30,7/=10.6° W(5{—53,1° ) = 6,14/42,5°
La potencia suministrada por la fuente es
P = VI, cos 8 = (50){4,12) cos 15,9° = 198 W

De la relacién P = RI?, la potencia disipada en cada resistencia vale
Py= SU = 5@127 =85W y  Py= (LY =364 = 13 W

Obsérvese que la potencia total suministrada por ia fuente es igual 2 la suma de las potencias disipadés
por las dos resistencias del circuito, esto es, Pr = 85 + 113 = 198 W,

s {ensiones en los nudos 1 y 2 con respecto a lare-

ferencia elegida.

Qe

2 — 12

an Ot

Fig.18-17

s ecuaciones nodales en forma matricial

(50[5’

Por simple inspeccion se puede escribir el sisterna de las do
1, 1,1 {1
(5 i) (3)
/1 1,1 1 T 1 /50/90°
(i) <4+?E+2> Ve ( 5 )

\f

10 —0.25
j25 (0,75 + f0.5) 13.5/56.3°
de donde Y = - 3 J'i.__:_c. 24.7/72.26°
1 045 — 0.5} —025 0546/ — 15,95 772,297
-0.25 I:G,-FE + _;IJ,'.:;}
0,45 - /0,3) 10
S J25 18,35/37,8°"
vV, = - kg~ 33,6/53,15°
2 {}‘546_;'_ 15‘953 L._l_

Ay

10-12 Dado el circuito de la Fig. 10-18 y conocida la caida de tensidn V, en la impedancia 2 — /2, de-

bida a la fuente V,, hallar la relacion VYo/V,.

—32 A
i 1 22 2
11
B 2
3 b Yo
vi t - . 12
—
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Se han tomado los nudos 7 ¥ 2 ¥ el de referencia como se indica en la figura. Con esta eleccidn, V, es
la tensidén del audo 2 con respecto al de referencia,
Se puede escribir directamente ef sistema de ecuaciones de los nudos en forma matricial:

[ 1,1 1 /1 v,
\5_52+3+J'5> <E) Vi 52
1 11 i -
‘ (33) (?3+E+2~52> vy 0
Despejando ¥,
(0,506 — 0.131) V/(5— j2)
_ _ f0.2 0 {0,2 /=90° ¥ /(5 — j2)
VIJ - V! - = S
{0,506 — 0,131) A2 0.276 /=17°)
0.2 0,45 + £.05)
| Vo 0.2/—90°
Por tanto, ¥ = ) = 0,1345/—41.2°
o AL (8 ~ 20,276 /=79) [6L2

Este cociente se llama fincidn de iransferenciq de tensién y permite ¢l cdlculo directo de la tensidn de sa-
lida en ta rama dada para una tensién de entrada determinada, esto es, V, = ¥, (0,1345/~61,2°),

10-13 Dados los nudos / vy 2 en la Fig. 10-19, haliar Ja relacién V,/V,,

- 1 4 ¢

v,(1 i2 75 10

ke

Fig. 10-15

Las ecuaciones de los nudos, dadas en forma matricial, son:

1 1 1 1 _
i) ) T oo

OGS A
— A * ? IR | S _J
(¥,/B) —0725
¢ (335 - 0.2) {¥,/5)(0,403/ - 29 8°)
de donde Y, = Ay Ay

(0.45 ~ 0,5} (V,/5)

v, = b 0 _ (Vy/5)025)
? h '&Y - ﬁy
\f (V,/5)0,403/ - 29,8°)/A,
' v. - = = 1,61/-29,8°
d ¥, (V,/5)0,251/A, [=29,8°

Otra solucidn. Expresar cada una de las tensiones en los nudos en funcidn de los adjuntos. Puesto gque
hay una sola fuente de intensidad, I,, actuando sobre ¢l circuito, ¥, = I,{A,,/A,} ¥ VY, = L{A;/Ay). En-
tonces,

Vl _ 11(1'11 l—"lﬁ)’) — _ﬂ_ﬂ — 0,35 —;{),2 = ],6]{;— 29'30

Vi  LEgay | A 0,25
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10-14 Hallar las tensiones de los nudos I y 2 en el circuito de la Fig. 10-20 mediante las admitancias
de entrada y transferencia.

10 2

1 2
3
50/0° (~) | i5 === —j10
it T
Fig. 10-20
La matriz de admitancias [Y], para la eleccidn de nudos dada, es
1 1 1 1
e . — —-0.5
. (1{}+;,-'5+2) <2> 0.6 — 0,2)
[Y] 1 1 1 1 -
Entonces, .
_ 06 - 02 -05 l .
A -05 {062 — 0,06} 0,194/~ 55,5°
Yuurndnl = _Y = Jﬂ = —_— = 0‘313,”“‘49,940
an (0,62 — 0,06} 0,62/ =35,56° —
Ay 0,194/--55.5°
Y = —— = ———————— = 0,388/ -355,5°
,')" wzansfevencia 21 -'11; ("1}{_0,5)
I I,
En el nudo I _ ¥V, = +

Y-num 1 Ymuuf prencia 21

Como en et nudo 2 no hay corriente, esto es, I, = 0, tenemos

v L (50@:3 o 15 95,{49,94"
Py .. 0,313/-4994° 7
I, I, (50,0° 10
— . e v N — = 12 9/55,5°
+e Igual torma, T Ytruul.':unnil 17 Ycuum 2 Q,SEBE__—_E,_S_?_
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Problemas propuestos

10-15 Determinar e nimero de ecuzciones de tensiones ¢n los
los circuitos de la Figura 10-21(a-f).

nudos que son tiecesarias para resolver cada uno de

() B () (e}

Al

Sol. (@} 3, S, (o)1, (d)4, [eI] 4, (/)4

T

(e) H
Fig. 10.21

10-16 Escobir la ecuacién nodal para el nudo dado en la Figura 10-22.

R, i i,
Y, G.D I }:];E ——— Ful

Fig. 10-22

10-17 Dado el circuito de la Fig. 10-23 escribir las ecuaciones de los nudos y expresar el sistema en forma matricial.

Escribir después, por simple inspeccién de la figura, la matriz [ Y] y compararla con la obtenida de las ecua-
ciones,

— —_1'3

{
MWW
i
i

5/30° (7
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10-18 En el circuito de la Fig. 10-24 y con los nodos representados escribir el sistema de ecuaciones correspondientes

y ponerlo en forma matricial. Después escribir la matriz de impedancias [ Y] por simple inspeccidén y com-

pararla con la que se obtizne a partir del sistema.

10-19 El circuito representado en la Fig. 10-25 anterior es un
puente de Wien, Escribir las tres ecuaciones de 1os nu-

dos y expresar el sistema en forma matricial. Escribir - —ﬂ'ﬂ:ﬁl?f“,l

después { Y] directamente y compararla con la obtenida

de las ecuacicnes. :

sois () S

10-20 Utilizando ¢l método de los nudos, determinar en el i

circuito de la Fig. 10-26 ia potencia suministrada por la

fuente de 50 voltios y la potencia disipada en las dos

resistencias. Sol. 140, 80, 60 W,

Fig. 10-26

10-21 Dretermunar, en i circuito de la Fig. 16-27, la tension

V ,apor el método delos nudos. Soi. 754/352°V.

A 2 1 Ts
1‘%*;“1 W
e O e Q) Qe
§20 iB
2 )
Fig.10-27 Fig. 10-28

10-22 Determinar, en el circuito de la Fig. 10-28, la tension V. Sol. 439/149° V.
10-23 Determinar, en el circuito de la Fig. 10-29, la tensién en el nudo / y la corriente I,. Suponer que la direccidn

de I, es la que figura en el esquema. Sol. 17,7/—45" ¥V; 1,T7/135° A.

""I"I"\W 4 W :
5 11,‘ -i2 B i

10
%jﬁ % 10
i ~ ) 50702

Fig. 10-29 Fig. 19-3¢

10-24 Utilizando el método de los nudos hallar, en el circuito de la Fig. 10-30, la potencia swministrada por la fuen-
te de 10 voltios y la potencia disipada en cada una de las resistencias. Sol. 36,7:278;666,y 222 W.

.
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10-25 Hallar la potencia suministrada al circuito de la Fig. 10-31 por la fuente ¥, = 50/0° voltios. Hallar también
la potencia disipada en cada una de las resistencias del circuito, -
Sol. P=34 W, P =256W,; P,=7711l W, P, =912 W; P, =113 W,

I T 00 T {_ 7
B 18 1,
R, =5 Ry=t J H 1 5
Ry=3 R,=6 5040° t
! T t T
_- | =
Fig. 14-31 Fig. 1¢-32
10-26 Hallar, por el méiodo de los nudos, el valor de I, en el circuito de la Figura 10-32. Sol.  5/90° A.
¥0-27 Deierminar, en el circuito de Ja Fig. 10-33, ia tensién eficaz de la fuente V para obtener en la resistencia de 3
chmios una potencia de 75 vatios, Sel. 242 V.
—— T - !
a 3
v(~)t == 6 3 8
1 ~\¥ 7
Fig. 10-33 Fig. 10-34
10-28 Determinar, en el circuito de la Fig. 10-34, cual debe ser la tensién de la fuente ¥ para que la tensidn en el
nudo 7 sea 50/0° voltios. Sal. 71,6/-302°V,
16-29 Hallar la tensién en el nude f en el circuitc de la Figura 10-35. Sof. 179/204,8° V.
G
)
3 50/9G°
240/—120° 5/30°
M p
10 —~ I
L ! ( (D— !
- 5 — 50/--20° S
240/0° B{307
%’5 50/~ 160° J
(D—te—=
=
Fig, 10-35 Fig. 10-36

10-30 Determunar, en el circuito de la Fig. 10-36, las intensidades de corriente en las tres lineas, 1, Iz e L.
Sol. 10/60°, 10/—-60°, 10/180° A.

10-31 ;Cudl debe ser la tensidn de la fuente ¥, en ¢l circuito
de la Fig. 10-37 para que la corrienie en la impedancia . AMAR-—— ANMAA
2 + j4 sea nula? Sol. 125/—135° V.

10-32 En el mismo circuito del problema anterior, jcudl sera 6o{487 i tG‘")vz
el valor de la corriente en larimpedancia 2 + j4s51 V¥V, = id
100/30° voltios? Sof. 12,1/—11° A, '

10-33 En e} problema anterior, ;cudles son las potencias su-
ministradas por las dos fuentes al circuito? Fig. 16-37
Sa‘l'. ‘Pl = ""*90,6; P: = 1000 W
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10-34 El circuito de la Fig. 10-38 tisne una corriente de entrada de intensidad L. La corriente en la resistencia de 10

ohmios es I,. Determinar la relacion 1,/1,. Sol. 0,151/25,8°.
1 AR it
‘ 4 | L)
3 g 5 5
§5 gm ¥, Vo
T
Il —_—
Fig. 10-28 Fig.10-39
j0-35 Determinar, en ¢} circuito de la Fig. 10-39, la funcién de wansferencia de tensién V/V, por el método de los
nudos. Sol. 0,707/45° .
10-36 Determinar la funcién de transferencia de tension Vo/V; para el circutio de la Figura 10-40.
Sal. 0,159/—61,4°.
ITi .
ey
OO it
_:20 _3'5
3 74
V" gﬁ % 10 vﬂ IM‘ /'GU\
= 20/45° r
2 'ljls
Fig. 10-40 Fig. 10-41

10-37 Utilizando el método de los nudos, obtener la tension a través del circuito paralelo de ta Figura 10-41,
Sol. 72,2/538° V.

10-38 Determinar, en el circuito de la Fig. 10-42, las tensiones V5, Voo ¥ ¥op POI ¢l método de los nudos.
Sof. 35,4/45° V; 50/0° V; 13,3/ 90 Y.

AN i+
b .
B —2
[ E—— " ] B ﬂ.l'vw'-'- c [ St s
1=10/6° s -4 !
e t
' ol

Fig, 10-42

10-39 En el circuito de la Fig, 1043 hallar la tensidn en bornes de las impedancias en paraielo por ¢l método de los

nudos. Sol. 35/—=248° V.
6 i5 g 2 5
A O ey i T
_ 3 %z
4 1{]@'23 R T 3 & ‘]
100497 1 — 2
S |
' il
J | =
Fig. 10-44

Fig. 10-43

1040 Determinar, en ¢l eircuito de la Fig, 10-44, las tensiones eo los nudos V, ¥ V, ¥ a corriente en ta fuente de
10/30° voltios. Sol. 3,02/652° ¥, 1,34/ —31,3° V. 1,44/38,8° V.
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1041 Determinar, en el circuito de la Fig. 10-45, la petencia disipada en Ja resistencia de 6 ohmios por el método

de los nudos. Sol. 39,6 W.
5 2 A 4
AV W TN AMWA

—
by
=]
[« ]
[ .

s 20/0°

Fig.10-45

1042 En el mismo circuito del problema anterior (Fig. 10-45) hallar la intensidad de cornente en la impedancia
2 + j3 ohmios, con sentido positivo hacia la derecha. Sol. 1,73/40° A.

1043 Calcular, en el circuito de la Fig. 1046, la tensidn ¥, que cumpla fa condicién de que Ja corriente en la re-
sistencia de 4 ohmios sea cero. Elegir un borne de la resistencia como nudo de referencia,

Soi. 95,4/--23,2° V.
AN AN -]_

Fig. 10-46

1044 En el circuito del probiema anterior se supone que ¥, = 50/0° voltios y V, es desconocidoe. Determinar VY,
de forma que la corriente por la resistencia de 4 ohmio: sea nula. Sol, 26,2/113,2" V.

1045 Hallar, en el circuito de la Fig. 10-47, el valor de Ia intens:dad I, con el sentido dado en el esquema.
Sol. 11,7/112,9° A, .

_/U%‘G\_ IL A — 5

| ll

a

50@4)1 gs 52

Fig. 10-.f

1046 Determinar, en el circuitode la Fig. 1048, 1a relacién de lasdos tensiones de nudo ¥ ¥ 3. Sol.  2,26/96,35° .

—j jﬁn

_,.‘,'EW_H 1 O e
otz () 5 s 2

' —

Fig.10-43
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1647 Calcular el valor de ¥V, en el circuito de la Fig. 10-42 por el mé&todo de los nudos.

2 9 2
A Al AAWA
10/0° I g iz %:‘2 g 2 ¥y
Fig. 10-4%
1048 Determinar, en el circuito de la Fig. 10-50, las tensiones de los nudos ¥V, v ¥, Sol.

2
shidids

[} : 4
AN = A

wone (1 g + e ——

—_

Fig. 10-50

1949 Hallar, en ¢l circuito de la Fig. 10-51, el valor de V; tai que reduzca su corriente a cero.

1-1'_'5 { : A-l---"2 16‘ Vi

Fig. 10-51

10-50 Determinar, en el circuito de 1a Fig. 10-52, 1 valor de la corrients de excitacion I que da

V. de 5/30° voltios. Sol. 9,72/—16" A.

T -52

Wig e B4

Sof, 1,56/128,7° V.

 18,6/68,2° V.

Sol. 4/180° V.,

lugar a una tension



Capitulo 11

Teoremas de Thevenin y Norton

INTRODUCCION

Un circuito en el cual todas las impedancias permanecen fijas, se puede resolver tanto por el mé-
todo de las corrientes de malla como por el de las tensiones en los nudos. Consideremos ahora el circuito
de Ia Fig. 11-1, en el que las impedancias Z,, Z, ¥ Z, han de conectarse sucesivamente al circuito. Al
unir cada una de ellas se obtendra, segin el método seguido, una matriz diferente de Z o Y vy, en con-
secuencia, habri tres soluciones diferentes. La mayor parte del trabajo engorroso que esto lleva consigo
se evita si se puede remplazar el circuito activo por un circuito simple equivalente. Este es el objeto de
los teoremas de Norton y Thevenin.

Fig. 11-1

TEQREMA DE THEVENIN |

El teorema de Thevenin establece que cualquier circuito lineal activo con terminales de salida 4 y A,
tal como el representado en la Fig. 11-2(a), puede sustituirse (o equivale} por una fuente de tension V'
en serie con una impedancia Z' [Figura 11-2(b)].

———e4 — oA
zl
Circuito ' -
lineal v 1
artive
- B s B
(a} )]

Fig. 11-2. Circuito equivalente de Thevenin

si6n entre los terminales AB medida a circuito abier-

V', eslaten
s AB con todas las fuen-

ion equivalente de Thevenin, .
R e dancia de entrada en los terminale

to, y la impedancia equivalente, Z', es 12 impe
tes internas iguales a cero.
139
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La polaridad de la tensién equivalente de Thevenin, V', se elige de forma que la corriente en una

impedancia que se conecte tenga ¢l mismo sentido que si dicha impedancia se conectara al circuito activo
original. -

Ejemplo 1.
Dado el circuito de la Fig. 11-3 determinar el circuito i
equivalente de Thevenin con respecto a los terminales 43, 1 A
Utilizar el resultade para hallar la corriente en las dos ik % '
5

impedancias, Z, = 5 — j5 y Z; = 10/07, conectadas su-

cesivamente a los terminales 48 y deteriinar la potencia

a ellas suministrada. ' sos0° [~
En la Fig. 11-3 la corriente

I = 50/0° /(5 + j5—j8) = 10/0° B

La tension V' equivalente de Thevenin es entonces la caida
de iension en la impedancia 5 + j5. Por tanto, ' Fig. 11-3

V' = VY,p = Wb+ 78 = 747 4b°

_ BFB=5) 5 s,

La impedancia de entrada en los terminales A8 es Z' . 4
pe 545 ~—1b

El circuito equivalente de Thevenin es el representado en la Fig. 1 t-4(a) con la fuente V’ dirigida al terminal 4.

5=3b E— b
;-"T"K
el vt M a] vor
70,7/45° 70,7/45° ! 10,7/48°
a B —
Ji1
{a} (&}
Fig.11-4

Si se une la impedancia Z, a los terminales del circuito equivalente de Thevenin, se tiene la Fig. 11-4{5). En
este circuito,

1, = (0,745 Y5 —j5 + 5 —j5)=3590° 'y Py =5() =125 W
Con la impedancia Z, en lugar de la Z,, Fig. 11-4{c), se tiene
1, = (70,7/45° )/(5 ~ jS + 10) = 4,47/63,4% vy P,

10(f,)F = 200 W

TEOREMA DE NORTON

El teorema de Norton establece que cualquier eircuito lineal activo con terminales de salida 48,
tal como el representado en la Fig. 11-3{a), puede sustituirse (o equivale) por una fuente de intensidad I’
en paralelo con una impedancia Z', Figura 11-5(5).

N 1) p: ¥ i r A
Red
lineal z
activa
e s i o) B ¥ a8
(a) {b}

Fig. 13-5. Circuite equivalente de Norton
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La fuente de intensidad, X', equivalente de Norton ¢s la corriente en un cortocircuito aplicado a los
terminales del circuito activo. La impedancia Z’ en paralelo es la impedancia de entrada del circuito
en los terminales 4B cuando se hacen iguales a cero todas las fuentes internas. Por consiguiente, dado
un circuito lineal activo, las impedancias Z’ de los circuitos equivalentes de Thevenin y Norton son
idénticas.

La intensidad de la corriente en una impedancia conectada a los terminales del circuito equivatente
de Norton ha de tener el mismo sentido que la que circularia por la misma impedancia conectada al

circuito activo original.

Ejemplo 2,

Dado ¢l aircuito de fa Fig, 11-6, determinar €l circuito equivalente de Norton respecta de los terminales 48.
Utilizar el resultado para hallar la corriente en dos impedancias’'Z, = 5 — j5 y Z, = 10/0°, unidas sucesiva-
mente a los terminales A8 y determinar las potencias a ellas suministradas.

-5 —15

. a i a -

1L A 1L A
&

] H

Ot Ol

ib ib

IB B

Fig.11-6 Pig. 11-7

En la Fig. 11-7, cuando se cortocircuita A8, I' = 50/0° /(—j5) = 10/90°. Al hacer la fuente igﬁal a cero,

L =BG _
T

El circuito equivalente de Norton es el de la Fig. 11-8(g). Obsérvese que la corriente va hacia el terminal 4.

Z

.| I — . [ e A
10/90° 10/0° L, l 10/80° I, l
z z Z, z zZ,
-5 575 5 — 56 5~ 56 10402
| — .B ) - 'B | (— ._B
{a} (&) {c}
Fig.11-8

Si se conecta l2 impedancia Z, a los terminales del circuito equivalente de Norton, se tiene la Fig. 11-8(b).

! b—75
La corriente que pasa por Z, es I} = I’(z,i—z> = 10LEE<10_,';19
) 1

): 5/80°, La potencia suminis-

trada a Z, vale P, = 5(J,)* = 125 W,
Con la impedancia Z, unida a [os terminales A8 sc tiene [Fig. 11-8(c)]

I = I'(5 — S5 — j5) = 447/634%° vy P, = 10{5,)? = 200 W

CIRCUITOS EQUIVALENTES DE THEVENIN Y NORTON

En los Ejemplos 1 y 2 se han aplicado los teoremas de Thevenin y Norton 2 dos circqilos idénti-
cos, obieniéndose resultados iguales. Se deduce, en consecuencia, que los circuitos de Thevenin y Norton

son equivalentes entre si.
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v(~)} z

¥4 - 1

—_

Fig. 119, Circuitos de Thevenin y Norton

En la Fig. 11-9 se tiene la misma impedancia Z' a la izquierda de los terminaies 45 de ambos cir-
cuitos. Si se ponen en corto cada uno de los circuitos, la cotriente en el de Thevenin viene dada por V//Z/
y en el de Norton por I'. Como las dos intensidades son iguales, tendremos la siguiente relacién entre
la corriente equivalente de Norton y la tensién equivalente de Thevenin: 1’ = Y/Z’,

Se puede obtener la misma relacidn si se consideran las tensiones a circuito abierto en cada uno de
los circuitos. En el de Thevenin vale V' y en el de Norton, Z'T". Igualando las dos tenstones, V' = Z'Y’
o bien I' = V'/Z' como antes.

Los circuitos de Thevenin y Norton son equivalentes para una sola frecuencia, Las impedancias
complejas del circuito active se han reducido a la impedancia equivalente Z'. La tensién ¥ la corriente
equivalentes se han obtenido en las impedancias complejas del circuito activo, Ahora bien, puesto que
toda impedancia depende de la frecuencia, se deduce que los circuitos de Thevenin v Norton son equi-
valentes solamente para la frecuencia que han sido calculados.

Preblemas resueltos

11-1 Obtener el circuito equivalente de Thevenin dei circuito activo de Ia Figura 11-10.

5 76 z’

4 e
* 2,5 + 6,25
vy 2°
o vt
it 5,68,26.56¢
- s B S—
Fig. 11-10 Fig. 11.11

La impedancia equivalente del circuito se obtiene haciendo Ja fuente igual a cero. Asi

- 5§ + 240 o g + 2
7 b4+ 3 474 ® 76,25

La corriente 1 en el circuito abierto de la Fig. 11-10 es T = (10/0°)/(5 + 3 + j4) = 1,117/-26,6°. La
tension a circuito abierto serd la caida en la impedancia 3 + /4.

V=103 + ) = (L117/=26,6° )(5/53,1° ) =~ 5,58/26,5°

La polaridad de V' viene dada pot el sentido de la corricate que entra en la impedancia 3 + J4. La fuente,
por tante, alimenta hacia el terminal 4 en el circuito equivalente, tal como se representa en la Figura 11-11.
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11-2 Obtener el circuito equivalente de Norton para el circuito activo de la Figura 11-10.

La impedancia equivalente es 7' = 2,5 + j6,25, como se calculd en ef Problema 11-1.

| . ; - A
0,83 4165
z!
15 + 16-25
I - — R
Fig.11-12 Fig. 11-13

Poniendo en corto [os terminales A8, como en la Fig. 11-12, la impedancia total que presenta el circuito

NANe o
a la fuente 10/0° es

Z, = B s 83 25 = °
T b + BT 5,83 + j2, 6,35/23,2

La corriente, entonces, Iy = 10/0°/Z, = (10/0° )/{6,35/23,2° ) = 1,575/—23,2°, con lo que

3 =}
r = IT(—:'"_*i‘H) = 1,575,{—233‘*(5"5—3',1;) = 0,83/—41,65°
]

3+ 74+ 46 3+

El circuito equivalente de Norton es el de Ia Fig. 11-13. Obsérvese que la corriente I’ se dirige hacia 4 pues-
to que la corriente de cortocircuito entra por ¢l terminal A. .

11-3  En el circuito de corriente continua dado en la Fig. 11-14 se conectan sucesivamente tres resis-
tencias, R, = 1 ohmio, R, = 5 ohmios ¥ R3 = 10 ohmios, a los terminales 48. Determinar la
potencia suministrada a cada resistencia.

6 15 z A

. -——..J'y‘wvvvl i malff—
- + | . 3,75
A
-+ : + +
10 = TN =2 V' = R,
_T _ 2 12,8 T
IB
-
B

Fig.11-14 Fig.11-15

Se obtiene el circuito equivalente de Thevenin. En laFig. 11-141a corriente I = (20 — 10)/(5 + 15) = 0,5 A,
La caida de tensidn en la resistencia de 5 ohmios es Vs = (5)I = 2,5 V, con la polaridad sefialada.
[.a tensién de 4 respecto de B es

V=V =10+V,=125V

Si se hacen iguales a cero las fuenies de corriente continua, [a impedancia Z’ es la combinacién en parale-
lo de las resistencias de 5 ¥ 15 ohmios,

+ — B(15) _
Z = 50 = 3,7

El circuito equivalente de Thevenin es el de la Fig. 11-15. Conectando ahora cada una de las tres resis-
tencias a los terminales A8, las potencias respectivas serdn:

Con Ry= 1Q, L =125075+ =263 AyP = (I, = (IM2637 = 691 W.
Con Ry= 5O 0L=125075+ )=143Ay P, = (5KL) = G)1437 =102 W,
Con Ry = 10 Q, Iy = 12,5/(3,75 + 10} = 091 A y P, = (10)(7,)* = (10)(0.91)* = 828 W.
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114 Obtener el circuito equivalente de Norton respecto de los terminales 48 del circuito de la
Figura 11-16.
5 15 _
MWW —AWWWWY- Ve - A
4 A 3,33
Lt B i *
1p == /_\‘ 1 I P m e 20 zZ'
- : b ol 3,76
IB
I’ - e B
Fig. 11-16 Fig. 11-17
Aplicando un cortocircuito a los terminales 4B se tiene para la corriente [
= [0/S + 20/15 = 333 A
La impedancia equivalente en los terminales 4B con las fuentes de tepsién iguales a cero €s
Z =555+ 15)=3750Q
El circuito equivalente de Norton es el de la Figura 11-17.
11-§ Hallar el circuito equivalente de Thevenin del circuito de la Figura 11-18,
5 :
AN N
3.32 + j1,41
| 1
55.3,5—17,406->| (—1\' b m V'G..)f
20/0°
B }
Fig. 11-15 Fig.11-19

A circuito abierto hay dos malfas, como se ve en el esquema. La corriente I, viene dada por

B+ i% B5,8/—174°
—ib 0 278/72,6°
I, = = _._L_—‘_—_Q = 833/0°
6 + j5 —i6 83,7/72.6
—5 8 + j8

La tensién a circuito abierto es, pues, V, , = (6)I, = (6)3,33/0° = 20/0° . Por reduccién del circuito

5(75) o
§ [5—:55 + (2+,3)1

6 + [Wﬁ) + {2+3‘3)]

= 332 + jldl

b+ 38
E! circuito equivalente de Thevenin es el representado en fa Fig. 11-19 con ¥’ dirigido hacia ¢l terminal A.

116 Obtener el circuito equivalente de Norton del circuito de la Figura {1-18.

Poniendo Jos terminales AB en cortocircuito, la corriente vale

5+ 5 658/=17,4°
—45 0

279/72,6°
1 = Ir - = s = E,ESE_ZS:I‘*O
: 5+ j6 —ib {—5 + j50)

-3b 2+ 48
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La impedancia Z’' = 3,32 + j1,41, como se calculd en  p— oA
¢l Problema 11-35. ' 5,68{—23,14°
Como comprobacidn, la tensién a circuito abierto del
circuito equivalente de Norton en la Fig, 11.20 puede com-
pararse con V' de Thevenin en el Problema 11-5.

Voo = I'Z" = 5,58/ —23,14° (3,32 + j1,41) Ve —a B

20,1/—6,14°
) Fig.11-20
En el Problema 11-5, V' = 20/0°.

zr
8,32 + j1,41

11-7 Sustituir el circuito activo de la Fig. 11-21
por uno equivalente de Thevenin en los ter- 45°

10/45° .
(~—Ai—e 4
N O

minales A8,
En el circuito abierto la corriente es é
s (1)
=

AN

IEEGUH '

[
==
+4
L
i
h
.
il
Y
£u

Por tanto, la caida de tensién en la resistencia de 10 , 10
es ¥yp = (10)I = 14,7/17,1°. _ ] .
La tensidn V 5 es [2 suma de las tensiones de las . . a B
dos fuentes més la caida de tensién en la resistencia
de 10 €, con Jas polaridades sefialadas en la Fig. 11-22. Fig.11-21

Entonces,
V= Vi = 20/0° — 10/45° — 14,7/17,1° = 11,39/264.4°
. o 10(3—j4) . . -
La !mpedanm& Z — 5 + m 7,97 32116.
El circuito equivalente de Thevenin es el representado en la Figura 11-23.

L0/456° I

5 z!
(e AAAA—p
+U"' 4

797 — j2,16

A

20/0°

v --P {
0 11,39/264.4°

o B o B

Fig. 11.22 Fig. 11-23

i1-8 Obiener el circuito equivalenie de Norton del circuito de la Figura 11-21.
2’ =197 - j2,16, como se calculd en el Problema 11-7.
Aplicando un cortocircuito a los terminales AB y eligiendo las corrientes de malla en el sentido de las agu-
jas del reloj, se tiene

13 — j4 —20
— — 10/45° o
b 1 - 10 (20— 10/46%) | _ 158/2474 = 13021970
2 18 — /4 ~ 10 112,3/-82.3 £BT
-10 15
La fuente de intensidad de Norton, I', se dirige hacia el ,
. . | - A
terminal 4, Figura 11-24. 1,39/279.7°
Comparando la tensién V. a circuito abierto de este cir-
cuito con la tensidn equivalente de Thevenin ¥’ del Proble- A
ma 11-7, 8,28/—152°
V. =ZT = (8,25)/~15,2° )(1,39,279,7° ) . B
i'_‘___ .
= 11,45/264,5°
Fig.11-24

y V' = 11,39/264,4°
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[1-9 En el circuito activo de la Fig. 11-25 hay una fuente de intensidad I = 5/30° amperios. Hallar
el circuito equivalenie de Thevenin ¢n los terminales AB.

[ — W T —QA ; ::z' ol

8/30° 5 1 i - 4+ 43
1
| el

16 i5 11,2/93,4°

Fig.11-25 Fig.11-26

la impedancia equivalente Z' en los terminales A8 con la fuente reducida a cero estd formada por dos
ramas en paralelo. En consecuencia,

g = 5+ JB)(1E + jb)

= 4 ;
(676 + 16 + 46 + 73

A circuito abierto, la corriente se divide entre las dos ramas. Hallando el valor de 1,, sefialada en el dia-
grama, se tiene

_ b+ 4B ™ o
I, = 5/300 (22 ) = 85 /48,4
1 530 (20+_1’10) 1,585/48

Puesto que V,5 = V' es la caida de tension en la impedancia 5 + Jj5,
V' = (5 + j5)I, = (7,07/45°)(1,585/48.4° ) = 11,2/93,4°

El circuito equivalente de Thevenin es ei de la Figura 11-26.

11-10 Hallar el circuito equivalente de Norton del circuito activo de la Figura 11-25.
l.a impedancia equivalente del circuito, caiculada en el Problema 119, es Z' =4 + j3 = 5/36,9° .

Si se pone 4B en corto en la Fig. 11-25 la intensidad
de corriente es

r — 5 '+" jﬁ —_— a l' — iy A
= 5/30° | =55 = 2,24/66,8 :

! 5 (5 T+ 10) o nseE
El circuito equivalente de Norton es el dibujado en fm .

la Figura 11-27. '
A circuito abierto, €l equivalente de Norton tiene LIJ
una tensidn V. = (5/36,9° }2,24/36,6° ) = 11,2/93.5°.
En et Problema 11-9 la tensidn equivalente de Thevenin Fig. 11-27
era V' = 11,2/93.4° .

«B

11-11 Obtener el equivalente de Thevenin del circui-
to puente dado en la Fig. 11-28. ;En qué condi-
ciones serd cero la tensidn a circuito abierto en
los terminales 48?

Con la fuente de tensidn igualada a cero la unpe-
dancia equivalente en los terminales 4B esté formada por
la combinacion en paralelo de Z, y Z, en serie con la
combinacidn en paralelo de Z, y Z,. Por tanto,

ZIZ‘ ZEZ3 Fig. 11-28
7, 13, | I+

zr =
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A circuito abierto, la fuente ¥, entrega las corrientes de intensidades I, e I, del diagrama.

Il. e VQ.X(ZI‘*}'Z‘) ¥ 12 S Vﬂ.f(22+ 23}

Suponiende mayor el potencial de A que el de B se tiene
zn‘
V.‘ —_ VAH = 24[1 - ZJIE “—{::'——“——".A.
_ L ¥, 2,
Zl + Z,‘ z: + Za L' C~>1
- |: L2, — 2,2,
| T LT zsi] .
I.a tensién equivalente de Thevenin ¥’ es proporcional a
la diferencia Z,Z, — Z,Z,. Serd V' = ( cuando se verifique Fig. 11-29
2224 —_ 212-3. '
11-12 Obtener el circuito equivalente de Thevenin del puente de la Figura 11-30.
z.l
— - A4
4197268
20/0° G) t V‘G-) I
0.313&”0.5
* B
Fig. 11.3]

Fig. 11-30

La impedancia equivalente en los terminales 4B con la fuente igual a cero es

. _ 21012+j24) | 50(30+60) _  47.4/068°
¥ = 3317 T “wo+360 A[26.8.

A circuito abierto, la corriente en el lado izquierdo del puente es I, = (20/0° /(33 + j24). Enel lado de-

recho del puente, F, = (20/0° }/(80 + j60).
Suponiendo que €] punto A4 estd a un potencial méds alto que B tenemos

. O 20/6°)(12 4 j24)  {20/0° )(30 + j60)
Vo= Ve o= 33 + ;24 - 80 + j60

Y CRTI I T 7 1§ IPNRE LI 3“] = QAR 1705

LI [‘5& TR AR

1tui ircui i - ircuito a la izquierda de los terminales A8 por su
- Sustituir, en el circuito de la Fig. 11-32, el cireul _ a de ‘ } por ¢
e e:flilvaiente de Thevenin. Determinar después la intensidad de corriente por la impedancia 2—j2

conectada al circuito equivalente.
elo

1 reduccion del circuito, La impedancia 3 —~ j2 estd en paral

La impedancia Z' puede obtenerse por rea
1 (3. La impedancia equivalente es

g, = BiB8 194 - 0265
1 g - 52

con la resistencia de
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-52 i
If ’UWJ ' 4
| T
§ m g m % 2
. 5
13/30° t ey _32 EPIGEJ-?— - — __J.z
N B | 5~

Fig. 11-32 Fig. 11-33

Ahora Z, estd en serie con la impedancia j5. Sumandolas

Z, = 194 ~ j0,265 + j5 = 1,94 + j4,735
7' se determina combinande Z, y la tesistencia de 5 £ Por

(1,94 + j4,735)5
= =.3.04 = ]
6594 + j4735 3,04/334° = 2,54 + j1.67

Haliando el valor de I, en ¢! circuito abierto por el método de las corrigntes de malla,

g —j2 10/30°
-3 0 30/30°
I, = _—?0—-5 = 0.433/9,7°
8 — §2 —3 69,25/203 -
-3 8+

Entonces, la tensidén a circuito abierto es la caida en la resistencia de 5 £

V' = L(5) = (0,433/9,7° )5 = 2,16/9,7°
Si se une ahora, Fig. 11-33, la impedancia 2 — j2 al equivalente de Thevenin, la corriente buscada es

= V)Z +2—2) = (21697 (4,54 ~ j0,33) = 0,476/13,87°

11-14 Determinar, en el circuito de la Fig. 11-34, una tensién V, tal que la corriente que circule por
ia impedancia 2 + j3 sea cero.

. T
——
49 + 2.5
v’ ~>1
121 s - BV
Fig. 11-34 Fig. 11-35

Se aplica e! teorema de Thevenin al circuito dado

y s¢ obtiene la tension equivalente medida en los ter-
minales A8. A circuito abierto, las dos corrientes son L= (300 Y5 +j5) el = v, /10,
Suponiende que el potencial de 4 es mayor que el de B, se tiene

Vo=V, = (S, — (6} = (75)30/0°/(5 + i5) — V,(6)/10 = 21,2/437 — 0,6V,
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La cornente en el circuito equivalente de Thevenin de la Fig. 11-35 es cero si V' = 0. Por tanto,
0 =212/43 ~ 0,6V, y V,=354/45°

Nota.  El valor de la impedancia Z ¢n la Fig, 11-35 no hace falta en este problema, dejandose su calcu-
lo al lector como ejercicio.

11-15 E|_1 el circuito de ta Fig. 11-36 determinar el valor de la fuente de tensién V, para el cual la co-
rnente en la fuente 20/0° voliios es nula.

3 A

e

2 i ) Z
A A Co 3 AW

m J/..Iz u 3,.8/82°
O

Fl L
Ll LN

!

20/0°

=
Law
:
_\n_l‘..

*
B

ol |

Fig. t1-36 "ig. 11-37

3¢ obtiene el equivalente de Thevenin para el ¢ircuito activo a la izquierda de los terminales 4B. A cir-
cluto abierte, hay dos corrientes de malla T, ¢ I,. Hallando el valor de I,

5445 ¥,

, = B0 _ Yisp0e
|5 +j5 —~j5 83,6/72,6°
‘ -j5 B8+ 8

La tensidn 4 circuito abierto es ahora la caida en la resistencia de 6 {1, (6)I,.

V= (62 03594740 W
= }33,6,{72.6’-' = (0.33°4 74V,

Si se conecta el circuito equivalente de Thevenin a los terminales 4B, como en la Fig. 11-37, es evidente
que para una corriente cero, ¥’ tiene que ser igual a la otra fuente, esto es, ¥' = 20/0° . Por consiguiente.
{0,359/17,4°\V, = 20/0° , de donde V, = 55,7/ —174°.

La mrota final del Problema 11-14 es también -aplicable a éste.

11-16 El circuito active de {a Fig. 11-38 tiene tres un-

pedancias Z, = 10/30°, Z, =20/0° y Z, =5 - j5, 50/0° 5
gque han de conectarse sucesivamente a los ter- @ L VLTTY, T S—
minales AB. Determinar ls potencia disipada en —
cuda una de elius,
5 10

Se sustituye el circuiro por su equivilente de The- ANAAA v IR
venin en los terminales 48 ¥ s2 unen las impedancias lA
al circuito equivalente.

Para calcular la impedancia de entrada se eligen tres i5 '[B 10
corrientes de malta como si una fuente alimentara en- NI ANVl

tre A y B en la forma indicada en la Fig. 11-3%. Enton-

ces, la impedancia de entrada Z,ppaey €5 L del cir-

cuite de Thevenin, [De la definicidn de Z,g.q. 5€ LiENE Fig. 11-38
Zoncads 1 = Bo/Ay . SIERGO
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(& + j5) -b (5 + 75)
A, = =5  (10+3510) (=5—j10) | = 1455/121°
{6 +35) (—5—j10) {16+ j15)
{10 + j10) (—5-—jl0)
A - . - o
/ & (=5 —§10) (15 + 515) 218,5/69.4°
Sustituyendo Z' = Z,_, 0901 = 84, = 1455/121° /213,5/69.4° = 6,82/51,6° = 4,23 + 75,34
50/6°
AW £~ M ——
5 e 5 j
™ Y
1
3 0 i
AW ——— T o - -
' i10
A A I
I, 1,
it R | I B, 1w J
-~ . — +
Fig. 11-3% Fig. 11-4)
En el circuito abierio hay dos corrientes de malla I, e 1,, Fig. 11-40; las intensidades son
50 b
50 15 + jb 558/26.6°
I, = —_— 2,62/—428°
' 10+ 710 6 213,5/69,4°
& 15 + j5
10 + ;710 50
5 50 558/63.4°
| u
= —_—— = 2862/=6°
Y L a, 213.5/69.4° 62(=6%
Abora bien, la tensién equivalente de Thevenin V' es
la tensién a circuito abierto V5, suponiendo el punto 4
a un potencial mas alto que ef de B. En la Fig. 1140 la Z’ A
caida de tensién en la resistencia de 5 € en la rama central —ﬁ >
y en la reactancia j5 en la rama inferior s¢ han marcado ' '
con sus polaridades instantineas. Entonces, v’ G})f z,
vf = VAB = 11{5] = IzUS) 2].4!-69.4
— (2,62/—42,8° )(5) — (2.62/—6° H5/90°) B
= 23,4/~ 694"
El circuito equivalente de Theverun se ha representa- Fig. 11-41

do en la Fig. 1141 con la impedancia de carga Z; conec-
tada a los termninales 48.

Sustituyendo los valores dados de Z; en [ = Y'/{Z’ + Z;) s¢ obtienen las corrientes y las potencias pe-

didas. Por tanto,
Con Z; = Z, = 10/30° = 8,66 + /5,

23)4#_69 4.-_
I = — (694" _ o
I TRTE ey R I E L

Con Z; = Z; = 20/0°,

Py = Re Z,(/,} = (8,66)(1,414)* = 1732 W

23,4/—69.4° ,
B = 0,940/=81.8° y P, = (20)(0,940) = 17
77423 + 45,34 + 20) /=81.8" y P, = (20){0,940)" = 1765 W
Con Z, =2, =5 -5,
2314;'—69140
= {5)2,54)* = 32,3 W

RN TS R S Rl A SR
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Problemas propuestos

Obtener ¢l circuno equivalente de Thevenin en los terminales AB del circuito activo de la Figura 11-42.
Sol. Z'=943 {1, V' =629V (8+).

Obtener el circuito equivalente de Norton del correspondiente de la Figura 11-42,
Sol. Z'=9340Q, T = (0,667 A.

1%
4 & 2

g WBW-—J;{I[I:‘- A AMAWA WVW\!‘—I-A—WNM—-T

-
WA -
[ -]
[
+ e
=
-

Fig. 11-42 : Fig. 11-43

Hallar el circuito equivalente de Thevenin en los termninales 4B del circuito activo dado en la Figura 11-43.

Sol. Z' = 1528, V' =11,18V (B+).

Hallar e! circuito equivalente de Norjon del cireuito de la
Figura 11-43. Sol. Z'=132Q, =735 A,

Hallar el circuito equivalente de Thevenin en los terminaies "V
AB del circuito puente representado en la Figura 11-44,
Sol. Z=355510;,1"=0¥V, :

ol
[ ]
i

En ¢l circuito del problema anterior se sustituye la resis-
tencia de 500 ohmios por otra de 475 ohmios, Determinar

el circuito equivalente de Thevenin. :
Sol. Z'= 554 Q; V' = 0,0863 V (4+) Fig.11-44

Utilizar ¢l teorema de Thevenin en ¢l circuito puente de la Fig, 1145 para hallar la desviacion de un galvand-
metre conectado a 48 con una resistencia de 100 ohmios y una sensibilidad de 0,5 microampernics por mili-

metro, Sal. D =195 cm,

N
2500 EC
L
0y B y A 60/0° (ADT B
1000
500
— 7400
Fig. 11-45 Fig.11-46

Hallar el circuito equivalente de Thevenin en los terminales 48 del puente de alterna de la Figura 11-46.
Sol. Z' = B87/11,55" 00, V' = 0,192/ -434° V.

Utilizando el teorema de Thevenin hailar la potencia disipada en una resistencia de 1 ohmio conectada en los
terminales 4B del circuite de la Figura 1147, Soi. 222 W,
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11-26 Repetir el Problema 11-25 uiilizando el circuito equivalente dc Norton.

11-27

11-29

11-30

el RIC

11-31

11-32

11-33

11-34

11-35

Y 5 i w16 it

AN mred o= 0 4 PEN——2 4
10
16/0° G.D[ g.ﬁ 10/0° I 1

i 10/60°

it mine e + B
74
Fig. 11-47 Fig. 11-48

Obtener e} circnito equivalente de Thevenin en los terminales A8 del circuito activo de la Figura 11-48.
Sof. 77 = 10,6/45" Q;, V' = 11,17/-634" V.

Hallar el circuilo equivalente de Norton en los terminales 48 del circuito de la Figura 11-48.
Sol. Z7 == 10,6/45° O I = 1,052531,67 A, '

Utilizar el teorema de Thevenin para hallar la potencia disipada en una impedancia de 2 + j4 ohmios conec-
tada a los terminales 4B del circuito active de la Figura 11-49, Sol. 475 W.

Repetir el problema anterior utilizando el teorema de Norton.

)sng—ﬂf 5;3_06)1 gm 2 } (~)sp00

— A= T l ww—|{ W e WA
A

{

TB

Fig. 11-49% Fig.11-50

Hallar e} circuito equivalente de Thevenin en los terminales 4B del circulto activo de la Figura 11-30.
Sel. Z'= 55507 Q; V' =55/164" V.

Determinar el circuito equivalente de Norton del circuito de la Figura 11-30.
Sol. Z' = 555/0” Q. 1" = 1,06/164° A.

Hallar el circuito eguivilente de ‘I'hevrgpin en los terminales 48 del circuito activo de la Figura- 11.5L.

Sol. T~ 25 + 12,5 Q: ¥ = 25,245 V.

Hallar el circuite equivalente de Norton del circuito de la Figura 11-51.

Sof 2= 285+ j125Q; 1 = 2T -3377 A

En el circuito de la Fig. 11-52 hallar la corrients que pasa por la impedanciz 3 + j4 chmios sustituyendo, en
primer lugar, el circuito en los rerminales A8 por su equivalente de Thevenin.

Sel. Z' = 353450 Q; V' = T07/135° VU= R3/K327 A

509

e E..}__-.M___.__.

&
AR

' 5
E i A
- Y S G007 4 e I l C) 50/0°
‘A Ba— aYise . PN \\H_.} ? . t —

—. 000
D)
1
|
AMA
W T

Fig. 11-5! Fig. 11-52
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11-36

11-37

11-38

11-3%

11-40

1141

1142

1143

11-44

11-45

Repetir el problema anterior utilizando el teorema de Norton.
Sol. Z'= 35345 0; I' = 20/%° A; 1= 83/85,2° A.

En el circuito de fa Fig. 11-53 una fuente de intensidad de 15/54° amperios alimenta en los terminales sefiala-
dos en el esquema. Sustituir el circuito, en 48, por un circuito eguivalente de Thevenin,
Sel. Z' = 1148 + /1,19 &; V' = 28,6/83,8° V.

Obtener ¢l circuito equivalente de Norton en los terminales 48 del circnito de la Figura 11.53,
Sol. Z'= 1148 + j1,19 {5, V' = 247/775° A. '

I \15\,4_5 1 ﬁﬂﬂ
AN v»*gwh—- A Lol .4
1 B

[0°
AW
2 : 2
2 § s = -8

[ S

i« i 'B

Fig.11-53 Fig. 11-54

Obtener ¢l circuito equivalente de Thevenin en los terminales 4B del circuito de la Figura 11-54,
Sol. L' = 534/-498° (}; V' = 433/ -70,6° V.

Obtener el circuite equivalente de Norton de la Figura 11-54.
Sol. Z'=534/—498° (3; I' = §,1/-208° A

Utilizando el teorema de Thevenin hallar la potencia disipada en una impedancia Z = 10/60° ohmios coneg-
tada a los terminales A8 del circuito de la Figura 11-55. Sof. 23 W,

Repetir el problema anterior empleande el teorema de Norton.

1 1 —

19 j2 116 %2
5
) r— AW 4 [ = A
, ?52 _ _

:

+ B

Fig. 11-55 Fig. 11-56

Obtener el circuito equivalente de Thevenin del cir-

’ A , L
cuito activo de la Figura 11-56. 1, i iGThT R
Sol. Z'= 509/-825" 0, V' = 462/-575" V. 16/0° l 5/0°

A
Haliar el circnito eguivalente de MNorton del circuite - ; .
de la Figura 11-36. §
Sof, Z'=509/—825" Q: 1" = 9,05/25" A. ¥B
I ~ 1,

Determinar ¢l ciicuite equivalente de Thevenin en los
terminales 44 del ¢ir¢uito activo de la Figura 11-57.
Sol. Z' = 6,2/51,8° (1 ¥V = 62,6/44,17° V. Fig. 11-57
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1146 Obtener el circuito equivalenie de Morton de la Figura 11-537.
Sol. Z'=62/518° @, I' = 10,1/-7,63" A.-

11-47 El circuito activo de la Fig. 11-58 contiene una fuente de intensidad de 4/45° amperios y una fuente de tension
de 25/90° voltios. Hallar e circuito equivalente de Thevenin en los terminales A8,
Sol. Z' = 3,68/36° ; V' = 222/98° V,

11-48 Obtener el circuito equivalente de Norton del circuito de la Figura 11-38.
Sol, Z' = 3,68/36° Q; I = 603/62° A,

E
[— © A AN 1 -
4/45° 5/0°
2 10 A 10
20@(91
i ? ~) 25 /90° B =
Fig.11-58 Fig. 11-39

11-49 Hallar el circuito equivalente de Thevenin en los terminales A B del circuito activo representado enla Figura 11-39,
Sol. Z' = 347/685° (}; V' = 31,2/689° V.

11-50 Obtener el circuito equivalente de Norton del circuito de la Figura 11-59,
Sol. Z'=347/685 0, 1 = 9,0/0° A.



Capitulo 12

Teoremas generales de circuitos

INTRODUCCION

Los métodos de las corrientes en las malas y de las tensiones en los nudos permiten resolver la mayor
parte de ios problemas de circuitos. El estudio de tos teoremas de Thevenin y Norton en el Capitulo 1]
ha demosirade también su eficacia en el ahorro de tiempo de los cdleulos numéricos necesarios en el
caso de que haya que conectar, separadamente, a un par de terminales diversas impedancias. Analoga-
mente, los teo.emas que van a estudiarse en este capitulo tienen como objeto sumplificar la resolucian
de algunos tipos especiales de problemas de circuitos. Desde este punto de vista, puede considerarse
este capitulo como una ampliacion del Capitulo 11,

TRANSFORMACION DE ESTRELLA-TRIANGULO {Y — A)

El circuito pasivo de tres terminales formado por las tres impedancias Z,, Zy, Zp, dispuestas en
la forma representada en la Fig. 12-1{a), constituyen lo que se llama una conexion en tridngulo (cone-
x1on-A). Se Nama conexidn en estrella (conexion-Y) al circuito pasivo de tres terminales formade por
las tres impedancias Z,, Z,, Z, conectadas en la forma representada en la Fig. 12-1(). Los dos circuitos
son equivalentes y sus respectivas impedancias de entrada, sahida y transferencia son iguales,

Zy

— ]
. i A : -
N | ! -

v: It ’," zn ZCI ( lu VIJ

- r T .

{a} (b)

Fig, 12-1

Seu V, la tension de entrada y Vy la correspondiente lension de salida en cada uno de los circuitos,
Elijamos la corriente de entrada, 1, y de salida, 1, con el senlido de las agujus del reloj en los dos cir-
cuitos ¥ sea I, la cormente en la malla centrul de la conexion-A, con ¢l sentido marcado.

La forma matricial del sistema de ecuaciones en las corrientes de matla del cirenito de conexion-A es

7 — Y o I ] | ﬂ

ol Lt Lt te Ao |l T = ‘ 0
L. (} —'ZC Z(‘_. -!__Iu__l-

155
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Las impedancias de entrada, salida y transferencia son

Z _ ﬂnz . ZAZB
cntrada T An | Za+ 75
Z. A Zslc
salida - &33 - ZB + ZC
Az
zlm nsferenciaes — Ats = ZB

Eil sistema de ecuaciones en las corrientes de malla del circuito con conexion-Y, Fig, 12-1(&), son

Ll _ [ v

L] -Y,

Las mmpedancias de entrada, salida y transferencia son ,
Z = i’_ - ZIZZ + Z]Z:; + 2223

i+ Zs 7
—Zs Lo+ 7y

crirada .r:l“ ZQ + Za

y - A, = YAV AR S AV AR W AV A
salida Ass Z] T Zz

7 . ‘_J’-}._t_ T+ 28+ 27,
transferencia s Ars - Z'E

Igualando las impedancias de los ctrcuitos en tridngulo y en estrella se tiene,

ZAZB o Z|Zz + Z|z;3 + 2223 o {])
Zo+2s Zy+ 7y
Zolc L+ 22 + T, 2)
Zs +Zc 2+ Z;
A 7.4 + 2é23 + Z.Z5 (3)
2

Sustituyendo en (/) y (2} la expresion de Zy en {3) y despejando Z, y Z_ resulta

{4} 7. = ZiZ: + 2125 + Z:75 {-1} T = Z2.Z: + 2.2y + 7.7

R Zs " Z

Por consiguiente, la conexion en estrella de Z,, Z, y Z; puede sustituirse por la conexidn en tridngulo
de Z,, Zy y Z;, de acuerdo con las Ecuaciones (3), (4} y (5).
Para hacer la transformacién de A a Y se suman las ecuaciones (3), (4) y (5) y se halla fa inversa.

1 = leﬁz:i (6)
ZA + ZB + ZC (Z;Zz + leﬁ + 2223)2

Multiplicando ahora el primer miembro de {(6) por Z,Z, y ¢l segundo miembro por las expresiones de
L,y Zyen (4) y (3),

( 1 \Z.Zs = 7.2, (zlza + 7.2 + ZzZs) (zlzz + 2.7 + 2.7,
Zo+Zs + Zc) ZiZ: + 22 + T Z Z )
de donde Z, = YAV

Zi+Zn+ Zc
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Operando en forma andloga se pueden hallar las expresiones para Z, y Z, en funcion de L. 2gyZ..
Seguidamente presentamos una recapitulacion de los resultados completos de las transformaciones
estrefla-trianguio e inversa.

Transformacion ¥ — A Transformaciéon A — Y

ZA - ZiZg + th:l _+ ZEZ;} Zl — ZA.ZB
Z;i ZA + ZB '+" ZC

ZB = Z]z:}_l' Zrl?i_'l + ZEZS ZE — ZAZ(‘
Lo Lo+ Zp+ Zc

22+ 7272, + 2.7, ZsZ

Z = 1daz [£41 283 Z = B L
¢ Z, ’ 7o+ 25 + Zc

\ z, za/ﬁ

Fig. 12-2 Fig.12-3
Para determinar las relacicnes anteriores son utiles las siguientes reglas mnemotécnicas.

1. Transformacidon estrella-tridngulo.
Cuaiquier impedancia del circuito en A es igual a la suma de los productes de todos los pares
posibles de impedancias Y dividida por la impedancia opuesta del circuito en Y.

Asi, por ejemplo, en la Fig. 12-2. Z, viene dada por la suma de los tres productos binarios dividida por Z,,
que es la smpedancia cpuesia del curcuito Y.

2. Transformacién tridngulo-estrella.
Cualquier impedancia del circuito en Y es igual al producto de las dos impedancias adyacenies
del circuito en A dividido por la suma de las tres wnpedancias de dicho circuito.

Asi, por ejemplo, en Ia Fig. 12-3. Z, viene dado por el producto 2,7, 1mpedanmas A adyacentes, dividido
por la suma de tas tres impedancias del circuito A

TEOREMA DE SUPERPOSICION

El teorema de superposicidn establece que la respuesta en cualquier elemento de un circuito lineal
bilateral que contenga dos ¢ mas fuentes es la suma de las respuestas obtenidas para cada una de las
fuentes, actuando separadamente ¥ con todas las demds fuentes iguales a cero.

Este principio de superposicion estaba realmente implicito en los dos métodos de andlisis por las
corrienies €n las mallas y las tensiones en los nudos. Dichas cornentes y las tensiones venian determi-
nadas por cocientes de dos determinantes (veanse Capitulos 9 y 10). El desarrollo de los determinantes
del denominador por los elementes de la columna que contiene las fuentes da lugar a ecuaciones del
tipo siguiente:

G A AN
Il = \'r] E‘lz_l' + VE ﬂ.“ _i' V'j"'_l ‘i“ o {?-}
.'311 -l}.l :.'LEI

y Vi = L=+ L+ LbL—+ (8)
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Los términos de (7) son las intensidades componentes de la corriente de malla I, debidas a las ten-
siones de alimentacion V¥, V,, ete. Los términos de (8) son las componentes de la tensién de nudo ¥,
debidas a las corrientes de excitacién I,, I, etc.

Si se eligen las corrientes en las mallas de manera que todas las fuentes estén en ramas no acopladas,
los términos de (7) serdn 1dénticos a las corrientes que resultarian si las fuentes actuasen separadamente.
De forma andloga, si las fuentes de intensidad de un circuito que ha de resolverse por ef método de los
nudos tienen el mismo punto de retorno, tomando este punto como referencia, los términos de {8) seran
idénticos a las tensiones que se tendrian en los nudos si cada fuente actuase separadamente.

El principio de superposicion se aplica para determinar las corrientes y las tensiones en los nudos
que estan relacionados lineaimente con las fuentes que actian en el circuito. La potencia no se puede
hallar por superposicién, ya que la relacion entre fa potencia y la corrienie o la tensién es cuadrdtica.

TEOREMA DE RECIPROCIDAD

El teorema de reciprocidad establece que en un circuito lineal, bilaterat, con una sola Jfuente, la re-
lacion de la excitacion a la respuesta es constante al intercambiar las posiciones de excitacion y respuesta.

El teorema se puede demostrar en el caso de corrientes en las mallas con una fuente Unica de ten-
sion en el circuito, considerando la ecuacidn siguiente para la corriente de malla I,

ﬂZr . Dorr ﬂsr

:Hr
I, = V¥ + V,— +
T l:ﬁz 2$z+ +Vr&z+.v-3az
Sea V, la unica fuente en el circuito. Entonces,
Agr
I, = ¥,
=
El cociente de la excitacion a la respuesta es
Y A
I : == ;_'}‘z = Z1ransf:rtncil sr {B}
r ir

Ahora bien, al cambiar las posiciones de la excitacion y la respuesta, la fuente serd ¥V, y la corriente k.,

Ay
I, = V.=
F A,

[.a relacidn excitacidn-respuesia es, ahora,

vl’ - -flz

T: - Are = Z’trans!’erencia rs . (]' G':g

Las dos impedancias de transferencia de {¢) vy (1) son iguales en todo circuito lineal bilateral, va
que en tales circuitos la matriz de impedancias [Z] es simétrica respecto de la diagonal principal y les
adjuntos A,, y A,, son iguales. Por tanto, la corriente en la malla r originada por una fuente de tension en
la malla s es igual Que la corriente en la malla 5 cuando la fuente de tensidn se trastada a la malla r.
Debe observarse que las corrientes en otras partes del circuito no se mantendrdn iguales.

El teorema de reciproctdad se aplica también a circuitos que ceutengan una sola fuente de inten-
sidad. En este caso, ¢l teorema establece que la tension resuitante en un par de terminales m # originada
por una fuente de intensidad que actda en los terminales a b es igual a la tension en los terminales g 5
cuando la fuente se traslada a los terminales m n. Debe observarse que las fensiones cn otros puntos del
circuito no se mantendran fguales. (Veéase Problema 12-9)) '



‘es I,, la caida de tenstdn en Z, es Z I, con la polaridad
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TEOREMA DE COMPENSACION

Una impedancia Z de un circuito, por la que circula una corriente de intensidad I, tiene una caida
de tension ZE De acuerdo con el teorema de compensacion, esta impedancia se puede sustituir por una
f.e.m. de compensacion, cuyo mddulo y fase sean las de ZI. De igual modo, si la tensién en bornes de
un elemento o rama de un circuito que contiene una impedancia Z es V, dicho elemento o rama se puede
sustituir por una fuente de intensidad I = V/Z. Las corrientes y tensiones en todas las dem.s partes
del circuito permanecen invariables después de la sustitucién de la fuente de compensacién. El teorema
de compensacion recibe también el nombre de teorema de sustitucion.

En la Fig. 12-4(a) una rama de un circuito contie-
ne las impedancias Z , y Zg. Si la corriente en esta rama —

indicada. En la Fig. [2-4(b) puede verse la fuente de
compensacion V¥V, = Z I, que sustituye a Z,. La pola-
ridad de V, ha de ser la sedalada, puesio que la flecha J
convenctonal apurita hacia el terminal positivo. [

St en el circuito se produce un cambic cualquiera
que afecte a I,, la fuente de compensacién ha de variar
en consonancia. Por esta razédn, la fuente de compensa- () )
cion V_ se denomina fuente dependiente. Fig. 12-4

El teorema de compensacion es atil para determinar las variaciones de corriente y tension en un
elemento de un circuito cuando varia el valor de su impedancia. Esta aplicacién se presenta en los cir-
cuitos puente y potenciométricos cuando una ligera variacion en una impedancia da lugar a un despla-
zamienio de [as condiciones de equilibrio.

— [ —T T~ z T Z
v G‘) T Z M G‘Di 5Z
sZ
T c=13Z
(a) () (e)
Fig.12-5

Enla Fig. 12-3{a)ia fuente ¥ aplicada a un circuito origina una corriente I = V/Z. En la Fig. 12-5(5) .
la impedancia del circuito se ha modificado a (Z + 87Z). Entonces, 1a intensidad de la corriente es
I' = V/{Z + 5Z). Ahora bien, una fuente de tension de compensacién ¥V, = (6Z), actuando en el cir-
cuito con las impedancias Z y 0Z y con la fuente original puesta igual a cero, da lugar a la corriente
Al [Fig. 12-5(c)]. Al es la variacién de la corriente originada por la variacidn 8Z en la impedancia del
circuito. Por el teorema de superposicion 1 + Al = I' 0 bien Al =T — L

Ejemplo.

En el circuite de Ja Fig. §2-6 se sustituye la impedan-
cia 3 + j4 por 5 + j5, esto es, 6Z = 2 + jl. Determinar

la variacidn de la intensidad de corriente por cilculo dirscto T

y comprobar ¢l resultado aplicande el tecrema de compen- zZ=
\ V = E0/0° 1 )

sacion, 3+ 4

Antes del cambio, I = V/Z = (50/0° }/{5/53,1°) =
10/ —53,1° . Al afadir éZ al circuite, Fig. 12.7{q), se tiene

I' = V/A(Z+82Z) = (50/0°)/(6+ j5) = 7,07/—4b° Fig. 12-6
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La wvariacion de corriente es

Al = P -1 = (b—jB)—(6—J8) = —1-+3j3 = 3,16/108,45°
T T T T T T z=
I é Al F+4
¥+ 34

¥ = 6O 82 =

& t 8z = 2+ i1
2431 i ¥, =

22,35/-266°
{a) {b)
Fig. 12-7

Agticando el teorema de compensacion, la fuente de compensacion ¥, = (O2)1 = 2 4+ 10/ =53.1"} =
22,35/—26,5" . Insertando la fuente en ¢f circuito que contiene 2 y 87 y hacien o la fi
Fig. 12-7(b}, Ia variacion de corriente sera

v, 22.35/-26.5°
I = = = —_—— = 16 2
A A T 3.16/108.45

Por consiguiente, cuando se cambia 12 impedancia de un circuito y se desea conocer el cambio correspendiente
en la intensidad Al se obtiene haciendo actuar la fuente de compensacion ¥V, en el circuito, igualando a cero ¢l

resto,

TEQREMAS DE TRANSFERENCIA DE LA POTENCIA MAXIMA
El siguiente teorema de transferencia de la potencia mdxima determina el valor de las impedancias
de carga que dan lugar a la transferencia de un maximo de potencia entre los terminales de un circuito

activo.
Se considera una combinacién en serie de una fuente y una impedancia compleja fija suministran-
do potencia a una carga formada por una resistencia variable o por una impedancia compleja también

variable.
Caso !. Carga: Resistencia variable Ry (Figura 12-8) Z, = B, + iX, 4
i

lLa corriente en el circuito es
,—-‘""T"““.
V,
_ ~ R
! (B, + Ro) + 1K, "’()1 % L
N N Vﬂ
I = |I] = ? v
VIR, + R + X3
Fig. 12-8

La potencia suministrada a K, €s, entonces,

ViR.

P = PR = :
(RQ+RL)2+XQ

Para determinar el valor de R, para que la potencia transferida a la carga sea maxima, se hace la
primera derivada dP/dR; igual a cero.

4P i ViR o JlR R+ XG] - R@BARY]
dR. = dRi|(R,+ R+ X, i [(Ro + Ryt + X312

o bien R+ 2R,R. + R: + X; — 2RiR, — 2RL = 0

R} + X3 = Ri
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De donde Be = \JR§+X§ = &l

En el caso de una resistencia pura variable se transmite la potencia méaxima entre los terminales
de un circuito activo cuando la resistencia de carga es igual al valor absoluto de la impedancia del circuito.

Si Ia componente reactiva de la impedancia en serie con la fuente es cero, o sea, X, = 0, se trans-
fiere la potencia méxima cuando la resistencia de carga es igual a la resistencia de la fuente, esto es,
Ry = R,

Caso 2. Carga: Impedancia Z, con resistencia y reactancia variables (Figura 12-9).
La corriente en ei circuito es

I = VG Z, = R, +iX, A
(Ry + R} + 7( X, + Xu) A *
) V‘, e
I = I = v, {~ Z. :
i V(Be + B} + (X + X1)? C')t RBu+iXe
B
La potencia suministrada por la fuente es Fig-12-9
2
R .
P = [PPR. = Vol (11)
(R, + R + (X, + X1)?
Si R, en (/])se mantiene constante, el valor de Pes maximocuando X, = — X, conloquela Ecuacidn (11)
se convierte en :
p - VeR:
T (Rg+RL)*

Consideremos ahora que R, es variable. Como se vio en el Caso 1, se suministra la potencia maxima
a la Cal'ga Cllal'.'ldD RL = R‘. Sl RL == _R’ y X.L = _X’, ZL - z:.

Cuando la impedancia de carga estd formada por una resistencia y una reaciancia variables, la
potencia transferida en los terminales del circuito activo es méxima si la impedancia de carga Z, €s 1gual
al complejo conjugado de la impedancia del circuito Z,.

Caso 3. Carga: Impedancia Z, con resistencia variable y reactancia fija (Figura 12-10).

Con la condicién X, constante se obtienen las mismas % = Bt ik o
ecuaciones para la corriente I y para la potencia F que en _
el Caso 2. T Xy

lgualando a cero la primera derivada de P respecto de v, Gv)f
Ry, se deduce R,

2 2 2 _'—B
Ri = R, + (X;+Xu)
Fig. 12-10

RL _ IZg + :fXL|

Como Z, y X, son magnitudes fijas se pueden combiner en una Unica impedancia. Entonces, con
R, variable, =l Caso 3 s¢ reduce al Caso 1 y la potencia méxima se obtiene cuando R, es igual al valor
absoluto de ta impedancia del circuito.
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Problemas resueltos

12-1 Determinar e} circuito equivalente en tridngulo para las impedancias conectadas en estrella de
ta Figura 12-il.

Z, A Zp
e AARAN Ao L
& 10
N |
Z, N
FIL ZA h Zg
Fig, 12-11 Fig. 12-12

El circuito A equivalente contendra las impedancias Z,, Zy y Z¢ en la forma representada en la Fig. 12-12,
En estas condiciones,

g, = Llet Tt Z.Z;  _  B(j10) + 5(10) + 10G10) _ B0+ 150 _ g o
* iy 10 10 = 7
- 22, + L2+ 2325y 50+ 160 _ :
Zg = z = = < 15 — jb
Z,Zy + T, 2y + Z.Z :
Zo = 1892 1 adiy 50.+3150 = 10 + 530
Z, 5
Como comprobacién se puede hacer la transformacion inversa.
7. = Zsty . (6 + F15)(15 — 78 _ 18044200 _
: Zo+ZstZc § + 716 + 15 — jb 1 10 + 330 30 + 740
_ Zake _ {54 j15)(10 + 480) *
Zo = . 710
ZaT Zg + Z¢ 30 + j40
g, = ZyZc (15— 810 +.430) g
3 2, + 4p + Zg 30 + j40

[}
9
[

Una conexién A contiene tres impedancias iguales Z, = 15/30°. Hallar las impedancias de la
conexidn Y equivalente.

L2y i n
Z, = T T 7 + 2o siendo Z, = Zy = Zo = Z5. Portanto. Z; = 2,/3 = (15/30°)/3 = 5/30°.

De igual forma, Z, = Z; = Z,/3 = 3/30°. Por con'siguiente, cualquier circuito A con tres impedancias igua-
[es tiene enme squivalente un girenite en que las impedancias son la tercera parte de las del circuito Y.

Reciprocamente, cuando todas las impedancias de un circuito en Y son iguales, las del circuito equiva-
lente en A son el triple de las del circuite Y.

12-3 Demostrar que ua circuito pasivo de varias mallas O
con tres terminales puede sustituirse por una co- - T -
£ () } i i - . 2
nexion en A de res impedancias. ! Circuito
: - : ¥, A5IVO v
Se aptica una tension ¥, a los terminales de la 1zquier- P 2
da, como en la Fig. 11-13, y s¢ designa por I, a la COTTIEN-

te que entra en el circuilo ¥ de igual forma en los termi- -
nales de la derecha ¥, e I,. Como ¢l circuito €s pasivo,
todas las demas tenstones de excitacion son nulas. Fig.12-13
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El sistema de ecuaciones en las corrientes de malla en forma matricial es
'-le Zl2 zln ] -.]1 —vl_
221 222 T ey . ' I2 VE
erl """"" znn_J InJ 0
_ Ay 8z, _ Ay Ago
de donde Ii = Vl &z V2 g Y 12 - Vl -3; + VQE
Expresando ahora estas dos ecuaciones simultaneas en forma matncial.
13, 3 || " L
[ A Ay h
i Y, 12. z
Az Az | 1 ) £
Esta ecuacion es andloga a la que resulta de un circuito L I
de tres nados en el que se ha tomado uno de ellos como
referencia. Un circuito de tal tipo es el de la Fig. 12-14, Vi z, ]Zc ¥
con Z,, Zy y Z; en conexién A. Se insertan YV, 1, V, e
I, con [as mismas direcciones que en la Fig. 12-i3, y es-
cribiendo las correspondientes ecuaciones matriciales del
método de las tensiones en los nudos se tiene —_E_-
l 1 1 Fig-12-14
T - ¥ 1 g
(ﬁ,‘ zu> Zo : :
1 /1 1 )
- =+ == Yo I
L Zy Il\ZH Z _ T 2
Igualando los elementos correspondientes de las dos matrices de coeficientes,
(1) <L+L ~ An (2) L = B2 (8) _l o A
z/l. ZB ﬂz ! ZB ZC ﬂz ' ZB -f:\z

124

Sustituvendo (3} en (/) ¥ (2) s¢ obtiene

Az . . Az : Ay

zr"- = —_—, -5 .
-;111 + ‘321 .'322 + &21

Se ha visto, pues, como siempre es posible matemdaticamente la transformacidn de un circuito de tres tee-
minales en el circuito equivalente Y o A. Sin embargo, los elementos del circuito equivalente pueden no ser
fisicamente realizables. (Véase Problema 12-4.)

Aplicar los resultados del Problema 12-3 al circuito

representado en la Fig. 12-15 para oblener el cir- B 2 2
cuito equivalente conectado en tridnguto. J‘E UG eyt GO >
gl 48 corment fas mallas como se ve en el
Eligiendo las correntes en la ¢ _ m
esquema,
9 5 — 74 @
B—ji2 0 -5
Ay = G —i2 —id
- —jd b = §2
= 40 — 24 = 46,6/-31° Fig. 12-15
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v
-2 —j4 T N 5—j2 —B 4 — %0
a = . = - 1Y% = 5 = T4 — Jey,
g —j4 B 52 " -6 b~ j2
A Y = j20
e -4 6—j2| = *°
Utilizando las expresiones del Problema 12.3,
Az 46.,6/—31°
RN 98/—70,8°
4 8y, + Ay 12 — ;10 + ;20 298/-T0.8°
Ag 46,6/—31°
Z, = ——Z = = _ o
B v 7 2,33/69
7. = -tz o _MEEL Ly esi4e0
C T apta, | —4—-j0+j20 58497

Obsérvese que la impedancia Z, puede realizarse con una resistencia y una reactancia capacitiva en serie,
y Z con una resistencia y una reactancta inductiva en serie. Sin embargo, Z exigiria una resisiencia negativa,
Por tanto, no podria construirse ¢l circuito calculado matematicamente.

Dado el circuito de la Fig. 12-16, determinar la corriente ¢n 1a resistencia de 2 ohmios empleando
el principio de superposicion.

12-§

Sea I’ la corriente en a resistencia de 2 Q) debida a ¥, cuando se hace V, = 0, e [’ |a corriente en la
misma rama debida a ¥, cuando se hace ¥, = 0. Eligiendo las corrientes en las mallas como en 1z Fig. 12-16
y hallande I e 1", _

vV, b )
—_ 12 —4 b
v, 12 —4 10
0 -4 8 -4 6 v q
r = = = 1075A
7 5 0 242
B 12 -4
0 —4 6
0 B 0
— - 5 0
Ya 12 —(Hzo)l |
0 —4 -4 8}
1" - = = 2,48 A
242 242

Aplicando el principio de superposicién, la cotriente f, debida a la accién simulténea de las dos fuentes es
I =7+ 1"=1075 +248 = 3,555 A

6

i

0

Fig. 12-16
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12-6 Aplicar ¢l teorema de superposicion al circuito de la Fig. 12-17 y obtener la intensidad por la
impedancia de 3 + j4 ohmios.

AW o0
[l 3
v, = 50{3{136)1 ¢<~> ¥y = 50/0°

i

Fig. 12-17

Sea ¥, = 0 y V, la unica fuente que hay en ¢l circuito. Entonces,

Zr, = 5 + B4 - 583 4 jo5 =  §35/232°
! 3+ 49
Y o
y I, = o~ = WL = 787/868°
T, 6,35/23,2
La corriente en la rama de 3 + j4 Q debida a V¥, solamente ¢s
, = (2} = 787/668° (o) = 4,15/853°
! T\ 3T+ 79 ' 3+ 70 =
Haciendo ahara ¥, = 0 y dejando como tnica fuente a V,,
Z, = 46 + BB+ = 25 4 625 = 6,74/68,.2°
2 8+ 54
¥ )
y I, = 5~ = o - 742/-682°
2 2y, 6,74/68,2°
La corriente en la rama de 3 + j4 £ debida solamente a V; es
I, = —{7,42/—682° )(8 f }.4> = 4,15/85,3°
en la que el signo menos da a I, el mismo sentido que la corriente 1 del diagrama.
La corriente total en la rama de 3 + j4 (Q es
I=1, + 1, = 415853 + 4,15/85,3° = 8,30/85,3°
12-7 Aplicar ¢l teorema de superposicidon al circuito de —1,
la Fig. 12-18 para hallar la tension V. 40 A
. ) . %10
Si se supone que la fuente J; = 2 A actia en el circui-
(1) § - ———tb 4 ge
lD}'qUB!2=U, VAE=_"1?_2=7!G6V' 10 A .
L 3
Si se hace ahora J, = O yactba [, = 4 A en el circuito,
la corriente en la resistencia de 5 Qes Iy = 4(2/17) = §/17 A,
La tensién serd V7, = 5(8/17) = 2,35 V. I~ B — I
La tensién ¥V, aplicadas las dos fuentes es
' Fig.12-18

Vig = Fapg+ Vipg=700+235=941V¥
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12-8 En el circuito de una sola fuente representado en la Fig. 12-19(q), la fuente de tension 100/43° voltios

origina una corricnte 1, en la rama de 5 ohmios. Hallar I, y comprobar, para este circuito, el teore-
ma de reciprocidad.

u 10 10 10

m m /_13\’ 1 100/45°

1004457

i» I3 ¢ Iy se han sefialado en la Fig. 12-19(a). La intensidad pedida I, ¢s la
corriente I .
10+ 75 —j5 100/45°
—i5 10 1
I, = 1, = ° B0 = 100/45° <_—%5__\ = 216/515° (1)
z : 10+ 35 —j5 0 1155/ -12,5°/ ’
b 10 76
¢ 5 b5—4b

Aplicando ahora el teorema de reciprocidad por intercambio de las posiciones de excitacidn y respuesta,
Fig. 12-19(b), y empleando los sentidos a derechas, teniendo en cuenta que ILL=1I,.

0 -5 0
0 10 i5
100/45° j5 b —.j5 e
I, = 1, = 5 = 100 45°<m) = 2,16/57,5° @)

Comparando los resuitados (/) y (2) se deduce que I, es igual en ambas ecuaciones, quedande compro-
bado el teorema de reciprocidad,

12-9 El circuito de la Fig. 12-20(a) contiene una sofa fuente de intensidad I = 12/90° amperios. Deter-
minar la tension ¥, en el nudo 2. Aplicar el teorema de reciprocidad y comparar los resultados.

j10 10 I = 12/490°
1 2 J P {902

i i2

{a) {b)
Fig. 12-20
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El sistema de ecuaciones nodales del circuito de la Fig, 12-20(a), escrito en forma matricial, es

(3—;:71- + }%ﬁ) —3—.11—0 v, 12/90°
i (iordroda) || v o
de donde
012 — 026 12/90°
vV, = A ’ = 12}_6J ) = 7,45/99,65°
012 - 02 A ”’IM
A0 045 - 035

Utilizando el teorema de reciprocidad se aplica la corriente 1 entre 2l nudo 2 y el nudo de referencia en
el circuito de la Fig. 12-20{&). Se calcula la tension en los ferminales por ios que la fuente de inter.sidad ali-
mentaba. Como solo hay dos nudos en este circuito, solo hace falta una ecuacidn nodal

1 1 1 12/50°
S = 12 a = — -
(3 ittt e 12) 12/90° de donde Vo T =TV 21,3/124.4

Por tanto, [a tensidn ¥V, es

. \ .
V = V I'f 3 + _,'-1 b )

3+ 4
—_— = 213/124.4° :
z 2\ 3+ 52 +,10/ ‘;’—(

]
3314 7,46/99.6

Comparando los valores calculades de V, en el circuito de fa Fig. 12-20(a) y V, en ¢l circuito de la Fi-

gura 12-20(b) vemos gue son iguales, probéndosc asi el teorema de reciprocidad. Obsérvese también que vV,
no es la misma después del intercambio de las posiciones de excitacion y respuesta.

12-10  Determinar, en el circuito de una sola fuente de intensidad de la Fig, 12-21(a), la tensién Y.
Intercambiar 12 fuente de intensidad y la tensién resultante V. ;Se verifica el teorema de reci-
procidad? :

| =
sr9e° 1 1
1%5 2%2

WA

v, — 1
| L| 530°
%:‘s — 2 v, i v — 12
I el |
{e) (&)
Fig.12-21
o+ _ 5 +3bY _ a ) '
En la Fig. 12-21{a}1, = I En ) = T+ 3 4,04/111,8" . La iensién serd, por tanta,
."'

Ve = {2}, = 4,64/1118° {2/--90" ) = 928/21 8° V¥

La fuente de intensidad 1 y los terminales en los que la tensidn ¥, se mide, s¢ han intercambiado en {a

_ : ol 12N el —f2
Fig. 12.21(b). Con esto, la corriente valel, = I = B5/80°

T+ 73 + :!'3) = 1,31/=23,2°. Puesto que
V.= 1,31/-233° (5 + j5} = 9,27/21,8° V, comeo antes, ha quedado comprobado el teorema de recipro-
cidad.
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12-11 En el circuito de la Fig. 12-22(a) sustituir la reactancia j4 por una f.e.m. de compensacion.

& 5

—— AW AW

20/0° G—«) t I, | 0 X, 20&(--) } 10

# ' 1 vc
1,76/75.95°

{a) (b}
Fig. 12.22

Elegir ias corrientes de maltla I, e I, como en la figura y despejar 1y, intensidad de corriente en la reac-

tancia j4.
5+ 710 20
5 20
- ' . 20(710) -
I, = = 2 = 1,04/— o
2 5+i10 b 163/104,05° S4[14.06
5 8+ 44

La fuente de compensacion V, = (j4)ll; = (j4)1,94/—14,05° = 7,76/75,95°. El circuito es &l de la Figu-
ra 12-22{#) con la fuente de compensacion en lugar de la reactancia j4. Para demostrar que son gquivalen-
tes ambos circuitos, puede hallarse una corriente en las ramas de cada circuito y comparar los resultados.

12-12 Sustituir, en el circuito de la Fig. 12-23(a), l2 asociacién en paralelo de las impedancias j10 y
3 + j4 por una fuente de compensacion.

AVA ANARA

e ""'Pi " | 2“""—{'91 1€ s

i

{a} (&)
Fig.12-23

. i 103 + j4
La impedancia equivalente de las impedancias en paralelo es z,. =“’—3—%_-—_1{T) = 1,46 + j3,17 =
7

3,50:65.3° . En consecuencia,

v 20/0°
Z; =5+ 146+ 317 = 7,18262° ¢ Ip=o-= m@?f ~ 2,79/ -262°
ia H i

La fuente de compensacion serd

V, = Z, 0y = 2,79{--26,2" (3,50/65,3% ) = 9,77/39,17

El circuito, con ia fuente de compensacion correctamente polanzada, se ha representado en fa Figu-
ra 12-23(b).
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12-13  Se cambia, en el circuito de la Fig. 12-24(a), la impedancia de 3 + 4 ohmios por otra de 4 + 4
ohmios, Fig. 12-24(5}. Hallar la corriente por la resistencia de 10 ohmios antes y después de la
sustitucion. Aplicar, por ultime, ¢l tecrema de compensacién para hallar la diferencia de las
dos corrientes por dicha resistencia. '

10 10 19

— A
Ir : 3 Iy ¢ -ﬁ; t 2:{{;&
50/8° G"') f /B 5'3!3‘16-’) { 15 B '
14 i .
it
(a} {6) (e)
Fig.12-M4

Antes del cambio de Ia impedancia 3 + j4 [Fig. 12-24{a)],

33 + 44 v i
Z,=10+20 %4 LI e By = e 4,50/~ 13°
3+ 9 Zy  11,1/13°
Después del cambio [Fig. 12-24(6})),
54 + j4)
Z; =10 + ”—-iT};—' = 11,03 + j2.68 = 11,35/13,65° e 1= zi = 4,41/ 13,65°
T

i

La fuente de tension de compensacion es V, = (3Z)1, en la que I es la intensidad de corniente inicial en

ta rama 3 + ;4

B i5 _ _ b 3
[ = IT(3+jg> = 4,5/ 13°<3+J.9> = 237/55°

yOZ(4 + j4} — (3 + j4) = |.Entonces, V, = (1)2,37/5,5° = 2,37/5,5° con sentido opuesto al de la corricnie L.

La variacion de corriente Aly se halla igualando a cero la fuente inicial de tensidn y dejando actuar como

. . 5(1
Unica fuente del circuito a V,, Fig. 12-24(c). Con ello, y para este circuito, se tiecne Zy = 4 + jd + 1‘:] 10?5
/
= 10/53,1° y
A4 i 2,37/b8,5° ;
sy = (S ) = - By = 010551958
Zr 10 + b 10/53,1° 10 + jb

Comparando A/y con la diferencia entre f1. e /4
Ip — Tr = (441/-1365°) ~ (4,50/=13° ) = —0,10 — j0.03 = 0,1045{196.7°

Observese que los dos valores de Al no son exactamente iguales. El valor de Al calculado utilizando Ja
tension de compensacion V, es mds exacto que el calculado restando la corriente inicial I de I;. Esto es cierto
cuando la impedancia de carga es pequefta. Como se ha visto antes, cllo da Jugar a una variacién pequedia
de la corriente, introduciendo, por tanto, un error a) calcular la diferencia de las dos magnitudes que son casi

ipuales.
12-14 Calcular la variacion de la intensidad de corriente er el circuito serie de fa Fig. 12-25(a) al re-
ducir el valor de la reactancia a f335.

Sean I eI las corrientes raspectivas en el circuito antes y-después del cambio de reactancia, Figs. 12-25(a)
y {#). Entonces,
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12-15

12-16

12-17

TEOREMAS GENERALES DE CIRCUITOS [CAP. 12
o 10
MWW= 20
20 AL
. £ T 40
oozse (~) } {(~) rooase A
j40 —i5
8T =
QMG
10/—98,1°
(a) (d) (c)
Fig. 12-25
et E = Mi = 29:_813 I' = vV — 100/45° e S s oo
£ sep3re - e Z-3Z ~ 3+ oS
y Al=1 ~1=217-44 — 2,0;~8,1° = 0,223/31,6°
Sise calcula Al mediante el teorema de compensacion, se tiene Y. = (6Z)] = (—j5)2,6/=8.1° = 10;—-98.1°
con el sentide de la Fig. 12-25(¢). La variacion de corriente es .
Al = =V AZ + 8Z) = —{10/=98,1° /(30 + j35) = (10/81,9" }/{46,1;49,4° ) = 0,217/32,5°
En el circuite de la Fig. 12-26 la carga Z esta for-
mada por una resistencia pura R;, Hallar el valor Z, =10+ j20 '
de R, para el cual la fuente suministra la poten- WH—50C . |
cla maxima a la carga. Calcular la potencia ma-
, AT e,
xima P I ’
La transferencia maxima de potencia tiene lugar cuando V’G’)T i’ Z

R, = |Z,| = |10 + 20! = 224 Q

Ahora bien, I = VAZ, + R) = (50{0° ¥(10 + j20 + 22,4}
= 1,31/=31,7° y la potencia maxima suministrada a la
carga es P = R, I* = (1,31)%22.4 = 185 W.

Si la carga en el circuito de la Fig. 12-26 es una impedancia compieja Z,,

50707

Fig.12.26

aue &5 variahle en R,
que es variable en K

y X, determinar el valor de Z; que da lugar a la maxima transferencia de potencia. Calcular el

valor de la potencia mdxima.

La miaxima transterencia tiene lugar cuando Z, = Z¥. Como Z, = 10 + ;20, resulta Z; = 10 — ;20

La impedanciz total del circuito es Zy = (10 + j20) + {10 — j20) = 20. Por tanto, | = ViZs =

(50/0° /20 = 2,5/0" y P = R J* = 10{2,5)% = 62,5 W.

En el crcuito de la Fig. 12-27 la carga conectada
enire los terminales 48 estd formada por una re-
sistencia vanable R; y una reactancia capacitiva X,
gue varia entre 2 y 8 ohmios. Deierminar los valores
de R, v X que dan lugar a la trunsferencia de la
poiencia méaxima. Calcular la potencia maxima su-
ministrada a la carga.

et

3
AMAWA
b A
;é _}Xe
Ry
B

Figo 12'27

il
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. : : : 50/45°
La tepsion equivalente de Thevenin, en los terminales A8, es V' = 5——_;7-1?} (2 + j10) = 45,6/60,3" .
La impedancia del circuito active conectado a los terminales A8es 72" = 32 + F10¥W(5 + j10) = 2,64 + jO,72.
En el circuito dado, la translerencia de potencia maxima se produce con una impedancia Z; = 2™ =
2,64 — j0,72. En las condiciones del problema, X es ajustable entre 2 y 8 Q. En consecuencia, el valor mas

proximo de X es 2 (b y
Ry = |Z, - jN¢h = [2,64 + j0.72 — 2| =264 — j1,28) = 293

Ahora bien, Zy = Z' + 2, = (2,64 + 2.93) + j0.72 — 2) = 5,57 — j1,28 = 5,70/~ 13 con lo cual

PR ILE Y T P=RJI =2 2
- ZT - 5‘?{};_13 = M ¥ i = -93{8'{” = 13?95 W
12-18 En el circuite de la Fig. 12-28, R, es vanable entre R, i3 4
2 y 55 ohmios, ;Con qué valor de R, se obtiene la —@M\—"‘_
maxima transferencia de potencia a los termina- e,
les 4B? I
: S~ : R,
Er el circuito dado, la resistencia de carga Ry es fija, 100402 ()1 g 10
Por tante, no son aplicables los teoremas de transferencia
de la patencia mdxima. Es obvio que la corriente serd maxi-
ma cuando R, sea minima. I
Poniendo, pues, R, = 2 Q, B
Zy = {2+ 5+ 10) = 13/22.6° Fig. 12-28
e
I = V/Zy= 100/0°/{13/22,6° } = 7,7/ —22,67
La potencia mix'ma es P = 10{7,7)* = 593 W,
Problemas propuestos
12.19 Obtener el equivalente en Y dei circuito conectado en A de la Figura 12-29
Sol. (7,5 — j0.5), (3 —j1) (1 + 3}
10 10
A
2+3;3
j10 310
"'I
3 sz 2+ j16
1 5 ib
Fig. 12-28 Fig. 12-30

12-20 El circuito de la Fig. 12-30 esta formado por dos circuitos en estrella asociados en paralelo. Oblener ¢l circuito
simple, Con conexién en (ridngulo, equivalente, Sol. (5 4 jS), @, (5 F j5)
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12-21 Enla Fig. 12-31 un circuito equilibrado con conexion en A y Z = 10/30° estd en paralelo con otro circuito en

12-22

12-23

12-24

5
In

12-26

Y, equilibrado, con Z = 4/—45°, Obtener el equivalente en Y. Sol, Z =229/-35.
{a) 1 u 12
ke Red
pasiva
|
e
lﬂ 30“‘ (b} A
Z, Zy
&y
Fig. 12-31 Fig.12-32

Demostrar que el circuito pasivo general de tres terminales de fa Fig. 12-32(e) puede sustitwirse por un circui-
to conectado en Y, como ¢l de la Fig, 12-32¢{b), en el que Z, = {&;; — A2¥Ay, Ly = ApfAy y Ly = (Agp —
Ags)/Ay. (By ¥y los adjuntos se refieren a las ecuaciones de las tensicnes en los nudos en forma matricial.)

Sustituir el circuito representade en la Fig. 12-33 por su conexién Y equivalente utilizando los métodos des-

arroilados en el Problema 12-22. Sol, {12 + jl1}, (—1 + j2), (4 + jl}
10 5 2 b 2 16
A A AAAA A RLERE —AAAA
j& 15 %10 % 4
Fig, 12-33 Fig. 12-34

Obtener la conexién en Y de tres impedancias equivalentes al circuito de la Figura 12-34.
Sel. 6,25; 2,5, 10,5.

Hallar el circuito equivalente en tridngulo del circuito de la Figura 12-34, Sel, 10,25; 43; 17,2

Hatlar el circuifo equivalente, conexién en A, del circuito de la Figura 12-35,

Sel. (3 ~ j2), 2+ /3), {2 + ji6)
-2 4B 2 5 : 1
i ed T eemee e AMWA —MAA AW
' I

=N

10

Fig.12-35

V;'

1n

|+
J

AN
+| l=l
Sfos

¥Fig. 12-36

12-37 Determinar ta corriente por ia resistencia de 2 ohmios del circuito de la Fig. 12-36 uiilizando el tec.ema de su-

perposicion.

Sol.

=427

A
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12-28

12-29

12-3

12-31

12-32

12-33

12.34

12-38 Determinar, en el circuito de la Fig.
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En ¢l circuite de la Fig. 12-36 se cambia la tensién de la fuente ¥, al valor 8,93 voltios, positivo en el ter-
minal superior. Obtener la cornente por la resistencia de 2 ohmtios aplicandoe ¢l teorema de superposicion.
Sel. I'=143 A

Obtener, en ¢l circuito de la Fig. 12-37, Ia intensidad de corriente por la resistencia de 5 ohmios debida a cada

una de las fuentes de tensidn. Sol. 2,27 y 3,41 A.
2 1 2 1 B30 )
AVARA AV A ,— . -—T,
T 19400 B/0°
+ = - .
26 = 4 %2 T 50 5 é 2 §19
- +
I~ ] I
Fig. 12-37 Fig. 12-38

En el circuito de la Fig. 12-38 determinar las componentes de la tension del nudo V, debidas a cada una de
las fuentes de intensidad. Sol. 848/—-28°, 820/122° .

Haltar, en el circuito representado en la Fig. 12-39, la intensidad de corriente por la resistencia de 4 ohmios

debida a cada una de las fuentes de tension. Soi, 3,24/60.95° | 6,16/—142,2° .
5 4 ) 5 13 {10
AR AR A ol (30
I
50/¢° 91 giﬁ b t 60/90° Y, C~>1 %10 f v,
Fig. 12-39 Fig. 12-40

Supdngase que en el circuito de la Fig, 12-40 las fuentes de tension actiar por separado. Si las corrientes res-
pectivas por la resistencia de 10 chmios son iguales, (cual es el valor de la relacién V,/V,?

Sel. 0,707/—45°,

En el circuito de la Fig. 12-41 obtener las componentes de Ja tension del nudo V; originadas por cada una de
Sol S582/=55, 922729,

lac lientes de intensidad

It prheiinwnd wiw BAL R AASSRNALRNS

I. e L.
L '

Con referencia al mismo circuito del problema anterior s¢ ha cambiado la fuente de intensidad I al valor
3,16/191,6° amperios. Determinar la tension del nudo ¥, por medio del teorema de superposicién.

P J10 2 6 P 5
I, — S0 q:-:;uf_g_ e _!._
B 3 3
3 § B % J 2817 "Dt
I, — I

12-42, la intensidad de corriente I por la impedancia 3 — j4 ochmios. Apli-

car el teorema de reciprocidad y comparar las dos cotrientes. Saf. 2,27/53,2°.
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12-36

12-37

12-38

12-39

12-40

12-41
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Hallar, en el circuito de la Fig. 12-43, la intensidad de corriente I por la impedancia 2 — j2 ohmios, Aplicar

el teorema de reciprocidad y comparar las dos corrientes. Sol. 10,1/129,1° A.
2
AN —
 §
: : | d
+

50@6.«) t 10 = § 5 §2 ga

H T —jk

Fig. 12-43 Fig. 12-44

Hallar la intensidad de corriente por la resistencia de¢ 4 ohmios del circuito de la Fig. 12-44. Aplicar el teore-

ma de reciprocidad y comparar las dos corrientes. ;| Qué cambio sufre la corriente en las ramas de 5 y 2 ochntios?

Sol. 2,5 A. Después de apticar el teorema de reciprocidad, las corrientes en las ramas de 2 y 5 {2 son cere.
Previamente las intensidades eran 5 y 2 A, respectivamente.

Determinar la intensidad de corriente por la resistencia de 5 ohmios del circuite de la Fig. 12-45. Aplicar el
teorema de reciprocidad y comparar ias dos cofrientes. Sol.  0,270/53,75° A.

§ 10 T 10/0° % 10 500 § 200
' = 50
AN AW g 100 AN
2 2 e =
I imoo
2500

+

[ ]
I —_-F_-ﬁ v

AR
. B

Fig. 12-45 Fig.12-46

Calcular, en el circuito de la Fig. 1246, la intensidad de corriente f por la resistencia de 50 ohmios. Comprobar
et teorema de reciprocidad por intercambio de la fuente de tension y de la corrente resultanie 1
Sol. 1,32 mA. :

En el circnito de la Fig. 12-47 haliar la tensién V. Aplicar después el teorema de reciprocidad y comparar las
dos tensiones, Sel. 35/—12,1° V.

I— 5
20/80° 1 — AR

10 i 20/45°

1B ..I_ ~J2 v |
x .
j8

Fig.12-47 Fig.12-48

Hallar ¢} valor de ¥, en el circuito de la Fig. 12-48, Comprobar despugs el teorema de reciprocidad.
Sol. 50,8721° V.
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12-42  En el circuito representado en a Fig. 12-49 determinar la tensién V. Intercambiar la posicién de fa fuente de

intensidad y la tension V¥V, y comprobar el teorema de reciprocidad. Sol. 2,53/—162,3° V,
: 5
1= AWM=
5/=80°
2 3 v 3 3

1 § 10 S ‘ ~>
z 202 (~) 1
i5 i i T -Jd

Fig.12-49 Fig.12-50

1243 Susutuir, en el circuito de la Fig. 12-50, las impedancias en paralelo 3 + j4 y 3 — j4 ohmios por una fuente
de tension de compensacion. Como comprobacidn, hallar la intensidad de corriente por fa resistencia de 5 oh-
mios antes y después de la sustitucidn. Sol. ¥V, =11350° ¥; 1=273/0° A,

12-44 En ¢l circuito de Ia Fig. 12-50 sustituir la resistencia de 5 ohmios por una fuente de tension de compensacion
y hallar la corriente total desde la fuente de 25/0° antes y después de la sustitucidn.
Sol. ¥, == 13,65/0° V; I =273/ A.

12-45 Remplazar, en el circuito de la Fig, 12-51, cada unz de las asociaciones de resistencias en paralelo por una
fuente de tensién de compensacion y hallar la salida total de corriente de la fuente de 50 voitios.
Sol 11,35 V; 4,55 ¥V; 341 A,

10 12
10 | . o~
AMMWA W et
VC
= B 10 Nk 5 &
B — =
T , [ F—— AW —
ik ""'}"" al
. 10 10
(a) (b)

Fig. 12-51 Fig. 12-52

1246 En ¢l circuito de la Fig, 12-52{a) la fuente de 20 voltios entrega una corriente 7, como puede verse. Si la resis-
tencia de 10 chmios se cambia por otra de 12 ohmios, la intensidad suministrada por la fuente pasa a ser I'.
Hallar la variacton Al = (f' — [}, mediante la fuente de tensién de compensacién en la forma mostrada en
la Figura 12-52(b). Sol. Al = -0,087 A,

12-47 En ei circuito de la Fig. 12-53(a) se cambia la resistencia de 5 obmios por otra de § ohmios. Determinar &l
cambio Al que se ongina en la corriente que pasa por la impedancia 3 + j4 ohmios.
Sol. $,271/1539,5° A.

C

5 8 :
-

t—

10&(—9 i % i is

i i

{a) (&)
Fig.1:.53
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1248 En el circuito de la Fig. 12-54{a} la fuente de 50/43° voltios entrega una corriente I. Se cambia la resistencia
de t0 ohmios por otra de 5. Utilizar el teorema de compensacidn para determinar V, e Al Fig. 12-34{b).

Sol. 2145/—-166"V,; 2,74/-36° A~

10 5
t i3 == —js far j3 == 6
so/a5° (~}1 v.(~)|
(a) (b)
Fig. 12-54

1249 Hallar el valor de R, {Fig. 12-35) que da bigar a la transferencia de potencia mdxima. Calcular el valor de la

potencia maxima. Sod, 11,17 §3; 309 W.
[3 10 : 10 jlo
" | 1
| -j15
100/0° G-D f ?RL 100/0° (--) 1
RL

Fig.12-55 Fig.12-56

12-50 En e circuito de la Fig. 12-56 la carga esta formada por una reactancia capacttiva fija de 15 ohmios ¥y una
resistencia variable R;. Determinar {a) el valor de R, para el cual la potencia transferida es mixima, () el va-

lor de la potencia mixima. Sol. (a) Ry = 11,17 §}; (b} 236 W.

12-51  En ¢l circuito de la Fig. 12-57 actuan dos fuentes de tension en la impedancia de carga conectada a los termina-
les AB. Si esta carga es variable, tanto en reactancia como en resistencia, jcual serd la carga Z, que recibira
el méximo de potencia? (Cual es ¢l valor de esta potencia maxima? Sol. (4,23 + j1,15) Q; 5,68 W.

5 i 3 “ﬂ"
I "I ¥ ,—W I W l[ I
A
bo/o% ' Z, 1 26/90°
B

Fig. 1257
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R,
i i
vy i ! L, /—M —\f .;I..2 " 1 <> vy

Fig, 13-2

Puesto que cada circuito tiene una fuente de tension, se eligen las corrientes de malla {; e i; enta
misma direccion que las fuentes, con lo que las dos ecuaciones de malla, deducidas de la segunda ley
de Kirchhoff, son

di diz

, i, gz _
R:h + L;E = M at = U
di di (10)
Raia + Li"&zt—g == Ma‘% = ¥

Las tensiones de induccién mutua pueden ser de una u otra polaridad, segin el sentido del devanado.
Para determinar los signos correctos en (10) se aplica la regla de la mano derecha a cada una de las bo-
binas: Si los dedos envuslven a la bobina en ¢l sentido supuesto para la corriente, el dedo pulgar sefiala
el sentido del flujo. Por consiguiente, los sentidos positivos de ¢, ¥ ¢, son los sefialados en la figura.
Si los flujos ¢, y ¢, debidos a las corrientes supuestas positivas tienen el mismo sentido, es decir, se ayudan,
log signos de las tensiones de induccion mutua son iguales que los de las tensiones de autoinducciones. En
la Fig. 13-2, ¢, ¥ @, se oponen mutuamenie. Por tanto, ¢l sistema de ecuaciones ({0}, con los signos
correctos, €s

. ds diy  _
R111+LIEE1"‘M-£R_ = N
(11)
_ di: di,
Rz’tz +L2"d_:'_ M_d_tl' - Uz
Saponiendo que las fuentes son senoidales, el sistema (77} en régimen permanente es
(R: + foli)ly — julMiz = Vi
(12}
—juMI, + (B2 4 jol)le. = ¥
Recordande el sistema general de ecuaciones en las corrientes de malla (Capitulo 9) se tiene
Zuly = Zple = V¥,
(13)

+Zal; + Znly = Vo

Sevioque Z,, = Z, erala copedancia o impedancia comun a las dos mallas de corrientes I, ¢ I;. El
acoplo de mallas es de tipo conductivo, ya que las corrientes pasan por una rama comutn. Ahora, en
el circuito de la Fig. 13-2, se tiene un sisiema de ecuaciones andjoge, correspendiendo joM a Z,, ¥ Ly,
en las Ecuaciones (713). Las mailas no estdn acopladas conductivamente, ya que las dos corrientes no
circulan por una impedancia comun. Sin embargo, las ecuaciones indican gue existe un acopiamiento.
En tales casos. el acoplo se Mama muiuc ¢ magnético.



180 AUTOQINDUCCION E INDUCCION [CAP. 13

CORRIENTE NATURAL

En la seccion anterior se ha analizado un circuito de dos mallas con un acoplo mutuo y sendas fuen-
tes de tensidn, en donde se ha supuesto unos sentidos de circulacion de corrientes. A veces, es necesario
estudiar la corriente natural que circula por una maila que carezca de fuentes de tensidén. El sentido
de la corriente viene dado por la ey de Lenz.

Fig.13-3

Consideremos el circuito de la Fig. 13-3 en que solo existe una fuente de tensién en la malla I, Se
elige la corriente I, de acuerdo con la fuente V, y aplicando la regla de la mano derecha se determina
el sentido del flujo ¢,,. Ahora bien, Ia ley de Lenz establece que la polaridad de la tensién inducida debe
ser tal que si se cierra el circuito circula por la bobina una corriente de manera que el flujo que origina
se opone al flujo principal creado por la corriente I,. Por tanto, al cerrar el interruptor en la Fig. 13-3
el sentido del flujo ¢,, serd, de acuerdo con la ley de Lenz, el sefialado en la misma. $i ahora se aplica
la regla de la mano derecha con el dedo pulgar sefizlando en el sentido de ¢,,, los dedos envolverdn
la bobina 2 en el sentido de la corriente natural. El sistema de ecuaciones en las corrientes de malla es

(Rl + jul)l; — jeMIy = Y1
: . (14}
"’ijL +- (Ra +ij2)I$ = 0 ’
. R,
Comeo la malla 2 carece de fuente de tensién, se deduce AW
que la corriente natural I, resulta de la tension en la induc- é _
cién mutua (R, + joLy)l, = (oML,). En la Fig. 13-4 sc by — |
representa esta tensidén como si fuera una fuente. El sentido b
de ésta debe ser el sefialade por la flecha para el sentido . N $
positivo de I,. En consecuencia, la polaridad instantinea juMI, 1
de la tensién en la induccion mutua en la bobina 2 es positiva :
en el terminal por el que la corriente natural sale de la bobina.
Fig. 13-4

REGLA DE LOS PUNTGS PARA BOBINAS CON ACOPLO MAGNETICO

La polaridad relativa en el caso de tensiones de induccién mutua se puede determinar partiendo
de esquemas del nucleo en gue se vean los sentidos del devanado, pero éste no es un método practico.
Para simplificar la representacion esquematica de circuitos con acoplo magnético se sefialan los termi-
nales con puntos, Fig. 13-5(c}. En cada bobina se marca un punto en los terminales que tienen la misma
polaridad instantanea, considerando solamente la induccién mutua. Por tanto, para aplicar esta nota-
cion hay que saber a qué terminal de las bobinas se asigna el punto. Hay que determinar, ademads, el
signo asociado con {a tension en la induccién mutua cuando se escriben las ecuaciones en las corrientes

de malla.



Capitulo 13

Autoinduccién e induccion

INTRODUCCION

Los circuitos estudiados en los capitulos anteriores estaban formados por mallas y nudos. Como
dos mallas tienen una rama comun y dos nudos estan unidos por elementos pasivos o actives, las malias
¥ los nudos estén acoplados conductivamente. En dichos capitulos se han analizado diversos métodos
para resolver estos circuitos.

En el capitulo, presente se estudia otro tipe de acoplo, el acoplamiento magnético. Cuando la in-
teraccion entre dos malias tiene lugar a través de un campo magnético en vez de por elementos comunes,
las mallas en cuestidn estdn acopladas o unidas inductiva o magnéticamente.

AUTOINDUCCION

Si la corrier.te que circula por una bobina de un circuito varia, en el transcurso del tiempo también
lo hace el flujo magnético que lo abraza, induciéndose en ¢l una fuerza electromotriz (f.e.m.). Suponien-
do que la permeabilidad magnética es constante, la f.e.m. inducida es proporcional a la variacién de
dicha corrente, esto es,

di
v, = L—d—t— (2)

La constante de proporcionalidad L se llama coeficiente de autoinduccidén del elemento, En el sistema’

mksa la unidad de autoinduccidn se Hlama henrio {H) y corresponde al coeficiente de un elemento que
al ser recorrido por una corriente variable a razén de | amperio por segundo {A/s) se induce en sus bornes
una f.e.m. de 1 voluo. Portante, | H = | V- 5/A o lo que es 1gual, como 1 V + s es la umdad de induc-
cidn del campo magnético, que se llama weber (Wb), | H = | Wb/A. La unidad de flujo magnético

o induccion magnética por unidad de superficie se llama tesla (T), de manera que 1 T = 1 Wb/m?.

En una bobina de N espiras o vueltas la f.e.m. inducida viene dada por

@
v, = N3 @
en donde N d¢ es el Rujo que abraza al circuito o flujo de acoplamiento. Combinando las (£} y (2) se tiene
di d
Lw = Vo
de donde O — ﬁ
di

INDUCCION MUTUA

Si la corriente §; que circuia por la bobina | varia con el tiem-
po (Fig. 13-1), se establece un flujo magnetico ¢,. Una parte de
este flujo atraviesa o abraza solamente a {a bobina 1 y esta parte se
llama flujo de pérdida o de fuga ¢,,. El flujo remanente ¢, es el
que atraviesa también a la bobina 2, como se representa en la figura,
La tension inducida en la bobina 2 viene dada por la ley de Faraday.

d¢'12
Jt (3)

177

Fig. 13-1

e = Nz

*



178 AUTOINDUCCION E INDUCCION [CAP. 12

Como ¢, , estd relacionado con la corriente f,, v, es proporcional a la variacion de {; con el tiempo, o0 sea,

d,
= M-
ta dt (4)
en donde la constante de proporcionalidad M se llama coeficiente de induccién mutua entre las dos
bobinas. En el sistema mksa la unidad de induccidn mutua es la misma que la de auntoinduccion, el
henrio (H).
Combinando las (3) y (4) se obiizne

d .
— Ng% - M%‘

dé,.
M = N ,fjf* (5)

Con un conjunte de bobinas devanadas sobre un mismo nicleo de hierro, la relacion entre el flujo
y la corriente no es lineal y 12 induceidn mutua viene dada por (5}, Si el medio de acoplo de las bobi-
nas es el aire, la relacidn entre el fiujo y la corriente es lineal y la induccion mutua es

M = -
4

(6)
El acoplamiento mutuo es bilateral y s¢ obtienen analogos resultados si por la bobina 2 (Fig. 13-1})
circula una corriente, variable con el tiempo, i,. Entonces, los flujos son ¢, ¢, ¥ ¢z, ¥ la tensidn indu-
cida en bornes de la bobina 1 es v, = M{di,/dr), con lo que las Ecuaciones {3) y {6) se transforman,
respectivamente, en ‘ -
N, dgy, N, ¢y

7 M= =g y (8 M=—

2

COEFICIENTE DE ACOPLO &

En la Fig. 13-1 el flujo de acoplamiento depende de la separacién y orientacion de los ejes de las
bobinas y de la permeabilidad magnética del medio. La fraccion del flujo total que abraza o acopla a
tas dos bobinas se llama coeficiente de acoplamiento k.

P oo fe L %

& oh
hal Fa

Por ser ,; S ¢, ¥ ¢a1 S ¢y, & valor miximo de k €5 la unidad,
£l cocliciente M se puede expresar en funcidn de las autoinducciones L y Ly de la forma siguiente.

Multiplicando {(6) per {8),

M2 = Nzﬁg _ﬂ—_—N'%l == N, Fe (led}ﬂ SO ¥ N g\ /N, (9)
B iz iz T:1 \ 1:2 1:1 ty

Y SUSIIIU}'EﬂdD .{.1 = 1}‘4':1({[{}1.."".{-1 y Lz = .Eﬂ'rlfi)z.,":i.z <N (9\)

ME oo L Ly y M = kL L,

ANALISIS DE CIRCUITOS CON ACCPLO MAGNETICO

Para comprender mejor ¢l senudo del devanado y sus efectos en las lensiones de induccicn mutua,
las bobinas se han representado sobre un nucleo (Figura 13-2).
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Para asignar los puntos 2 un par de bobinas acopladas se elige un sentido para la corriente en una
de ellas y se coloca un punto en el terminal por el que la corrente entra en el arrollamiento. Aplicando
la regla de la mano derecha se determina el flujo correspondiente, Fig. 13-5(a). Ahora, en la segunda
bobina, segan la ley de Lenz, el flujo ha de oponerse al creado por la variacién de corriente I'véase Figu-

b
Nt

(a) ¢:)) {)
Fig. 13-4

ra 13-5(5)]. Utilizando nuevamente la regla de la mano derecha, se determina el sentido de la corriente
natural colocando el otro punto en el terminal por el que dicha corriente sale del arrollamiento. No es
preciso, pues, dibujar los nicleos y el diagrama queda como indica la Figura !3-5(c).

Para determinar el signo de la tensién de induccidn mutua en las ecuaciones en las corrientes de
maila se utitiza la regla de los puntos, que dice: (1) Si las dos corrientes supuestas entran o salen de las
bobinas acopladas por los terminales con punto, los signos de los términos en M son los mismos que los de
los términos en L (2) 8§i una corriente entra por un terminal con punto y la otra sale por el otro terminal
con punto, los signos de los términos en M son opuestos a los de los términos L.

FUOY 9V Y

{2} () {0}
Fig. 13-6 : Fig.13-7

La Fig. 13-6 muestra cudndo los signos de los términos en M y en L son opuestos. En la Fig. 13-7
se¢ representan dos casos en los cuales dichos signos son iguales. '

Veamos otro e¢jemplo de las polaridades re- . o
lativas en relacién con los circuitos con acoplo
mutuo; consideremos el circuito de la Fig. 13-8 A TR
en ef que se han sefialado los puntos y elegidas las v G") ?
corrientes en la forma representada. Puesto que ! 1
una corriente entra por un terminal con punto y Fuld
la otra sale por el punto, el signo de los términos
¢n M son opuestos a los de L. Para este circuito,
el sistema de ecuaciones en las corrientes de ma-
lla, escrito en forma matriciai, es Fig. 13-8

5 2] - (2] e
—j"mM 222 Ia 0
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En la Fig. 13-9 aparece un circuito simple
con acoplamiento conductive de dos mallas, in-
dicandose los terminales positivos. El sistema de + +
ecuaciones en las corrientes de malla, escrito en

forma matricial, es N (m

: v, t z
Zy -Z {1 1Y '
2 Tl = o] e

La impedancia Z, comin a ambas corrientes
tiene signo negativo, ya que las intensidades I, el Fig. 180
la recorren en sentidos contrarios.

Prescindiendo del interior de los recuadros ¢n la Fig. 13-8 y 13-9, ambos circuitos tienen el mismo
aspecto, salvo los puntos en une y los signos en el otro. Comparando (I5) y (16} se ve cémo el signo ne-
gativo de jwM corresponde con ¢l de Z.

CIRCUITOS EQUIYALENTES CCNM ACOPLO CONDUCTIVO

Analiticamente es posible sustituir un circuito con acoplo mutuo por un circuito equivalente con
acoplo conductivo. Sea el circuito de la Fig. 13-10(a) y tomemos los sentidos de las corrientes I,el,
como se indica. El sistema de ecuaciones en las corrientes de malla, escrito en forma matricial, es

Rl + ]'mL1 '—ij I1 V1 .
17
[ —joM  Rat J'MLJ {12] {szl @)

R, R, jully— M) felLy— M) B,

{a) (b
Fig. 13-10

Sean los sentidos de las corrientes en la Fig. 13-10(6) los mismos que en la Fig. 13-10{g). Las inten-
sidades I, e I; pasan por la rama comtin en sentidos opuestos; la impedancia entonces es joM. En {17},
Z,, = R, + jwL;. Como ia corrienite de malla I, pasa por la rama comin con impedancia jwM, es
preciso insertar en el lazo (—jwM)y eseribir

Zn = Bi+ jels — joM + joM = Ry + jula

De igual forma, en la matla 2
Zoo = [Ro + jols — juM + joM = Ry + Juln

Si se escriben las ecuaciones para las corrientes del circuito de la Fig. 13-10(b) obtenemos el siste-
ma (/7). Por tanto, el circuito con acopio conductivo de la Fig. 13-10{b)} equivale al acoplado magnéti-

camente de la Figura {3-10(a).
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El método anterior de andlisis no siempre conduce & un circuito equivalente fisicamente realizable.
Esto es cierto cuando M > L, o M > L,.

Para sustituir la conexién en serie de las bobinas con acoplo mutuo de 1a Fig. 13-11(e) se procede
de la manera siguiente: Se aplican, en primer término, los métodos estudiados y se obtiene ¢l equiva-
lente con puntos de la Fig. 13-11(5). Después se sustituye este ultimo por el equivalente conductivo de

la Figura 13-11{(c).

Juk
Py Judd
R, joLy july Ry jelL,+ Ly—2M)}
YT Fudsy Fulsy
R, :
(a) (B {&)

Fig.13-11

El analisis del circuito de la Fig. 13-11(a) exige considerar los flujos magnéticos para determinar los
signos de las tensiones de induccion mutua. Con el circuito de fa Fig. 13-11(5) no hace falta considerar
los flujos, pero si la regla de los puntos. Por titimo, con el circuito de la Fig. 13-11(c) se pueden escribir
directamente las ecuaciones necesarias, sin prestar atencion ni al flujo, ni a los puntos, ni a la induccién
mutua. Los tres circuitos son equivalentes y tienen la misma impedancia compleja, Z = R, + jo(L,

+ Lz - ZM}.

Problemas resueltos

13-1 Por el arrollamiento 1 de un par de bobinas acopladas circula una corriente de 5 amperios y los
flujos correspondientes ¢, v ¢,; son 20.000 y 40.000 maxwell, respectivamente. Si el nimero de
espiras es N, = 500 y N, = 1500, hallar L, Ly, M y k. (1 weber = 10° maxwell.)

El fiujo total es ¢, = ¢,, + ¢, = 60.000 Mx = 6 x 107* Wb, La autoinduccién de la bobina 1 es,
por tanto, L, = N,¢,/1, = 500(6 x 107*}5 = 0,06 H. .

El coeficiente de acoplo & = ¢ /¢, = 40.000/60.000 = 0,667.
La induccién mutua M = N, ./, = 1300{(4 x 107*)/5 = 0,12 H.
Ahora bien, como M = k. /L L;, 0,12 = 0,667,/0,06L,, se deduce L, = 0,539 H.

13-2  El coeficiente de acoplo de dos bobinas, £, = 0,8 henrios y L, = 0,2 henrios, es k = 0,9. Hallar
la induccién muiua M y Ja relacion del nimero de espiras N/N,.

La induccion mutua es M = k /I 1, = 0.9./0810,2) = 0,36 H.

Sustituyendo en M = N,é,,/i), k¢, en lugar de ¢,, y muitiplicando por N /N, resulta

M = kﬂ<§-‘[ﬂ> = ¥V2L. dedonde NN, = kLyM = 0,9(0,8)0.36 = 2
N\ % N,
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13-3  Deos bobinas de autoinducciones L, = 0,05 henrios ¥ L, = 0,20 henrios tienen un coeficiente de
acoplo k = 0,5. La bobina 2 posee 1000 espiras. Si la corriente en la bobinz I es I = 5 sen 4001,
determinar la tension en la bobina 2 y el flujo méximo de la bobina i.

La induccién mutua méxima es M = &k /L1, = 0,5./0,05[0,20) = 0,05 H. La tensién en s bobina 2
_ d
viene dada por v, = M(di,/dt) = 0,05 m {5 sen 400s) = 100 cos 400:. Como [a tensién en la bohina 2 viene

dada también por v, = No(dp,,/di}, se obtiene
10C cos 400t =  1000{dp,,/dt)

¥ fe = 1{]“3f 100 cos 400t dt = 0,25 x 1077 sen 400;

$r2ms 0,25 x 1073

';t'lm;:: 0.5 0.5 =0.5 X 10_3 Wh

13-4 Aplicar la segunda ley de Kirchhoff al circuito con aco-
plo magnético de la Fig. 13-12 escribiendo la ecuacion R
en valores instantineos. AN —h

. , . : { L,
Examinando el sentido de arroliamiento en las bobinas se ve =y

que los signos de los términos M son opuestos a los de los térmi- (
v I M

nos L. Nétese también que la tensién de la induccién mutua apa-
rece en ¢ada bobina a cawsa de la corriente i en la otra bobina
del par,

. di di 1f. di L di
R1+LIEE—MR?+E 1dﬁ+.[.-ga? Mdt = Lo

'—+|-

o bien  Rf + (L1+L2--2M)—g—:-+ %fidt = Fig.13-12

13-5 Escribir el sistema de ecuaciones en las corrientes de malla en valores instantineos para el cir-
cuito con acoplo magnético de la Figura 13-13.

Se eligen las corrientes /, ¢ i, como en el esquema, y s¢ aplica [a regla de la mano derecha a cada arrolla-
miento. Como los flujos tienen el mismo sentido, el signo de los términos M es igual que ei de los L. Por tanto,

di di
Rih'l'Llal“'M‘&% - 1
) diy di
Rgtg + Lg-&—t-'!‘M-é}- =
i
i 1 ' 1
T B T
_ . e
T D I —
d .
”C)t K e JO TR o ”()' Li—p wm b
| N T - ¢

Fig.13-13 Fig.13-14
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13-6 Repetir el problema anterior cor la corriente ¢, en la forma indicada e¢n la Figura 13-14,

Al apitcar {a segunda iey de Kirchhoff a la malla de corriente {; las tensiones de induccion mutua son ne-
gativas, Paor tanto,

s d .. . diy
By ~ig) + Lygp(y i) + MH—t = w
C - dig d .. . d .. . dig
Rilia— 4 + oty & logy — Mgfhg_ll) Ll —h) - M'Jf,_ = 0

137 Dos bobinas en senie tienen una autoinduccién equivalente L, si la conexion es a favor y Ly si
la conexidn es en oposicidn. Determinar la inducciéon mutua M en funcion de L, ¥ Ly

Si la concxidn es a favor, la autoindueccién equivalente viens dada por
L, = L;+ Ly + 2M (n
y s¢ montan en oposicion
Ly = Ly + Ly — 2M (£}
Restando ambas expresiones

L,—Lg = 4M dedonde M = JtL,~—Lg)

La solucién indics un método experimental para determinar M. Basta conectar las bobinas de las dos
formas y obtener las autoinducciones equivalentes en un puente de corriente alterna {¢.a.). La induccion mutua
resultanie e€s un cuarto de la diferencia entre las dos autcinducciones eguivalentes.

138 Obiener el circuito equivalente con puntos del circuito con acoplo magnético de la Fig. 13-15.
Determinar la tension en la reactancis —;10 empleando el circuito eguivalente.

-
1 E
i 4 . W 8 LIV 5
it X it :
o Jf—# 1 _.b
{ . F b
10/0° 91 l l TC’DIQQ‘: TG:D rafo° I, | ==—j10 Ts 1C~>10@2?

L - o

Fig. 13-15 Fig.13-16

Para colocar 1os puntos en ¢! circaiio consideremos scixmente las bobinas y sus sentidos de arrollamiento,
Se alimenta con una corriente en la parte superior de la bobina de la szquierda y se coloca un punto en este
terminal. El correspondiente sentido de! fiuje es hacia arriba en la parte izquierda del nicieo. Segin la fey de
Lenz, el flujo en la bobina de la derechs tiene que ir tambicn hacia arriba. La regla de 12 mane derecha
proporeiona la direccidn de Is corriente nutural Esta corriente sale det devanado per &l terminal superior, que
se tefiala, por tanio, con un punia, como se ve 2o la Figura 13-16.

Con la eleccidn de i, & i, elegidos come aparece en la figura, el sistema de ecuaciones de corriente, en for-

ma matricial, es
(6~ i5 &+ ;3 Pﬂi N 10 1
[5+373 10+78]|1, 's 10 - j10|

J
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de donde

10 5+ j3

10 — j10 10 + j6
1, = = 1,016/113,95°

By

Por tanto, la caida de tension en la reactancia —j10 es

V = L(—§10) = 10,16/23,95°

139  Obtener el circuito equivajente con puntos de las bobinas acopladas magnéticamente de la Fi-
gura 13-17 ¥ escribir 1a ecuacién correspondiente. :

/ e \
{] . }
» J""--....,,Mc,..--""{. . .“___,..-v jlﬂMA"--..“_. fjwﬂn\
i 1 [
{ M My ‘ AW— T —— T
HA ~ ,-f’ IULI R JUL: lfljﬂc 'i“L'ﬂ
—_—
v(~) - e I
q t L ——l v 1
4 | ,_!—_
Fig.13-117 Fig.13-18

Asignando los puntos por 10s métodos del Problema 13-8 se obtiene el circuito de la Fig. 13-18. Si se
aplica la segunda ley de Kirchheff a la malla simple, se tiene

1 .
\:R tre ;m(L,+L2+L3+2M4—2MB—2MC.)]I = v

13-10 En el circuito acoplado magnéticamente de la
Fig. 13-19 hallar la caida de tension en la resis-
tencia de 5 ohmios, con los puntos asignados
como indica el esquema. Después, invertir la
polaridad en una bobina y repetir el problema.

La induccion mutua se calcula a partir de
(X = /X X = JO8, /5(10) = j5,66

Hallando la corriente I,
3+ 751 50
—3 — 51,66 0

Fig. 13-19

I, =
3441  —3-— 7168
-3 — 41,66 8- jB

. |
o MY o g0/-248°
19,9/58,8°

La caida de tension en la resistencia de § Q es Vs = (3, = 43/—248" V.

Cambiando la polaridad ¢n una de 1as bobinas varia la matriz d¢ impedancias, resuitando un nueve va-,

lor dﬂ 11.
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13-11

13-12

3 + j1 50
—8 + 79,66 0 506/—72,7°
I, = _ : = --—L——'T = 8,83/-1121°
3+71 -3+ ;9,66 132/39.4°
-3+ 79,66 3+ 76

La caida de tensidn en la resistencia de 5 Q ¢s, ¢n esie caso, ¥, = (S)I, = 19,15/-112.1° V.

Hallar la autoinduccién equivalente de la conexidn en paralelo de L, y L, representada en la
Figura 13-20(a).

0.8 H ' Mo=034 H

(@) Fig. 13-20 (3)

La induccion mutua M = k. /L, L, = 0,7,/0,3(0,8) = 0,343 H. Se dispone el circuito en la forma de
la Fig. 13-20(0) y con las corrientes en las mallas dibujadas, se tiene

[Z]' = |03 w043
J00,043 joi(,414
A je0,3(jw0,414) — (jeD,043)?

Z’en:nd- 1=

Ay Jo0,414

= jw0,296

Por consiguiente, la autoinduccién equivalente de las bobinas acopladas ¢s 0,296 H.

Para medir el coeficiente de induccién mutua de
un par de bobinas se utiliza el puente de Heaviside
de la Fig. 13-21. Hallar M en funciérn de las otras
constantes del puente cuando la corriente I, en el
detector es igual a cero.

han de ser iguales:

Rlll = Rzlz ”)

Analogamente, las caidas de tensidn en (R, + jwl,) v
(R + jwL,;) {fambién tienen gue ser iguales. Sin embargo,
en L, aparece una tension de induccion mutua y la corrien-
te en ia otra bobina del par, Lg, esia suma I, + L.

) ) . Fig.13-21
L{R, + jely) + juM(I;+ 1) = Li(Rs+ july) (2
Llevando I; = {R,;/R;)], a la ecuacién (2},
L(By+ july+ jul) + (BY/EN (M) = (BY/R)E (R + july) (£)

[gualando las partes real e imaginaria,

E R R,L, —~ R,L
RiRE = Rle }" :“-J'(L.! + JH + EELM) —~ ]M"‘!:La de donde M = -—I'E:—_i_&.fi
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Sustituir el circuito con acoplo magnético de
la Fig. 13-22 por ¢l equivalente de Thevemun en

los terminales A8, |
10/0° "")f /1Y

La tension equivalente de Thevenin ¥’ es la ten-
sidm a circuito abierfo en los terminales AB8. Con las
corrientes I, ¢ I, elegidas como en la figura y hallando

el valor de L.
5445 10 @ N

-2 + 43 0 4
I, = AW o4
5+ j65 —2+ 48 -
f
—2+43 6445 S
~
= 20-730 _ 4533, 1378° Lk "B
T 10487 T 0 TTT———
- i tl o
Ahora bien, V' = V, 5 = I,{4) = 2,13/ - 127 8° Fig. 13-22
Para determinar Z' en et equivalente de Thevenin
se vonsidera la tercera corriense de malla I v se calcu-
la Z,, .40 3. Que €8 l2 impedancia en los terminales de
AR con todas las fuenles internas iguales a cero. Z' A

) 6.65 9y
54 6 —2+j8 0 ey

Ay 0 —4 8 pyfors |
Z = Z:nlrldl?u o= E‘"‘ =
& +75 —2+ ;3 —ep
-2+373 6+73b
- _J48 a5 Fig.13-23
10 + 787 S
El circuito equivalente de Thevenin se representa en la Figura 13-23.
En el circuito acoplado de dos mallas de ia
Fig. 13-24 demostrar gue no son necesarios los 1 5
puntos siempre que la segunda malia sea pasiva. — et A—— i AWWA
- '4 8
Se eligen las corrientes de malla como en el esque- I ,.-’—\ 1
ma vy se halla el valor de I,. m m
Vl(""’)t b 10
24+ b b0 50/0°
+j4 0
I, =
2475 xj4
+j4 B+ 710
Fig.13-24
—50(x74) - 392/619° = 90°
—24 + j46 '

El valor de A, no esid afectado por el signo de M y la corriente I, tendrd un dngulo de fase de 151,9°
o —28,1°. Como no hay fuentes de tensién en la malia no es necesario conocer la polaridad de la tension de
induccion mutuz. Las caidas de tension en las impedancias de Jas mallas son iguales en valor absoluto y di-
fieren 1807 en la fase. La potencia en una impedancia no se ve afectada. También se verifica que I, es idén-
lico para unc u otre signo en la induccién mutua. '
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13-15 Hallar, en el circuito de la Fig. 13-25, el valor de R, que da lugar a un maximo de potencia trans-
ferida después de elegir fa mejor conexién para las bobinas y determinar el valor del coeficiente

de acoplo k.
— =~
i1z itz
5 .
* *
—jb —w GUU l—'l
v

Fig.13-25 Fig.13-26

La impedancia del circuito a la izquierda de 4B ha de ser minima. Expresando la impedancia de esta
parte del circuito, '

Z = b -5+ f12 + ji2 = jaX, = 5 + 519 £ jk/13(1D)

Para que 1a impedancia sea minima, la reactancia debe ser nula; en consecuencia, el signo adecuado para la

mutua €5 ¢l negativo.
19 — 2k, /12(12) = 0  de donde &k = 19/24 = (,792

La conexion representada en la Fig. 13-26 da lugar a que el signo de las tensiones de induccién mutua
sea negalivo como es preciso; entonces, la impedancia del cireuito a la izquierda de 48 es de 5 Q, resistencia
pura, y l& polenciz méxima se tiene cuando Ry = R, = 5 Q,

13-16  El circuito de la Fig. 13-25 tiene una resistencia de carga R; = 10 ochmios y una fuente V = 50/0°
voltios. Con las dos conexiones posibles de las bobinas y k variable desde 0 a 1, hallar el margen
de potencias que se puede suministrar a la resistencia.

Con el acoplamiento representado en la Fig. 13-26 el signo de la induccién mutua es negativo y la impe-
dancia total del circuito, incluyendo la carga, es Zy = 5 — j5 + j12 + 12 — j24k + 10. Sea k = 1; en-

tonces,
Ly =13~ j5 = {58/ —18.45°, I=——= M0 = 3,16/18 45°
’ ’ Zy 158/-18.45"

La potencia en la resistencia de 10 Q es P = RI* = {10)(3,16)* = 100 W,

Sca ahora & = 0; enionces,
Zy =15+ j19 = 24.2/51,7°, = 50,0° /(24,2/51,7° ) = 2,06/—31,7°

La potencia en la resistencia de 10 Q es (10)2,06)% = 42,4 W, Con k = 0,792, P,,, = L11 W.

Cambiese la conexion de las bobinas para obtener un signo positivo en la induccion mutua. La impe-
dancia, en tal caso, es Zp = 15 + j19 + jk24.

Sea k = 1; entonces,

Ly =15+ j43 = 45,6;70,8° , 1= 50/0° {45,6/70,8" ) = 1,095/-70,8"°

La potencia correspondiente P = RI? =-(10}{l,0‘95]2 =12 W.

Por consiguiente, en la resistencia de 10 £ puede esperarse una potencia enire 12 y 100 W,
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13-17 Obtener el circuito equivalente con acoplo conductivo del circuito con acoplo magnético de
la Figura 13-27.

Elegpdas las corrientes I, e E; como se indica, la ecuacién matricial es

3+41 -8 -2y 50/0°
—3—j2 8+4j8l[1, 0

P
B 270~

Fig. 13-27 Fig. 13-28

Se eligen las corrientes de malla en el circuito con acoplo conductivo con los mismos sentidos que en el
circuito con acoplo magnético, De la matriz de impedancias, Z,; = —3 - j2. Como las cornientes pasan
pot la rama comin ¢n sentidos opuestos, la impedancia precisa en la rama es 3 + j2, La impedancia propia
de 1a malla 1 es Z,, = 3 + j1. Por tanto, hace faltaen la malia una mpedancia —j1. De igual forma, pues-

to que Z;, = 8 + /6, 1a malla necesita una impedancia de 5 + j4, ademas de los elementos de la rama co-
miin, como se ve en la Figura 13-28.

13-18 Obtener el circuito equivalente con acoplo conductivo del circuito con acoplo mutuo de la Fi-

gura 13-29.
—-"WSW— ,i‘;i&.,.
vy 2y m /T
v C,..)T R v(»-)t 24512 &+4T
Ja i1
»
Fig. 13-29 Fig. 13-30

Se eligen las corrientes I, ¢ I, y se escribe la ecuacion matricial en las correntes de malla.

T+8 =-2-712,11 v
—2—~412 B+ 181, 0
1 as corrientes de malla en el circuite con acopio conductivo pasan por la rama comin en sentidos opues-
tos. Puesto que Z,, en la matriz de impedancias es ~2 — 12, la impedancia de esta rama ha de ser 2 + j12.

También, de iz matriz de impedancias, Z,; = 7 + j8 y Z; = 6 + j19. Entonces, las impedancias que fal-
tan en las mallas 1 y 2 del circuito equivalente son, respectivamente,

Z, = (T+78) —{2+12) = 5~ j4 Y Z, = (64719} — (2+412) = 4+ 47

El circuito equivalente acoplado conductivamente es el de la Figura 13-30.
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Dos bobinas tienen un coeficiente de acoplo & = 0,85 y la bobina 1 posee 250 espiras. Con una corriente
iy = 2 amperios en la bobinz 1, el flyjo total ¢, es 3,0 x 10~ % weber. Si i, se reduce linealmente & cero en
dos milisegundos, la tensidn inducida en la bobina 2 es de 63,75 voltios. Determinar los valores de L,, L,, M
y N, Sol. 37,5mH; 150 mH; 63,8 mH; 500.

Dos bobinas acopiadas tienen ¥, = 100 y ¥, = 800 espiras, con un coeficiente de acople 0,85. Con la hohi;
na 1 abierta y una corriente de 5 amperios en la 2, el flujo ¢, vale 3,5 x 10™* weber. Hallar L, Ly M.

- Sol.  0,875; 36; 5,95 mH.

Si dos bobinas idénticas tienen una auteinduccién equivalente de 0,080 henrios asociadas en serie con el mis-
mo sentido, y 0,035 henrios en serie, pero en oposicién, ¢cudles serdn lfos valores de L, L, M y k7
Sof. L =288 mH; L, =288 mH; M = 11,25 mH; 0,392

Dos bobinas acopladas con L, = 0,02 henrios, L; = 0,01 hearios y k& = 0,5 se conectan de cuatro formas
diferentes: en serie, a favor; en serie, en oposicion; en paraleto con las dos disposiciones del sentido de los arro-

Hamientos. ; Cudles son las cuatro autoinducciones equivalentes”

Sol.

15,9; 44,1; 9,47 3,39 mH.

Dos bobinas idénticas con L = 0,02 henrios tienen un coeficiente de acoplo & = 0,8. Hallar M ¥ las dos auto-
induccionss equivalenies con las bobinas en serie, a favor y en oposicidn.

Sel. 16;72; 8 mH.

Dos bobinas cuyas autoinducciones estédn en la relacion cuatro a uno tienen un coeficiente de acoplo. & = 0,6.
Si estdn en serie con arrollamientos en ¢l mismo sentido, la autoinduccion equivalente es 44,4 mH. Hallar L,,

L,y M Sol. 6; 24; 7,2 mH,

Dos bobinas de autoinducciones L, = 6,8 mH y
L; = 4,5 mH se conectan en seri¢ a favor y en apo-
sicion. Las autoinducciones equivalentes de estas dos
conexiones son 19,6 y 3 mH, respectivamente, Hallar

los valores de M y k.

Elegir las corrientes de malla para el circuito aco-

Sol.

415 mH; 0,75

piado de la Fig, 13-31 y escribir las ecuaciones en

valores instantaneos. Obtener el circuito eguivalenie
con puntos, escribir las ecuaciones y comparar los

resultados.

-
F WL

L+
P

e_ﬂL

o

]

B,

(DI

2R,

Fig. 13-31

Dibujar el circutto equivalentie con puntos de las bobinas acopladas de la Fig. 13-32 y hallar la reactancia in-
Sal. 12,

ductiva equivalente.

i3

Fig. 13-32

Fig.13-13

p L,
Ky
D L,

13-28 Obtener el circuito equivalente con puntos de las bobinas acopladas de la Fig. 13-33 y escribir la ecuacién en

valores instantdneos.
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13-2% Representar el circuito equivalente con puntos de las bobinas acopladas de la Fig. 13-34 y hallar Ia corriente 1.
Sol. 447,267° A,

: ¢ 5 . q .
. :.-E . N c “
2 ib d j b =was (] .113 0,2 H C:E { 0.1 H

—

== 8 L= L
?:&1 005 H
¥ ey
s FAn
N/ L B®

neE

rd_ anm
L. 10=dnd

L
]

. 10
DI Lo=gl

13-30  Obiener el circuito equivalente con puntos para 1as tres bobinas acopladas de 12 Fig. 13-35 y hallar la auto-
induccién equivalente en los terminales A8. Todos los coeficientes de acople son 0,5, Sof. 0,23% H.

13-31 Obtener ¢l circuito equivalente con puntos del circuite de la Fig, 13-36 y hallar la impedancia equivalente en
los terminales 48, Sof. 2,54 + 2,26 0, ' '

1332 En el circuito de la Fig. 13-36 invertir el sentido de arrollamiénto de una boh-ina ¥ hallar la impedancia equi-
vulente. Sol. 2,53 + j0238 (3. '

’,.'-' k -—.,\
5 B 1 i2
D : & 3
i2 o is
L) /" “\\(. 5 ~1
L) 4
Q! T
lp
Fig. 13-36 Fig, 13-37

13-33 Hallar, en el circuito serie de la Fig. 13-37, el valor del coeficiente de acoplo & y colocar los puntos en {as bo-
binas de forma que el circuito esié en resonancia serie. Sol. & = 0,177

1334 Hallar el valor del coeficiente de induccion mutua & en €l circuite de la Fig. 13-38 y colocar los puntos en

las bobinas de manera gue dicho circullo serie entre en resonancia, Sel. k= 0,112,

Ve k
000 SO0
k i5 i8
PN
e | S A A sojo ()1 o
18 ~j20 i8 J10

Fig.13-38 Fig.13-39

13-35 En el circuile representado en la Fig., 13-39 hallar el coeficiente de acoplo & y situar los puntos de forma gue
la potencia de saiida de la fuente de 30/0° voltios sea 168 vatios. Sel. k = 0,475,
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13-36  En relacién con el problema anteritr, hallar la potencia de la salida de la fuente cuando se invierteg Jos puntos,

Utilizar el valor de & hallado e¢n el Problema ]13-35. Sol. 542 W,
13-37 Hallar, en el circuito acoplado de la Fig. 13-40, la AMAAA . AV

relacién de tensiones V,/V, para que la corriente I, B 2 2

sea cero. Repetir el problema para I, cero. /m *l e m

Sol. 1,A14/—45°; 0,212/32° . v(~>| " 2 TGD v,
13-38 En el problema anterior, ;qué tensidn aparece en la '

reactancia j8 ohmios cvando V, es 100/0° voltios ¢

I, = ( amperios? ‘ ' '
Sof. 100/0° V {(+ en el punto). Fig. 13-40

13-39  En el circuito acoplado de la Fig. 13-41 hallar la reactancia de induccion mutua JwM st la potencia disipada

en la resistencia de 5 ohmios es 45,2 voltios. Sel. j4 Q1
4 - —38
72
% N
soj0°(~)1{ i g i gs v, (~)1 4 8 H~) v,
10/0° » 1070°
Fig. 13-41 Fig. 13-42
1340  Determinar, en el circuito acoplado de la Fig. 1342, las componentes de la cortiente I; originadas por cada
una de las fuentes ¥, y ¥,. Sol. 0,77/112,6°; 1,72/86° .
1341 Determinar el valor del coeficiente de acoplo k en el circuito de la Fig. 13-43 si la potencia disipada en la
resistencia de 10 ohmios es 32 vatios. Sol. 0,791. '
iB 5 i8 A
000~ ol
2 e |
M E e z
A _ i
20/0° l * s %10 M l -
B,
Fig, 13-43 Fig.13-44
1342 En el circuito de 1a Fig. 13-44 hallar la impedancia de carga Z; que da lugar 2 la transferencia de potencia
maxima en jos terminales 4B Sol. 1,4 — j2,74 1),

1343 En el circuito acoplado de la Fig. 13-45 hallar la impedancia de entrada en los terminales de la fuente.
Sol. 34 7363 L

1344 En el circuito de la Fig. 13-45 hallar 1a tensién en la reactancia J5 ohmios si la fuente es V = 50/45° voltios,
Sol.  25,2/49,74° V.

3 J4
*
j:’.\' 2 -
v 1 %’5 — ] L ] 2
F13 TN B
_ »
Fig. 13-45 Fig. 13-46

1345 Hallar la impedancia equivalente de¢l circuito acoplado de la Figura 13-46. Soi. 1+ j1,5 .
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1346 Obtener el circuito equivalente de Thevenin en los terminales 4 8 de! circuiio acoplado dado en la Figura 13-47.
Sol. Z=24+j65Q; V' =5+j5V.

1347 En el circuito acoplado de la Fig. 13-47 obtener el circuito equivalente de Norton en los terminales 48.
Sol. Z=2+4j6,50; ' =104/-279° A

: . 15 4 /10 3

= T 1 T W QO —4

A B

002 (~) | t(~) 10s90 mm@)! .

IB 4

: " -8
Fig. 13-47 Fig. 13-48

1348 Obtener el equivalente de Thevenin en los terminales 48 del circuito acoplado de Ja Figura 13-48.
Sol. Z' = 8,63/48,75° Q; V' = 484/-347" V,

1349 Hallar el equivalente de Norton del mismo circuito del problema anterior.
Sol. Z' = 8,63/48,75° §1; I' = 0,560/ —83,4° A,

13-50 En el circuito de la Fig. 13-49 hallar la impedancia de entrada en los terminales de la fuente de tension V.
Sol. 7,06 + j3,22 {1

A
5 ‘ b . L
IARAAN WY 5 =73
® 6 _ 2
‘_,.--"J . j4 AN
O o ;
[ ] j8
. 4
B o AR
Fig. 13-49 Fig.13-30

13-81 Hallar la impedancia equivalente en tos terminales 4B del circuito aceplado de (@ Figura 13-30.
Sol. 6,22 + j4,65 Q.



Capitulq 14

Sistemas polifasicos

INTRODUCCION

. Un sistema polifdsico estd formado por dos o mds tensiones iguales con diferencias de fase cons-
tantes que suministran energia a las cargas conectadas a las lineas. En un sistema de dos fases, o bifasico,
la diferencia de fase entre las tensiones es de 90°, mientras que en los trifasicos dicha diferencia es de 120°.
Los sistemas de seis 0 mds fases se utilizan a veces en rectificadores polifisicos para obtener una tensidn
rectificada poco ondulada, pero los sistemas trifisicos son 10s comunmente utilizados para la genera-
cién y transmisién de la energia eléctrica.

SISTEMAS BIFASICOS

La rotacion del par de bobinas perpendiculares de 1a Fig, 14-1(a) en un campo magnético constante
da lugar a tensiones inducidas con un defase constante de 90°. Si las bobinas tienen el mismo ndmero
de espiras, los fasores de tension y las tensiones instantdneas tienen valores iguales, como se observa
en sus diagramas respectivos en las Figuras 14-1(3) y (c). '

Ay A B

{a) (b} (o)
Fig. 14-1. Sistema bifisico

El diagrama fasorial de tensiones de la Fig. 14-1(b) tiene como referencia Vgy = Fp 40./0° ¥ la
tension V,ny = Fionina/20°. Si se unen los extremos A’ y B’ de las bobinas constituyendo la linea N, el
sistema bifdsico esta formadoe por las tres lineas A, B y N. La tensidn compuesta entre las lineas o fases
Ay B (tension de linea) es superior a a tensién simple entre una linea y neutro {tensién de fase) en el

factor \/:7._ que se obtienedelasuma V5 = ¥V i + Voy = Vionine/90° + Vigpina/180° =.\/._'2Vbob.,,,,r‘135°.

SISTEMAS TRIFASICOS

Las tensiones inducidas en las tres bobinas igualmente espaciadas de la Fig. 14-2(a) presentan una
diferencia de fase de 120°. La tensidn en la bobina A alcanza el mdximo en primer término, luego lo
alcanza B y después C; la secuencia en A8C. Esta secuencia es evidente a partir del diagrama fasoral

con su rotacién positiva en sentido contrario al de las agujas del reloj, ya que los fasores pasardn por
un punto fijo en el orden A-8-C-4-B-C---, y también se ve en el diagrama de tensiones instanténcas

de la Fig. 14-2{c) que los maximos se suceden en el mismo orden.

195
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A

Fig, 14-2. Sistems trifisico

La rotacidon de las bobinas en sentido opuestoe daria lu'gar a la secuencia CBA representada en la
Figura 14-3.

Fig. 14-3. Secuencia CH.4

Aunque la mdquina esquematizada en la Fig. 14-2(a) es tedricamente correcta, en la prictica se
presentan limitaciones que se oponen & su utilizacion. Por ello, es el campo magnético el que gira mien-
tras que el devanado trifdsico permanece fijo. '

La conexion de los extremos A’, B’y €’ {Fig. 144(a)] da lugar a un alternador en estrella, Con
la conexion de Ay B', By C’, Cy A" en la Fig. 14-4(b) resulta un alternador en triangulo. '

.A 4 l yw mpueale

(a} (b)
Fig. 14-4

En la conexjon en estrella las corrienies de bobina y de linea son iguales y la tension compues-
ta entre lineas ﬁ veces la tensidn simpie de bobina. En Ja conexion en tridngulo la tension compuesia
entre lineas es igual a la simple de bobina, pero ia corriente de ésta es l/ﬁ veces 1a corriente de linea.
(Véase Problema 14-2.}

En una y otra conexion las lineas 4, B y C proporcionan un sistema trifasico de tensiones. El punto
neutro de la conexidn en estrella es el cuarto conductor del sistema trifasico de cuatro conductores.
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SISTEMAS POLIFASICOS

TENSIONES EN EL SISTEMA TRIFASICO

La eleccién de una tensidn como
fase de todas las demads tensiones del si
ras 14-3{a) y (b} representan todas Ias tensiones para las secuencias ABC

LI I T IS BT

c -4
{a} Secuencia ABC

La tension del sistema es |a tension compuesta entre cualguier
En el sistema de cuatro conductores el valor de la tensién simple o d
la tensién compuesta entre lineas.
de 208 voltios, :as tensiones compu
son de 208,&/?1;0 120 voltios. Con |
Voo = 208/0°,V ,; = 208/240°, V., = 208/120°, ¥,

V. {1200

V. /ee

¥, /240°
(V./V3 g0
(VL3 ) /=200
(Vo /V3)/=150°

Fig. 14-5

referencia con un dngulo de fase nulo determin
stema. Como referencia se toma V.,

a Fig. 14-5{b) se determinan ios angulos de

y CBA,

[ T T T T

CARGAS EQUILIBRADAS EN UN SISTEMA TRIFASICO

Ejemplo 1.

dibujar el diagrama fasorial,

Un sistema trifasico ABC de tres conductores
de tres impedancias iguales de 5/45°

|
IA_-A
Vas Iap
110/120° B/45°  5/48°
b/46°
IH——t-B I. { Je
-r _\l
‘FCA VBC
110/240° a
(2407 110/9° Inc
L—¢
Fig, 14.6
Se traza el esquema del circuito con las ten
vos de las corrientes son los indicados en el diagrama,
] _ ¥Yan 110/120°
AR T g 5/45°
I Y _ 110/0° -
BT Tz 5/45°
. _ Vea 110/240°
ca = g BB

chmios, Determinar las intensidades de corriente en las lineas I

197

a los dngulos de
Los triangulos de las Figu-

V; f240°

Vo fo®_

Vi /120°
(V.3 3=gon
(Vo/V3)/30°

“’Lfﬁ )/160¢

par de lineas, Ay B, By Co Cy A,
¢ fase de linea a neutro es 1/, /3 veces
Por ejemplo, en un sistema trifisico, CBA, de cuatro conductores
estas enire lineas son de 208 voltios y las simples de linea a neutro
fase de las tensiones. Asi,
v = 120/—90°, Vg = 120/30° y V., = 120/150°.

y 110 voltios alimenta a una conexidn en tridngulo
owlgelcy

Fig. 14-7

Entonces,
22/75° = BT + j21.2
22/—45° = 15,55 — j15,55
22/195° = 21,2 — 4,7

siones en la’ forma indicada en la Fig. 14-6. Los sentidos positi-
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Aplicando la primera ley de KirchhofT & cada vértice def tridngulo de carga,

I, =

a—
4]
i

Ic =

IAB + IAC = 22@_0 - 22{1950
IHA + IBC = "22!?50 B E 22!‘_450
Yo, + Iy =  22/195° — 22/-45°

= 38,1/4B°
= 38,1/-75°
= 381/165°

El diagrama fasorial de la Fig. 14-7 representa las corrienies equihibradas en las lineas de 38,1 A, con én-
gulos de fase de 120° entre elias.

En una carga equilibrada conectada en tridngulo la tension compuesta entre lineas y la simple de fase

son iguales y la corriente en la linea es

3 peces mayor gue la corriente en la fase.

Ejemplo 2. Un sistema trifisico C84 de cuatro conductores y 208 voltios alimenta a una carga equilibrada
conectada en estrella con impedancias de 20/ — 30° ohmios. Hallar las cotrientes en las lineas y dibujar ¢ diagra-

ma fasorial.
I A
Van 1 i —3p°
120/--90% A || §20LE00
1 E—
NN Van 1 20/—30°
| 120{30° H:’ 20/~ 30°
I:— B e
Vew
120/160°
Ic C

Fig. 14-8

Ven

Fig.14-9 =

Se traza el esquema del circuito y se escriben en € las tensiones simples entre linea y neutro, utilizando la
Fig. 14-5(b). Se eligen las corrientes tal come s¢ ha sefialado en la Fig. 14-8 con retorno de todas ellas por el
conductor neutro. En estas condiciones, '

Suponiendo positivo el sentido de la

Ve . 120/--90°
LA o IOEES o g0/-60°
L Z 20/—-30° 080
, = tey . 12080 6,0/60°
73 50/—=30°
R 7 /11
e =

corrignte en el neutro hacia la carga, se tiene

I, = —il,+ I+ 1z = —(6,0/=60% + 6,0/60° + 6,0/180°) = 0

El diagrama fasorial de 1a Fig. 14-9 representa fas cornentes equilibradas de linea, estando cada una de elias
adelantada respecto de la tension simple correspondiente en ¢l dngulo de la impedancia respectiva.

En una carga equilibrada conectada en estrella las corrientes en las lineas y en las fases son iguales.

La corriente en el neutro es cero y la tensién compuesta enire limeas es

de fase, es decir, V, = /3 Vg

3, mayor que la 1ension simple

CIRCUITO EQUIVALENTE MONOFASICO PARA CARGAS EQUILIBRADAS

De acuerdo con las transformaciones Y-A estudiadas en ¢l Capitulo 12, un conjunto de tres impe-
dancias iguales, Z ,, en una conexion en triangulo equivale a un conjunto Zy de tres impedancias iguales

conecladas en estrella, siendo Z, = (1/3)Z,. Entonces es posible un cilculo mds directo del circuito
en estrella para cargas equilibradas trifdsicas de cualquier tipo.
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El circuito equivalente monofasico unifilar estd formado por una fase del circuito trifdsico de cua-
tro conductores, conectado en estrella de la Fig. 14-10, con una tension gue tiene el médulo de la tensidn
simple de fase y un dngulo-de fase nulo. La corriente de linea calculada para este circuito tiene un dn-
gulo de fase respecto del dngulo cero de la tension. Por tanto, las intensidades reales de linea I, I ¢ | I
tendrdn un de fase, en adelanto o en retraso, respecto de las correspondientes tensiones simples de este
mismo Angulo.

A .
Van z =

N / Z Ven{0° e

C

Fig. 14-10. Circuito monofisico equivalente
Ejemplo 3. Calcular las corrientes de linca del Ejemplo | por el método del equivalente monofésico.

Se dibuja el circuito unifilar y se seftala con A la carga, indicando gue
las impedancias reales estaban conectadas en tridngulo. La impedancia del A

equivalerte en estrella es TL"'
Zy = Z./3 = (5/3){45°
y la tension simple de linea a neutro es sz.s_.m_ {5/3)/456°
Vin = V./AV/8 = 110//3 = 635
Emonceé, la corriente en la linea es - L
=}
I = %ﬁg % = 8145  Fig. 1411

Puesto que esta corriente retrasa respecto de la tension un dngulo de 45°, las corrientes de linea I, I e I¢
retrasan respecto de sus correspondientes tensiones, ¥y, Vay ¥ Vo &n 45°. Los dngulos de estas tensiones se
obtienen del tridnguio ABC de la Fig. 14-5(a). Seguidamente s¢ dan las tensiones simpies de linea a neutro y las

corrientes correspondientes.

Vainv = 63,5/90° I, = 381/90° - 45° = 388,1/45°
Yy = 63,5/-30° Iz = 38,1/-30° - 45° = 38,1/-495°
Venw = 63,5/-150° I = 38,1/-150° — 45° = 38,1/-195°

Estas intensidades de corriente son idénticas a las que se obtuvieron en ¢l Ejemplo 1. Si se desean las corrientes
de fase en las impedancias conectadas en triangulo, se.pueden obtener a partir de la expresion Ip = I/, /3 =

JB,Uﬁ = 22. Los dngulos de fase de estas corrientes se deducen estableciendo primero los angulos de las ten-
siones compuestas entre lineas, determinando después las corrientes con un retraso de 45°,

Y = 110/120° s = 22/120° — 45° = 22/75°
Vae = 110/0° Yo = 22/0° —45° = 22/—48°
Vea = 110/240° Ic, = 22/240° — 45° = 22/195°

CARGA DESEQUILIBRADA CONECTADA EN TRIANGULO

La solucion del problema de la carga desequilibrada con conexién en A se obtiene calculando las
corrientes de fase y aplicando después la primera ley de Kirchhoil a los nudos principales para deducir
las tres corrientes de linea. Estas ni serdn iguales ni presentardn una diferencia de fase de 120°, como

ocurria en el caso de cargas equilibradas.
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Ejempio 4.
Un sistema trifdsico ABC de tres conductores y 240 voltios tiene una carga conectada en tridngulo con
Z = 10/0°, Zge = 10/30°y Z = 15/=30° . Obtener las tres corrientes de linea y dibujar el diagrama fasorial.

L™ 4
P Ioy '
oz Lan

6 15/—30°
y;
7,

S 1302

Tg B .
240/240° | | 24000° Ige i

k¢ —

Fig.14-12

Construido el esquema del circuito, Fig. 14-12, con las correspondientes tensiones, las corrientes de fase,
como se ve en la figura, son independientes y vienen gadas por

- Vag _ 20207, epe 1. = LEEE s Vea .
L T e [230%, e = 770 = 16/270°

Aplicando la primera ley de Kirchhofl a los nudos de la carga se liene
I, = I, =1, = 24/120° — 16/270° = 38,7/108,1"
[ = Iy + lge = —24/120° + 24/-30° = 46,4/-45°
I, = I, + lop = 16/270° — 24/-80° 21,2/190.9°

El diagrama fasorial correspondiente se ha representado en la Figura 14-13.

i

CARGA DESEQUILIBRADA CONECTADA EN ESTRELLA CON CUATRO CONDUCTORES

En un sistema de cuatro conductores, por el neutro circulard corriente cuando ia carga esté desequi-
librada y la tension en cada una de las impedancias permanecera constante con ¢ valor de la tension
simple de fase o linea a neutro. Las corrientes de linea son distintas y no estdn defasadas 120°.

Uy sistema trifasico CB.4 de cuatro conductores y 208 voitios alimenta una carga conectada en estrella con
Z,=6/0° 2= 630y Z = 5/45°. Obtener las tres corricnies en las lineas y en ¢l neutro. Dibujar el diagra-

ma fasorial,

4 —'—“"——“‘*\j ¥Yan
]20{*-90“ IA\.I]
. |
120/80°
B
126,160°
c ] Van

Fig. 14-14 Fig. 14-15
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Se construye el esquema del circuito como en la Fig. 14-14. Se aplican las tensiones y se eligen las corrien-
tes como se han dibujado. Las intensidades son independientes y vienen dadas por

1’,9‘” 12{] —90':' ‘..PB'\: V(’_"\‘
= —m— = T — _ o — —_ = ] - . —_ -
I, 7 E{“—“ﬂo 20/—80°, Iy 7 20/0°, Ip = 7 = 24/105°

Por ¢l conductor neutro circula una corriente cuya intensidad es la suma de las intensidades de tinea I,, Iy e I...
Supeniendo que €] sentide positivo de Iy es hacia la carga,

Iy = —{Iy + I+ 1) = —(20/-90° + 20/0° + 24/105°) = 14,1/—166,9°

El diagrama fasorial es el representado en la Figura 14-15.

CARGA DESEQUILIBRADA CONECTADA EN ESTRELLA CON TRES CONDUCTORES:

Si solamente hay tres lineas 4, B y C conectadas a una carga en estrella desequilibrada, el punto
comin de las tres impedancias de carga no estd al potencial del neutro y se designa por {a letra «O» en
lugar de N. Las tensiones entre los extremos de las tres impedancias pueden variar considerablemente
desde el valor de la tension simple como se ve en el tridngulo de tensiones que relaciona todas las ten-
siones del circuito. Tiene particular interés el desplazamiento a «O» desde N, tension de desplazamiento

del neutro. '

Ejemplo 6.
Un sistema trifasico, C84, trifilar, de 208 voltios, tiene una carga en estrella con Z, = 6/0°, Zy = 6/30°
y Ze = 5/45° . Oblener las corrientes de linea y la tensidn en cada impedancia. Construir el tridngulo de tensio-

nes y determinar la tensidn de desplazamiento del neutro, V.
Se dibuja el esquema del circeito y se eligen las corrientes 1,— A

de malla I, e I, como en la Fig. 14-16. El sistema de ecuacio-
nes en forma matricial en las intensidades 1, ¢ I, es 2087240
6/0° + 6/30° ~6/30° '11] _ [2087240°
—6/30° 6/30° + 5/45° | | 1, | 208/0° I, B _
de donde J; = 23,3/261,1° A e I, = 26,5/-63,4° A, Las co- 208/0°,
rrientes en las lineas I, I; e k-, con el sentido dado en el es- I—
quema, valen Fig. 14-16
L=1= 23=31Q_6Ll{i... |
I =1, — I, = 26,5/—63,4° — 23,3/261,1°

15.45/~2,5°

bo = — I, = 26,5/116,6°

LS

Las tensiones en las (res impedancias vienen dadas por
los productos de las corrientes en las lineas por-las impedan-
cias correspendientes.

Vo = Z,1, = (6/0°)(23.3/261,1°) = 139.8/261.1°
Vo = Zgly = (6/30° {1545/ —2,5° ) = 92,7/27.5° Fig. 14-17
Voo = Zelp = (5/45° %26.5/116,6° } = 132,5/161.6°

"

El diagrama fasorial de estas tres tensiones, Fig. 14-17, C B
forma un tridngulo equilatero. En la Fig. 14-1X se ha dibujado O
nuevamente este tridngulo, afadiende del neutro, con lo que
s¢ puede observar la tension de desplazamiento V,,. Esta
tensién puede calcularse utilizando cualquiera de los tres pun-
10s 4, B 0 C y siguiendo 1a notacidn convencional del doble
subindice, Utilizando el punto A se obtiene

Vox = Vo, + Vo = —139,8/260,1° + 120/—90° A
= 28,1/39,8° Fig. 14-18
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CARGA DESEQUILIBRADA EN ESTRELLA CON TRES CONDUCTORES
METODO DEL DESPLAZAMIENTO DEL NEUTRO

En ¢l Ejemplo 6 se ha obtenido la tensidn de desplazamiento del neutro V,y en funcidn de las ten-
siones de carga. Si se determina una relacion para V,y independiente de las tensiones de carga, las co-
rrientes y tensiones buscadas en el Ejemplo 6 se obtendran con mayor facilidad, como puede verse en
el Ejemplo 7.

Para obtener la tension V,, s¢ escriben las corrientes
de linea en funcidén de las tensiones en las cargas vy las
admitancias de carga.

I,=V, Y, L=vV,Y, I.=V, Y. (1)

Aplicando ahora la primera ley de Kirchhoff en el punto O,
Fig. 14-19, se podra escribir

I, +1,+1, = 0 (2)
obien V, Y, +V, Y, +V_ Y. =0 (3)
Utilizando el diagrama de la Fig. 14-18 se pueden expresar —
: . . I
las tensiones V5, Vgo v VYo en funcidn de sus tensiones T
componentes, g.
VAO - ‘TAN + VND VBO = VBN + VND VCO = V(‘N + ‘V‘NO ("’1)
Llevando (4) a (3} se tiene
(VAN + VN(J}YA + {‘IrBN + V.'\"U)Y.H + (VCN + ‘rrNU]YC = 0 (5}
VoY £V, Y. + V. Y.
de donde Voo = AR | (6)

YATYB—I_YC

Las tensiones V¥ ,y, ¥y ¥ Yoy €0 la ecuacion {6) se obtienen del triangulo de la Fig. 14-5 para la
secuencia dada en el problema. Las admitancias Y, Yy ¢ Y, son los reciprocos de las impedancias de
carga Z,, Zy y Z.. Por tanto, puesto que todos los términos de (6) o son datos ¢ se obtienen con facili-
dad, puede calcularse la tensién de desplazamiento del neutro y utilizaria luego para determinar las

corrientes en las lineas. ;

Ejemplo 7.

Obtener las corrientes en las lineas v las tensiones en las
cargas del Ejemplo 6 por el método de la tension de desplaza-
miento del neutro.

Observando la Fig. 14-20, ia ecuacion para fa tension de
desplazamiento del neutro es
Vaw Y, + Vo ¥y ~ Ver Yo

Yﬂ "" YB - ‘y{.\

Yon

siendo
Y, =1/6/0"}) = 0,166714F = {),1667

Vi = 1/6,307 } = 0,1667/—30° = 0,1443 — /0.0833
Yo = (5457} =020/-43" = 0,1414 — ;0,144
Y, + Yy + V= 04524 — 0.2247 Fig. 14-20
=~ 0,504/—26,5"
y Vo Yo o= 120/ -90° (0,1667;0° ) = 20{—-90" = - j20
Vay Yp = 120/30° (0,1667;= 30" ) = 2040° = 20
Ve Yo = 120{150° (0,20{457) = 24/105" = —6.2 + j23.2

Por tanto, Vox = 14171317 fU,SEM:wZﬁ,S' = 28.0/39.6°
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Las fensiones V4, Vpo ¥ Vi, se obtienen a partir de ¥y, y de la correspondiente tension simple de linea a
neuiro.

Vio = Yy + Vo = 120/~90° — 28,0/39,6° = 139,5/261.1°
Voo = Vay + Vo = 120/30° — 28,0/39.6° = 92,5/27,1°
Veo = Von + Vig = 120/150° — 28,0739,6° = 132,5/161,45°
Las corrientes en las lineas se obtienen ficilmente de las tensiones y correspondientes admitancias de carga:
L= Vi Y, = 1395/261,1° (0,1667/0° ) = 23,27261,1°
Iy = Vao Yy = 92,527,1° (0,1667/~30° ) = 15,4/=2,9°
Ie = Vo Yo = 132,5/161,45° (0,20/~-45° ) = 26,5/116,45°

Las corrientes y tensiones anteriores estan de acuerdo con las obienidas en et Ejemplo 6.

POTENCIA EN CARGAS TRIFASICAS EQUILIBRADAS

Como por las impedancias de las fases en cargas equilibradas, tridngulo o estrella; circulan corrien-
tes iguales, la potencia por fase es un tercio de la potencia total. La tensién entre los extremos de la im-
pedancia Z,, Fig. 14-21(a), es la tensién compuesta entre lineas y la corriente es la corriente de fase. El
dngulo entre la tension y la intensidad es el de la impedancia. Entonces, la potencia por fase es

y la potencia total
Puesto que en las cargas equilibradas en A, Iy = /3 I,
Pr =3V cos ©)
Poriasimpedancias conectadas en la estrella de la Fig. 14-21 (b) (e)
circulan las corrientes de linea y la tensidn en Z, es la tension
simple de fase. El dngulo entre ellas es el de la impedancia. En-
tonces, la potencia por fase es z,!] P,
Prp = Vgl cos 6 (10)
y la potencia total o y \ﬁ
Pp = 3V, cos O (11) i
b
Puesto que ¥, = /31, &
Fig.14-21
Pr =3V, cos 0 (12)

Las ecuaciones {¢) y (12) son idénticas, por tanto, la potencia total en cualquier cargia ;nl‘ailcz :?::a
librada viene dada por \/(ST VI, cos 0, siendo 8 el dngulo de 1:} ‘1mpedanc:13 de carga ::;l e tiue? cn una
impedancia equivalente en el caso en que varias cargas equilibradas sean alimentadas p

51stcr]1:::. .Potencia aparente total Sry la potencia reactiva total O estdn relactonadas con Pr, como se

vio en el Capitulo 7. Por consiguiente, una carga trifasica equilibrada tiene unas potencias activa, apa-
rente y reactiva, que vienen dadas por

P. = V3V, I cost S, = V3V, I, Q, = V8V, I senb (13)
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VATIMETROS Y CARGAS EN ESTRELLA CON CUATRO CONDUCTORES

Un vatimetro es un aparato de medida con una bobina de tension y otra de intensidad, dispuestas
de forma que la desviacidn es proporcional a ¥/ cos 8, en donde 6 es el anguio entre la tension y la in-
tensidad. Una carga conectada en estrella, con cuairo conductores, necesita tres vatimetros dispuestos
en cada linea como muestra fa Figura 14-22(a).

A ol .
& S VAN
) n]
o
Ip
B—¢ 2 TN B
lf— 5% 8¢ - v
C 3 —I C V(‘N IC BN
* (2) (b)

Fig. 14-22

El diagrama fasorial de la Fig. 14-22(b) supone que la corriente estd retrasada en la fase 4 y adelan-

tada en las fases By C, con defases 0, 0y y O, respectivamente. Las lecturas del vatimetro son, entonces,

W=V cos gy W, = V,,1,cos 8%, W, = Vi d.eos 58 (M)

en donde %4¥ representa el dngulo entre V,y e 1,. El vatimetro #/, lee la potencia en la fase A y los
Wey We, en las fases B y € La polencia totai es

P.=W, +W,+ W, (15)

T

METODO DE LOS DOS VATIMETROS

La potencia total en una carga trifasica con tres conductores viene dada por ia suma de las lecturas
de dos vatimetros conectados en dos lineas cualesquiera con sus bobinas de tensién conectadas a la
tercera linea, como se representa en la Fig. 14-13. Las lecturas de los dos aparatos son

W, =V 1, cos %2 ¥ W. = V. I.cos s5F (16}

A AB T A [ Sl

Aplicando las leyes de Kirchhoff a los nudos 4 y C de la carga en tridngulo se obtiene

I, =1,+1. ¢ I.=1.,+1., (17)
A — Vaia ,{VAC
' ] -—JWA
N
B g i O
W
e - .J:-[ .

Fig. 14-23 Fig. 14-24
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Sustituyendo las expresiones (/7) de I, e I. en las ecuaciones (/6) se obtiene

WA = VABIAB O3 4:1483 + VABIAC C{}Szfa%
18
Wr_' = VCB ICA €08 4Ccﬂ.q -+ VCB ICE COs ‘ﬁFCBB ( )

Los términos V,, 7,5 cos 255y V.5 /.5 cos %% se reconocen inmediatamente, ¥a que son las poten-

cias en las fases 4By CB de la carga. Los otros dos términos contienen Vaslac ¥ Veale4 que pueden
escribirse ahora como VI, ya que tanto ¥ ncomo Vg son tensiones compuestas entre lineas, e /. =
I 4- Para identificar estos dos términos se construye el diagrama fasorial de la Fig. 14-24, en gue se ha
supuesio que la corriente L. retrasa respecto de Y .c un angulo 6.
El diagrama se deduce,
e = 60°+9 y  x2

L |
Y

= B60° —9¢p {19}

Sumando los dos términos restantes de (/8) y sustituyendo {60° + @) y (60° — 0) en lugar de x5

¥ %55, respectivamente,
Vil cos(60°+8) + V, I,.cos(60°—4) (20)

L AC

Como cos (x + y) = cos x cos y F sen x sen ¥, s& puede escribir

V, 1,.{cos60° cosd — sen60°sen 4 + cos60° cosf + sen 60° sen &) (21)

0 bien V. i, cosd (22)

que es la potencia en la fase restante, esto es, en 4C. Por tanto, hemos demostrado que dos vatimetros
dan la potencia tolal en una carga conectada en triangulo. La aplicacién del método de los dos vati-
metros al caso de una carga conectada en estrella se deja como ejercicio al alumno.

METODO DE LOS DOS VATIMETROS APLICADO A CARGAS EQUILIBRADAS

Para ver la aplicacion del método de los dos vatimetros a cargas equilibradas consideremos la co-
nexion en estrella de tres impedancias iguales representada en la Fig. 14-25(a). En la Fig, 14-25 (b) se
ha dibujado el diagrama fasorial para la secuencia ABC en la hipétesis de corriente en retraso 0.

L B IL

A - ’ 1
s o W,
= za
B 28 2/8
l b i—v-] ”’(-
Tt

- b
(a) Fig. 14-25 L

Con los vatimetros en las lineas 4 v C sus lecturas son
e CEB
W, =V, I,cos x'8 y W. = V., I.cos x4 (28)
Det diagrama fasorial,

A

X8 = 30°+ 4 y XE = 30° ~ ¢ (24)
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Sustituyendo en (23),

W, = V.. 1, cos(30° +6) y W, = Veyl.cos(30°~-48) (25)

ABT A

Si el método delos dos vatimetros se utiliza con cargas equilibradas, las lecturas son ¥, I, cos (30° + 6)
y Viiy cos (30° — §) en donde 8 es el dngulo de la impedancia. Ambas lecturas se pueden emplear para
hallar el dngulo 6,

Escribiendo la expresidn de W, y teniendo en cuenta la férmula del coseno de 1a suma de dos 4n-
gulos, se obtiene

1

W, = V,I (cos830°cost — sen30° send) (26)
Andlogamente, W, = V, I (cos30°cosd + sen 30° send) (27)

Por tanto, la suma vale W, + W, = \/S_VLIL cos 0 y la diferencia W, — W, = VI, sen 8,

Wa— W
de donde tg 6 = ﬁ(W?+ Wi} (28)

En consecuencia, la tangente del dngulo en Z es \/3 veces la relacién entre la diferencia y la suma
de las lecturas, Sin conocer las lineas en las que estdn colocados los medidores ni la secuencia del sistema
no es posible distinguir entre + 8 y — &, Por el contrario, si se conocen ambas cosas, puede determinarse
¢l signo por las expresiones siguientes. Para la secuencia ABC,

w,q“'—Wﬂ

B o We-We =W Wa

‘g ¢ = \/EWA - Ws \/EWB + We \/EW{“F Wa (29)
i We — W We—W | Wi-W
_ B Wa _ We— Vg a— Wg

e ¢ = \/§W3+WA .\/EWC+WH - \/EWA+WC (30)

Problemas resueltos

14-1 Demostrar que la tensién compuesta entre lineas J; en

un sistema trifasico es \/E veces mayor que la tension
simple de fase o de linea a neutro V.

|

En la Fig. 14-26 se representan las tensiones del sistema tri-
fasico en un tridngulo equilatero en el que la longitud de un lado

es propercional a la tension compuesta ¥, y el punto neutro N :
estd en el centro del tnangulo, 20° : _—
La tensidén simple tiene como proyeccion horizontal el valor

: I
Ve cos 30°, o sea, V,\/BT,KZ. Puesto que la base es el doble de dicha b= ¥r cos 30°
proyeccidn, '

Vp = 2in\/§’2] = ~/3_ Ve Fig. 14-26

14-2  Calcular las intensidades de corriente en los devanados a plena carga para conexion en tridngulo
y en estrelia, en un alternador trifdsico de 25 kVA a 480 voltios.

En ia conexion en estrella la corriente en la linea y en el devanado son iguales. En un sistema trifésico equi-
Iibrado,

S{kVA) 25

SikVA) = V'EVLILX 10—3 ¥ I, = *;/ﬁV w 10-3 - \/’EMBOXIU":‘}
. L

= 331

Ei alternador con conexidn er tridngulo y de la misma potencia aparente (kVA) tiene también corrientes
a piena carga de 30.1 A. Las corrientes enlos devanados son f1/, /3. Por tanto, figun. = 30,1/./3 = 17,35 A.
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14-3 Un sistema bifisico con una tensién simple de fase de 150 voltios alimenta a una carga equilibra-
da, conectada en tridngulo, con impedancias de 10/53,1° ohmios. Hallar las intensidades en las
lineas y la potencia total.

En un sistema bifisico las dos tensiones sim-

Ples tienen una diferencia de fase de 90°, Por tanto, A
si ¥ gy s¢ toma como referencia, V,, estd a 90°, como ’
se observa en la Fig. 14-27, La tension compuesta Van | | Vg Lin

: AB Ny A
entre lineas es igual a ﬁ veces la tension simple de 150/80° 212/136° “\ﬁy/ %
tinea a neutro. Por consiguiente, V,, = ﬁ(ls{]) = » y

10/53,1°
212 V. Las corrientes en las fases son B }
Vi 212/135° Van 1
== = = ®1.9° . 8N
r 1 N 000 N B i ————
I _ 1“"= LU T 215,03690
S AT ER L [0

Fig. 14-27

A 150/0°
Lan 7 10753 1° , {531

Las corrientes en las lineas se obtienen a partir de las de fase sin mis que aplicar la primera ley de
Kirchhofi a los nudos de la carga en tridngulo. Si se admite como sentido positivopara estas corrientes el sen-
tido hacia la carga, se tiene

[h=Liv + Lig = 150/369° + 21,2/81.9° = 33,5/634°
Ip = Iy + Tpo = 15,0/=53,1° ~ 21,2/81,9° = 33,6:—79,7°
Ty = Iyg + Lyy = ~15,0/36,9° — 15,0/=53,1° = 21,2/171 86°
La potencia total se obtiene wiilizando la corriente eficaz en las impedancias
| Py = Rily = (6)21.2)* = 270 W
Pun = Ry = (6){150 = 1350 W
Py = Rigy = (6}(15,0) = 1350 W
Potencia total = 5400 W

14-4 Un sistema trifisico ABC con tres conductores a 100 voltios alimenta a una carga con conexién A
¢ impedancias de 20/45° ohmios. Hallar las intensidades de corriente en las lineas y dibujar el
diagrama fasorial.

Se¢ aplican las tensiones compuesias entre lineas de secuencia ABC al circuito dado en la Fig. 14-28. En-
tonces, las corrientes elegidas son

. V,.ﬂs _ 100/120° _ R _ VHC' o —_ VCA <
Ls = - = S/ ‘—4"50— = 8057, lge = —5— = 5,0/=46°, Iy = 7 = 5,0/185°

It

IA-* A — ICA
I N
100/120% AB \?‘f‘/; =) )
|_l'li) \ B
20,45¢ ~
IH_"" B A
100/240° 100/0° Inc
L~ —_——

Fig. 14-28 Fig. 14-29
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Para obtener las corrientes en las lineas (véase ¢l csquema del circuito) se aplica la primera ley de Kirchhoff
a cada uno de los nudos principales de la carga. Por tanto,

Lo=Tp + Lic= 50075 - 50/185° = 8,66/45°
Ly = Iy, + Ipe = —5.0/75° + 5,0/=45" = 8,66/—75°

Io = loy + By = 5,0/1957 — 50/—45° = 8 66/165°

El diagrama fasonal de las corrientes de fase y de linea se representa en la Figura 14-29,

14-§ Determinar las lecturas de los vatimetros al aphcar ¢l método de los dos vatimetros al circuito
del Problema 14-4.

Con una carga trifdsica de tres conductores las lecturas del vatimetro son
W, =V, T, cos (30° + 0} y W, = VT, cos (30° — &) (f)

en donde & es el dngulo de la impedancia de carga. En el Problema 14-4, V', = 100V, [, = 8,66 A y el dngu-
lo de la impedancia de carga es 457 Sustiluyendo estes valores en (/) resulta

W, = 100(5.66) cos 1307 + 457) = B&b cos 75" = 224 W
Wy = 100(8,66) cos (30" — 457) = 86 cos (—15°) = 836 W
La potencia towal es P = W, + W, = 1060 W,
Como comproebacién, se puede calcular Ja potencia total en cualquier carga trifasica equilibrada por

P=J3V_ I cos = /31008 66) cos 45> = 1060 W

14-6 Se conectan en estrella tres impedancias idénticas de 5/—30° ohmios. El sistema es trifasico, de
tres conductores, 150 volios y secuencia CBA4. Determinar las intensidades de corriente en las
lineas y dibujar el diagrama fasorial.

I.,—™ A

I, 5

I—cC
Fig. 14-30 Fig. 14-31

En sistemuas equilibrados de tres conductores, conectados en estrella. se puede abadir el conductor nautro,
en la forma representada en la Fig. 14-30. Las tensiones simples de médulo

Viw = Vi/V3 = 1504/3 = 866

se aplican con los dngulos de fuse de la secuencia CBA. Las correntes en las lineas son

Vax  B6.6/~D0° Vi Vg
o= -2 = P = 1732/-60°, I, = -ob = 17,82/60°, I = - = 17,32/180°
Z 5/—30" Z = Z

El diagrama fasorial de la Fig., 14-3] muestra ¢l conjunto de las corrientes de linca equilibradas con 30¢
en adelanto respecto de las tensiones simples de linea a neutro, el cual corresponde al angule de la impedancia.
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Determinar las lecturas de los vatimetros si se aplica el método de los dos vatimetros al circuito
del Problema 14-6.

Con carga trifdsica equilibrada,
Wy = Vi f cos (30° + 0) = 150017,32) cos (30° + 30°) = (300 W
| W, = Vi cos (30° — ¢) = 150(17,32) cos (30° — 30°) = 2600 W
La potencia activa total es Pr = W, + W, = 3900 W,

Como comprobacion, se pucde caleular la potencia por fase Py = RI? = 4,33(17,32)* = 1300 W y, por
tanto, la potencia activa total es '

Pro= 3P, = 3{(1300) = 3900 W
O bien, con cargas trifasicas equilibradas, la potencia activa total es
P =3V L cos = /3(150%17,32) cos {—30°) = 3900 W

Tres impedancias idénticas de 15/30° ohmios se conectan en tridngulo a un sistema trifasico,
de tres conductores, 200 voltios y secuencia ABC. Hallar las intensidades de corriente en las
lineas utilizando el método del equivalente monofésico.

Como la carga estd conectada en tridngulo se obtiene primeramente la impedancia equivalente de la car-
ga con conexion en estrella:

Zy = Z,/3 = 15/30°/3 = b/30°

——a i &
El médulo de la tensidn simple de linea a neutro es k.
VLH - VLJ"V'E - ZUUI‘(@ = 115, 116,5/0° 5/80°
Ahora bien, en 2l cucuito equivalente monofisico de la
Fig. 14-32 la tenmién aplicada es 115,5/0° voltios y la
corriente resultante es _— —
Vow _ 1155/0° Fig.14-32

IL - Z = 5[}?&0 == 23,1#—300

Para cbtener las intensidades de corriente en las lineas 1,, I e I se determina en primer lugar el dngulo
de fase en las correspondientes tensiones simples de Jinea a neutro en !a secuencia ABC. Puesto gue V,, tiene
un angulo de 90°, 1, = 23,1/90° — 30° = 23.1/60° A. De igual forma, I; = 23,1/ —60° A, I, = 23,1/180° A

Las corrientes en las impedancias en A estan relacionadas cop las corrientes de linea por 7, = .,,’3_!;, de

donde /e = 23,1//3 = 133 A.
= 13,3/90° A. Por

el mismo procedimiento, Ipe = 13,3/ -30° A e I, = 13,3210° A

Tres impedancias iguales de 10/30° ohmios, conectadas en estrella, y otras tres impedancias tam-
bién 1guales de 15/0° ohmios, 1gualmente en estrella, estdn unidas a un mismo sistema trifasice,
de tres conductores, de 25¢ voltios. Hallar la potencia total.

Puesto que ambas cargas estan conectadas en es-
trella, sus impedancias de fase pueden ponerse direcia-

mente en un circuito equivalente monofasico, como se - —
representa en la Fig, 14-33. La tension apheable a dicho I
sistema monofasico es
' 144,540° 10/30° 15/0°
Vin = ‘V“’\/E = 250/v/3 = 144,5 AL — o
La cormente tiene una intensidad, pues, _
144,6/0°  144,5/0° — — —
= = +
L o
10/30° 16/0
20 Q@ Fig. 14-33

= 14,45/-30° + 9,62/0° = 23,2/—18,1°
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En la férmula de la potencia activa P = \/5 V, I, cos 8, 8 es el &ngule de la impedancia de carga equi-
valente. Al calcular I,, se han considerado ambas cargas y se ha visto que la corriente retrasa respecto de la
tensién un angulo de 18,1°. Por tanto, s¢ sabe que Ja impedancia equivalente es inductiva y tiene un angule
de 18,1°. En estas condiciones,

P = V3BV, I, cose = V3250(23,2) cos18,1° = 9630 W

Tres impedancias idénticas de 12/30° ohmios, en tridngulo, y otras tres idénticas de 5/45° ohmios,
en estrella, se unen al mismo sistema trifdsico, de tres conductores, de 208 voltios y secuencia
ABC. Hallar las intensidades de corriente en las lineas y la potencia total.

Como la primera de las cargas esta conectada en tridngulo, se obtiene la equivalente en estrelia
Zy = B4/3 = 12/30°/3 = 4/30°

Con una lension compuesta entre lineas de 208 V la ten-

sion simple es 208//3 = 120 V.

El circuito equivalente monofasico es el representado "TL" a
en la Fig. 14-34 con las dos impedancias de carga 4/30° 2
y 5/45° (1. Estas impedancias pueden ser sustituidas por . . .
una equivalente. 120/07 4300 BAET
4/30° (5/45° } |
Zoy = = 2,24/358°
b 4/30° + 5/45> {388 A
Con esto, la corrienie ¢s ) h }
Fig. 14-34
1 Viw 100 53,6/—36.8° )
L Zoq | 2,24/36,6° /6/=365°

Latensidn V , en la secuencia A BC tiene un angulo de fase de 90° v, por consiguiente, I, = 53,6/(90" — 36.6°} =
53,6/53.4° A. Andlogamente, vemos que I = 53,6/—666° A ¢ I = 53,6/ —186,6° A.
La potencia activa total &5

P = 3V, I coss = V/3208(63,6) cos366° = 15500 W'
Un sistema trifasico de tres conductores, 240 voltios y secuencia 84 alimenia a una carga

conectada en triangulo en la que Z,p = 25/90°, Zgc = 15/30° y Z¢, = 20/0° ohmios. Hallar
las intensidades de corriente en las lineas y la potencia total.

Aplicando las tensiones compueslas entre lineas de la

secuencia CBA a !a carga conectada en tridngulo de la e
Fig, 14-35 y eligiendo las corrientes de fase como se ve en .
el esquema, se tiene 2402407
¥ 240/240° B
Lis = 3, = gEgos - o450
ad (297 240/120° 240407 . Igc
Vae 240/0° .
e = 7, = Topee ~ OUE ¢
Yea 240/120° Fig. 14-33
I, = - = = 12,0/120°
LA Z('A. 20& "i_",.._..

Las corrientes en las lineas pueden calcularse. ahora, en funcién de las corrientes en las fases.

IA - IAB + IAC - 9,651500 - 12.‘1200 —_ E,UGE24TI70
I, = Iya+Ipc = —9.6/150° + 16/30° = 25,6/-30°

IG = ICA. + ICB = 12!120'& - 16}"’300

87,1/137,2°

Como era de esperar, en una carga desequilibrada las corrientes en las lineas no son iguales.
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La potencia en cada fase s¢ calcula de la manera siguiente:
Impedancia Z = 25/90° = 0 + 25 Q, R = 0 ¢ {5 = 9,6 A. Entonces,
Pug = Ryplis = (0)9,6) =
Impedancia Zge = 15/30° = 13 + j1,5 Q, Rgc = 13 Q ¢ J5c = 16 A, Por tanto,
Pae = Rpclie = (13)(16)* = 3330 W
[mpedancia Z¢, = 20;0° = 20 + jO £, Rc, =20 Q e I, = 12 A. Por tanio,
Poy = Re i, = (20)(12) = 2880 W -+
La potencia total es la suma de las potencias por fase
Pr= P+ Poe + Poy= 0+ 3330 + 2880 = 6210 W

r del vatimetro cuando se utiliza el método de los dos vatimetros en el circui-
to del Problema 14-11, con medidas entre las lincas (@) A y B, (8) 4 y C.

(@) Con los vatimetros en A v 8,
(1) W4 = Vyclscos ?—ff {2y Wg = Vgclgcos 491;:
Del Problema 14-11, V. = 240/—60° V, 1, = 6,06;247,7° A. Entonces, el angulo E,."f ¢s el dngulo
entre 247,7° y —60°, o sea, 52,3° Sustituyendo en (1),
W, = 240(6,06} cos 52,3° = 830 W

También, del Problema 14-11, V. = 240/0° V e Iy = 25,6/—30° A. Entonces, ﬁ,_ﬂlf = 30°. Sustituyen-
do en {2),
Wy = 240(25,6) cos 30° = 3320 W

La potencia total es Py = W, + W,y = 890 + 5320 = 6210 W.

(5} Con los vatimetros en las lineas 4 y C,

8 W, = V,gl,cos ﬁﬂB (43 Weo = Veplecos .

Del Problema 14-11, V 5 = 240/240° V. Como 1, = 6,06/247,7° A, x*F = 7,7°. Sustituyendo en (),
W, = 240(6,06) cos 7.7° = 1440 W

Del mismo modo, Vs = 240/180° V e I = 27,1:137.2° A, de donde x5F = 42,8. Sustituyendo en (4},
W, = 240(27,1) cos 42,8° = 4770 W

y la potencia total, Pp = W, + W, = 1440 + 4

14-13 Un sistema trifasico de cuatro conductores, 208
voltios y secuencia ABC alimenta a una carga
en estrella en la que Z, = 10/0°, Z5 = 1530°
y Z, = 10/—30° ohmios. Hallar las intensida- A
des de corriente en las lineas, la del neutro y la
potencia total. 120/90° L} |10/02

Aplicando al circuito las tensiones simples de linea
" aneutro de la secuencia A BC, como se ve en Ja Fig. 14-36, 10/-30°
120{730° I, P)
! S

y suponiendo positivo el sentido de las corrientes hacia
la carga, se tiene B

I, = Van/Za = (120/90°)/(10/0°) = 12/80°
I, = Ven/Zp = (120/=30°)/(15/30°)

= 8/—60° C
. = Von/Ze = (120/-150°)/(10/=30°)

= 12/-120°

120/-150°

Fig. 14-36
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La corriente ¢n el neutro es ¢l fasor suma de los correspondienies a las intensidades de linea vy si er sentido
positivo es hacia iz carga,

Iy = —(T,+Ig+ 1) = —(312/90° + 8/—60° + 12/-120") = 5,60/69,4°

La impedancia Z, = 10 + j0 {2 es atravesada por la corriente 1, = 12/50° A y la potencia en esta fase
de la carga es P, = 10(12)* = 1440 W. Por la impedancia Zy = 15/30° = 13 + ;7,5 Q circula la corriente
T, = 8/ —6G° A y la potencia en la fasc es Py = 13(8)° = 832 W. De igual forma, por Z, = 10/=30" =
8,66 - j5 Q circula la cordente I = 12/—120° A y P = B66{12) = 1247 W.

La potencia total es Py = P, + Py + P = 1440 + 832 + 1247 = 3519 W.

14-14 Las impedancias de carga del problema anterior s¢ conectan a un sistema trifasico de tres con-
ductores, 208 voltios y secuencia 4ABC. Hallar las intensidades de corriente de linea y las tensiones
entre los extremos de las impedancias de carga.

A

208/120°
B

208 /0°
C

Fig. 14-37 Fig. 14-38

En el circuito de la Fig. 14-37 se han puesto las dos tensiones compuestas ¥V, v Ve, Con las corrientes
de malla I, e I, elegidus como en la figura, la forma matncial del sistema de ecuaciones en las corrientes es

110/0° + 15/30° —15/80° i1, _ {208/120°
~15/30° 15/30° + 10/-30° | I, | | 208/0°

5210/90°

de donde P = géj:f} g-

= 14,15 86.1°

3T30:56,6° , N
PTo367,538 TR l

Las corrientes en las lineas, con sentido positive hacia la carga. vienen dadas en funcién de 1, e I, por

Por tanto, las tensiones en las impedancias son

Vi = LZ, = 1415861 (10,0° )

It

191,5/86,1°

Vo = 12y = 8,0/=405" (15/30° ) 120/—19,5°

Voo = I.Zc = 10,15/=127,3" (10: =307 ) = 101,5/=157,3° .

—_—

La representacion de las tres tensiones Vo, Yo ¥ Yoo muestra el trdngulo de secuencia A8C al unir
{os extremos de los fasores por rectas. Puede aitadirse también el punto &, como en la Figura 14-38.
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14-15 Resolver nuevamente ¢l Problema 14-14 por ¢l método del desplazamiento del neutro.

14-16

En ¢l método del desplazamiento se caicula Y,y a partir de la formula

v _ YanYa 1+ Vau¥p + Veu Yg
OoN Y, + Yz + Y,

Por el Problema 14-14, Y, = 1/10 = 0,1, Y, = L/15/30°) = 0,0577 - 0,033 e Y, = 1/410/=30° }'= 0,0866
+ j0,050. Por tanto, :
Y,+ Y+ Yo = 0,244 + j0,0167 = 0,244/3,93°

y - V. Y, = 120/90° (0,1) = 12/80° = j12
Von Yp = 120/=30° (0,0667/=30° ) = 8,0/=60° = 40 693
Voy Yo = 120/ 150° (0,130° ) = 12/=120° = —6,0 — j104
Viw Ya+ Vou Y + Vou Yo = =20 — /5,33 = 5,69/249.4°

En consecuencia, Vg, = (5,69/249,4° )/(0,244/3,93° ) = 23,3/245,5° = —9,66 — j21,2
Las tensiones en las impedancias de carga pueden expresarse en funcién de la correspondiente tensién
simple de linea a neutro y la de desplazamiento del neutro en la forma siguiente:
Vio = Vv + Vg = 120/90° + (9,66 + j21,2) = 141,2/86,08°
Voo = Vay + Yy = 120/-30° + (9,66 + /21,2} = 120/-18,9°
VYoo = Ven + Vo = 120/=1350° + (9,66 + j21,2) = 102/202,4°

Para obtener las corrientes de linea se forman tos producios de estas tensiones y las admitancias corres-
pondientes,

L=V, Y, = 141,2/86,08° (0,1/0° ) = 14,12/86,08°
Ip = Voo Yy = 120/~ 18,9° (0,0667/=30° ) = 8,0/ 48,9°
Ic = Vo Yo = 102/202,4° (0,1/30° ) = 10,2/232.4° o bien 10,2/~127,6°

Los resultados anteriores estan de acuerdo con los del Problema 14-14 dentro del orden de exactitud de
la regla de célculo,

Utilizando el método de los dos vatimetros en un caso de carga equilibrada se han obtenido
las lecturas 1154 y 577 vatios. Obtener las impedancias de carga, con conexién tridngulo, si la
tension del sistema es de 100 voltios.

Para car

Wy — W, 1154 — 577
= </ + —_— = () 577
e ¢ W W, AN T 0 ]

de donde § = +30° (Se pone +, ya que sin conocer ni la secuencia ni la colocacion de los vatimetros, no
puede determinarse ei signo.)
La potencia total es P = ﬁVL Ifpcost, e

P 1731
IL = = = S5 A —— 4
'\/EVL cos d V’E(lﬁ'ﬂ}[&gﬁ's_} 11,56/ =30°
Se dibuja el circuito monofésico equivalente y se apli-
ca la tension (lﬂﬂfﬁ},@’ = 51,7/0° V, como se ve en la 57,7/0° z,
Fig. 14-39. Entonces, la impedancia con conexién en es-
trella

v 57,7/0° ke
= —— N 5,0 +agpe -
Zy = 7 11,65/=30° [=30°

' Fig. l4-
- Zy = 3Z, = 15/=30° b
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14-17 Se aplica el método de los dos vatimetros a un sisterna trifdsico de tres conductores, 100 voltios
y secuencia ABC, con los aparatos de medida en By C, obteniéndose Wy = 836 y W, = 224
vatios. Hallar la impedancia de la carga equilibrada y con conexién en tridngulo.

Conociendo la secuencia y la situacidn de los aparatos puede conocerse el signe de §. Asi,

Ws — We 836 — 224
80 = Vig—ypo = V3T
P N 1060
V3V eos 8 /3 (100)(0,707)
equivalente monofisico tiene una tensién de 57,7/0° V y la impedaicia conectada en esirella es Zy = V/I =
(57,7/0° )/(8,66/—45° } = 6,67/45° (1. La impedancia de carga en tndngulo es Z, = 3Z, = 20/45° Q.

= 1 de donde © = 45°

Puesto que P = ,/BTVL I cos B, I = = 8,66 A. Entonces, el circuite

14-18 Un calentador trifasico de 1500 vatios, con factor de potencia unidad, y un motor de induccién
de 5 CV, con un rendimiento a plena carga del 80 % y factor de potencia 0,85, estdn alimentados
por un mismo sistema trifdsico de tres conductores de 208 voltios. Determinar el valor de la
intensidad de corriente de linea para ¢l régimen de salida dado para el motor de 5 CV,

Como 736 W = 1 CV, la salida del motor tiene (3 CV)(736 W/CV) = 368 W. Por tanto, i3 entrada que
necesitard el motor es 3680/0,80 = 2500 W.
El motor es una carga tnifisica equilibrada. Por consiguiente,

P=J3iV.I cos8, 4600 = /3 (2081,)085), I, = I5A

En el circuito equivalente monofisico el fasor inten-
sidad de corriente retrasa respecto de la tension un ingu-
lo 8y ® = arc cos 0,85 = 31,7°. Por tanto, la corriente en 1 —_—
la linea del motor es f, = 1500/=31,7° A. Cotciente de lincy ! l

En la carga de calefaccion, P = vf"'TVL f, cos 8, en

donde & = 0°. Sustituyendo 1500 = /3 (208}, [, = 4,16, 12040°
I, = 4,16/0° A

El fasor intensidad de cormente total en la linea es la vt

suma de Jos fasores de intensidad correspondientes a las Catcntader Motor
cargas de czlefaccién y motor:

1= 15,00/=31,7° + 4,17,0° = 18,5/=25,1° Fig. 14-4¢

Por consiguiente, la corriente en cada linea es 18,5 A para
el régimen dado de salida del motor.

14-19 Tres impedancias idénticas de 30/30” ohmios estdn conectadas en fridnguio a un sistema trifa-
sico de tres conductores de 208 voltios, siendo las impedancias de los hilos 0,8 + 0,6 ohmios.
Determinar el mdédulo de la tensién compuestz entre lineas en la carga.

- Van |
i
08 + fré
e T ER
1
L [ 0,6°

1

Fig, 14-41 Fig. i4-42

v l - i&1, — Rl
, BG ;
12040% 1G/30° ¢ & : A
30,6° L 2l
I
G =
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g 14-41 con la impedancia equivalente ¢n estrella de 2., o 10/30° Q.

El circuito se ha representado en la Fi
fie con la carga y

la impedancia de la linea estd en se
Z:q = Zyjpey + anua = 0,8 + j0,6 + 8,66 + J5.0 = 8,46 + j5,6 = 11,0/30,6"

v 12040°
Por tanto, I[[ = = ——— = 10,9/—30,6°
“TZ.,  11,0/30,6° —

La tension en la carga es Vy; = Loagale = (10/30°)(10,9/—30,6° ) = 109/--0,6° .

La tenstdn compuesta pedida es
V. = ./3(109) = 189

Por tanto, la tensién del sistema de 208 V ha caido a 189 V a causa de la impedancia de la linea
Yar = Zynel, = (0,8 +

El diagrama fasorial se representa en fa Fig. 1442 con la caida en la linea

+ V,6

JO.6)10,9/=30,6°) = 10,9/63° y Vo =V,

14-20 Haliar, en ¢l problema anterior, la tensién compuesta ¢n la carga si en paralelo con ésta se pone
un conjunto de condensadores con una reactancia de — J60 ohmios,

—— —j20 10/30° Ve

12040° =

= -

—_c

Fig.14-43

En el circuito equivalenie monofésico de la Fig. 14-43 estdn en paralelo —;20 y 10/30°.

_ 10/80° (—j20) .
e = Be6 Ty —j20 LAl

Z, estd, por tanto, ¢n serie con las impedancias de la linea y
L= ZLioew + Z; = (08 + j0,6) + (11,55/0° ) = 12,35/2,78°

La corriente en la linea es, pues,

v 120/0°
= = —— = L TSD
b=z 12,35/2,78° I ZBIE

g

y la tensidn en los extremos de la carga,
Ve = Z1; = (11,55/0° 9,73/ —-2,78° ) = 112/~-2,78°

La tensién compuesta correspondiente es V, = \/3_{1 12) =194 V.

Como ya se vio en el Capitulo 7, el factor de potencia se mejora al conectar condensadores en paralelo

con la carga. Esto da fugar a una reduccidn en la caida de tensidn en la impedancia de la linea. Y asi, en
este problema, la tensidn dei sisterna ha caido a 194 voltios en lugar de a 189, como en el Pmblcma 14-19.
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Problemas propuestos

Se conectan en triangule tres impedancias iguales de 10/53,1° ohmics a un sistema trifdsico de tres conductores,
240 voltios y secuencia CBA. Hallar las intensidades de corriente de linea.

Sol. 41,6/=143,1"; 41,6/=23,1" | y 41,6/96.9° A.

Se conectan en tridngulo a un smtema trifasico de tres conductores, 100 voltios y secuencia CBA tres impedan-
cias iguales de 15,9/70° ohmios. Hallar lus intensidades de corriente de linea y la potencia total.

Sof. 10,9/ —160°; 10,9/—40°; 10,9/80" A; 646 W.

Tres impedancias de 42/ —35° ohmios se conectan en tridngulo a un sistema trifasico de tres conductores, 350
voltios y secuencia A8C. Hallar las inensidades de corriente de linea y la potencia total.

Sof. 14471257 ; 144/5°; 144/ 115" A 7130 W.

Se une a un sistema trifasico de tres conductores, 208 voltios y secuencia CHA una carga equilibrada en estre-
lia con impedancias de 6/45° ohmios. Hallar las intensidades de corniente de linea, incluida la del neutro,

Sof. 20/-135"; 20/—15%; 20/1057,; 0 A,

Lna carga ethbrada con impedancias de 65— 20° ohmiocs se conecta en estrella a un sistema trifsico de
tres conductores, 480 voltios y secuencia {84, Haitar lus intensidades de corriente de finea y lu potencia total.

Sol. 4,26/—70"; 4,26/50°; 4,26/175-; 3320 W.

Un motor de induccién de 37.3 kW, con un rendimiento 4 plena carga det B3 % y un factor de potencia 0,88,
se conecta a un sistema trifasico de 480 voltios. Hallar la impedancia en estrella equivalente que puede sus-
tituir a dicho motor. Sof. 4,2 369 . :

Un motor de induccion trifdsico de 186.5 kW. con rendimiento a plena carga del 82 % y un facior de poten-
cia 00,75, se conecta a un sisterna de 208 voluos. Hallar {a impedancia equivalente en tridngulo que puede sus-
tituir » diche motor y determunar las lecturas con el método de Jos dos vatimetros.

Sl 428/41.4° Q; 5,58 kW 17,15 kW,

Tres |mpeddnc1:as idénticas de 9 — 3)° ohmios en tiangulo v tres impedancias de 5/43° ohmios en estrella se
conectan al mismo sistema trifasico de tres conductores, 480 voltios y secuencia ABC. Hallar el médulo de
la intensidad de corriente de linga v la potencia total Sol. 119.2 A; 99 kW,

Una carga en triangulo equihibrada con impedancias de 27: =23 ohmios y olra en estrella eguilibrada con
impedancias de 10/ —30° ohmios, se conectan a un sistema trifdsico de tres conductores, 208 volties y secuen-
cia 4BC, Hallar las intensidades de cormente de linea v la potencia en cada carga.

Sol. 253/117,4° A; 253/-2,6" A; 253, —122,6° A: 4340 W, 3740 W.

Un sistema trifasico, a 100 voitios. alimenta a una carga equilibrada en tridngulo cen impedancias de 10/ —36,9°
ohmios y una carga en estrella equilibrada con impedancias de 5;53.1° ohmios. Hallar la potenciz en cada carga
y el modulo de la intensidad de corriente en la linea total. Sel. 2400 W: 1200 W; 20,8 A.

Dos cargas equilibradas en tridngulo con impedancias de 20 —60" y 18 45° ohmios, respectivamente, se co-
neclan a un sistema trifasico de 150 voltios. Hallar la potencia en cada carga. Sef. 1680 y 2650 W.
Un sistema trifasico de tres conductores, 173,2 voltios y secuencia CBA alimenta a tres cargas equilibradas
con las siguientes conexiones ¢ impedancias: en estrella de 10/0° chmtos, en tnangule de 24/50° ohmios y la
tercera en tridngulo con impedancia desconocida. Determinar esta impedancia sabiendo que la intensidad
de corriente e¢n la linea 4, con sentido positivo hacia la carga, es 32,7 _— 138 1" ampenos.

Sol. 18/45° Q.

Los vatimetros situados en las lineas 4 y B de un sistema de 120 voliios ¥ secuencia CB4, indican los valores
1500 y 500 vatios, respectivamente. Hallar las impedancias de la carga equilibrada en riangulo.

Sel. 163{—41° () :
Las lecturas de Ios vatimetros cclocados en las lineas 4 y B de un sistema de 173,2 voltios y secuencia A8C
son —30t y + 1327 vatios, respectivamente. Hallar las impedancias de la carga equilibrada en estrella.

Sel. 10/ =70° Q.

Hallar las lecturas de los dos vatimetros utilizados en ua sistemma de tres conductores, de 240 voltios, con una
carga, conectada en tridngulo y equilibrada, de 20/80° chmios. Sei. 1710, 3210 W.

Hay dos vatimetros colocados en lus lineas A y C de un sistema CBA de tres conductores y 173,2 voltios, que
alimenta a una carga equilibrada. Determinar las lecturas de dichos valimetros si la intensidad de corriente
de linea es [, = 32,7/—41.9° amperios. Sof. 117G, 5370 W,

Un sistema de 100 voltios v secuencia CBA alimenta a una carga equilibrada y tienc dos vatimetros en fas i-
neas A y B. Si I = 10,9/—40" amperios es la intensidad de corriente en la linea B, hallar las lecturas de am-
bos vatimetros. Sel. -~ 189, 835 W,

Una carga conectada en tridngulo, con Z,p = 10/307, Zpe = 2507 y Z¢y = 20/=30° ohmios, se une a un sis-
tema trifisico de tres conductores, 500 voltios y secuencia A8C. Hallar las intensidades de corriente en las li-
neas y la potencia total. Sel. 75/90° A; 33,9/—68,2° A; 32,{231,3” A 42,4 kW,
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14-39

1440

1441

14-42

14-43

1444

14-46

1447

1448

1449

14-50

14-51

14-52

14-53

Un sistema trifdsico de tres conductores, 208 voltios y secuencia ABC alimenta a una carga en triangulo en
que Z,,; = 5/0°, Zgr = 4/30°, Z-, = 6/—15° ohmios. Hallar las intensidades de corriente de linea y las lec-
turas de los vatimetros nstalados en las lineas A y C.

Sol. 70,5/95,65° A; 80,5/—433° A; 54,6/187,9° A; 13,7 kW; 11,25 kW.

Una carga en estrella, con Z, = 3 + 0, Zy = 2 + j3y Z, = 2 — jl ohmios, se conecta a un sistema trifd-
sico de cuatro conductores, 100 voltios y secuencia CBA. Determinar las intensidades de corriente en las lineas,
incluido el neutro, suponiendo positivo el sentido hacia la carga.

Sol. 19,25/—90° A; 16/-26,3" A; 25,8/176,6° A; 27,3/65,3° A.

Se conecta una carga en estrella en que Z, = 12/45°, Z,z=_'l_0§_0_’ y Z., = 8/0° ohmios a un sistema de cua-
tro conductores y 208 voltos. Hallar la potencia total. Sai. 3898 W.

La intensidad de corriente de linea en un sistema trifasico de tres conductores, 220 voltios y secuencia ABC
son I, = 43,5/116,6°, Iz = 43.3/—48° ¢ I, = 11,39/218" amperios, Obtener las lecturas de los vatimetros
en ]as lineas [a} A b B, (:b] 8 y C‘ (C} A Y C Sol. (ﬂ) 52?0, 6370 W; (5] 9310, 2330 W; {C) 9550', 1980 W,
Las intensidades de corriente de linea en un sistema trifasico de tres conductores, 440 voltios Yy secuencia ABC
son I, = 19,72/90°, 1y = 57,3/ =9.9% e I, = 57,3/189,9° amperios. Hallar las lecturas de los vatimetros en
las lineas (a) A v B, (b) By C. Sol. (a) 7,52, 24,8 kW ; (b} 16,15, 16,15 kW.

El diagrama fasonal de la Fig. 14-44 representa las corrientes de linea y las tensiones compuestas entre lineas
de un sistema (rifdsico de tres conductores, 346 voltios y secuencia ABC. Si el modulo de la corriente de linea

es 10 ampenios, hallar la impedancia de la carga conectada en estrella. Sol. 20/90° Q.
T 1
—;100
0 100
B B
c
Fig. 14-44 Fig. 14-45

El circuito de la Fig. 14-45 presenta una impedancia infinita (circuite abierto) en la fase B de la carga en es-
trella. Hallar el fasor tensidn Vg5 si el sistema es de 208 voltios y secuencia ABC. Sol. 284/150° V.
Un alternador trifasico con conexion Y y 440 voltios tiene un limite de 35 amperios por acrollamiento. {a) ; Cual
es la potencia aparente (kVA) de régimen de la maquina? (b) Si el alternador suministra una corriente de linea
de 20 amperios de intensidad con un factor de potencia 0,63, (cudl es la potencia aparente (kVA) por fase de
la méquina? Soi. 266 kVA: 508 kVA,

El sistema de corrientes de linea equilibradas en el diagrama fasorial
de la Fig. 14-46 tiene un valor absoluto de 10 amperios y la tensién
compuesta es de 120 voltios. Determinar las correspondientes poten-
cias activa y aparenie, Sol. 147 kW, 2,08 kVA,

Una carga en estrella con impedancias Z, = 10/0° , Zg; = 10/60° y
Z = 10/—=60" ohmios se conecta a un sistema trifdsico de tres con-
ductores, 200 voltios y sccuencia A 8C. Hallar las tensicnes en las im-
pedancias de carga V5, Vao. Vo

Sol. 173/90° V; 100/0° V; 100/180° V.

Una carga en estrella con 2, = 10/=60° , Z, = 10/0° y Z. = 10/60° Iy

chmios se conecta a una linea trifasica de tres conductores, 208 voltios Yea

y secuencia CBA. Hallar las tensiones en las impedancias de carga.

Sof, 208/—120° V; 0 V; 208/180° V. Fig. 14-46

Un sistema de tres conductores, 480 voltios y secuencia A8C alimenta a una carga en estrella en la que Z, =
10/0°, Z5 = 5/—=30° y Z. = 5/30” ohmios. Hallar las lecturas de los vatimetros en las lineas 4 y B.

Sol. 892 kW; 296 kW.

Un sistema de tres conductores, 106 voltios y secuencia CBA alimenta a una carga con conexidn Y en la que
Z,=3+j0,Zg=2+ j3yZ.= 2~ jl ohmios. Determinar las tensiones en las impedancias de la carga.
Sol. 31,6/—67.9° V; 843/42,7" V: 68,6/123.8° V.

Tres impedancias idénticas de 15/60° ohmios se conectan en estrella a un sistema trifdsico de tres conductores
a 240 voitios. Las lineas tienen entre la alimentacion y la carga impedancias de 2 + f1 ohmios. Hallar ef mé-
dulo de la tension compuesta en la carga. Sof. 213 V.

Repetir el Problema 14-52 para impedancias en estrella de 15/--60° chmios y comparar los resultados dibu-
jando el diagrama fasorial de tensiones. Soi. 235 V.




Capitulo 15

Anilisis de las formas de onda por el método
de Fourier

INTRODUCCION

En los circuitos estudiados anteriormente se ha considerado la respuesta en régimen permanente
a excitaciones de forma constante o senoidal. En tales casos, la funcién de entrada viene definida por una
expresion sencilla para todos los valores del tiempo; por ejemplo, v = constantc e corriente continua
y ¢ = Vou sen of en alterna, son validas para cualquier valor de /, Figura 15-1(a}) y {6).

V i =
v ; Pl———— i
0 rlu _ 2rtu \szu
o ¢ 0 T ar
I 74 P
(a) (b) {c}

Fig. 15-1

Algunas formas de onda periodicas, de las que el diente de sierra, representada en la Fig. 15-1(c)
es un ejemplo, solo pueden definirse mediante una funcion singular dentro de un intervalo. Y asi, el
diente de sierra viene expresado por Sfu)y= (ViT)ten el intervalo 0 < t < T, y pot f(t) = (V/T)(t — T)
en el intervalo T < ¢ < 2T. Aunque ¢stas expresiones por intervalos definen satisfactoriamente la forma

de onda no permiten, sin embargo, determinar la respuesta del circuito. Ahora bien, si una funcién periodi-
ca puede expresarse COmo suma de un nimero finito o infinito de funciones senoidales, 1as respuestas

de los circuitos lineales sometidos a excitaciones no senoidales se podran determinar aplicando el teore-
ma de superposicion. El método de Fourier proporciona la manera de resolver este problema.

SERIES TRIGONOMETRICAS DE FOURIER

Toda forma de onda periddica, esto €, aquella onda tal que f{t) = f(t + T) puede expresarse
por una serie de Fourier siempre que:

(1) tenga un nimero finito de discontinuidades en el periodo T, si es discontinua,
(2) el valor medio en ¢l periodo T sea finito,
(3} tenga un namero finito de maximos positivos y negativos.

Si se satisfacen estas condiciones, que reciben ¢l nombre de condiciones de Dirichiet, existe la sene
de Fourier y puede escribirse en la forma trigonomeétrica:

flt)y = i + & coswt + 2082wt + Gacosdut +
+ by senwt +ebysen 20t + basen Sut + - (1)

218
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Los coefictentes de Fourer, g y b, se determinan para cada forma de onda mediante el cdlculo in-
tegral. El coeficiente del coseno se obtiene multiplicando ambos miembros de (1) por cos nw! e integran-
do a lo largo de un peniodo. El periodo fundamental, 2n/w, es el periodo de la serie, puesto que cada uno
de sus términos tiene una frecuencia multiplo entero de la fundamental.

i 2niw 2miw
f f(t) cosnut dt = J. 3@ c08 ot dt + f a1 COS wl CO8 Nl dt +
] ] a
2w 2miw .
+ f an cO82 Nt dt + - - +f b, sen ut co8 nwt di
D] D

2niw
+ f bz sen 2ut cosnwt df + - - - (2)

0

eniw
Las integrales definidas del segundo miembro de (2} son todas iguales a cero, excepto j‘ an c08? not dt
1]

. n
que tiene el valor aa,,. Por tanto,

o 27/ y 2 T
an = = f{tycosnat dt = 75 f f(t) cos nwt dit (8)
m™ 0 0
Multiplicando (/} por sen nwt e integrando en un periodo se obtiene el coeficiente del seno.
o 2T o T '
be = - f f(tysennotdt = 7 f f(t) sen nat dt ' (4)
m 0 0
Otra forma de hallar los coeficientes es tomar wf como variable y el periodo correspondiente de
27 radianes, { g '
@Gn = = f(t) cos nut d(wt) (5)
m o -
1 in
b = = f f(t) sen nwt d(wt) (6)
¢

Los limites de integracion tienen que incluir un periodo completo, pero no es preciso que sea desde0a T
o de 0 a 2x. En lugar de esto, la integracion puede efectuarse desde —7/2 a 772 odesde —xa +n u
otro periodo completo que la simplifique. La constante a, se obtiene a partir de (3) y (5) haciendon = 0;
no obstante, por ser ta, el valor medio de la funcién se puede determinar a veces por simple inspeccién
de la forma de onda. La serie obtenida con los coeficientes determinados por las integrales anteriores
converge uniformemente a la funcién en todos los puntos de continuidad y converge al valor medio
en [os puntos de discontinuidad.

Ejemplo 1.

Determinar {a seric¢ de Fourier para la onda represen-
tada en la Figura 15-2.

1La onda es continua para 0 < w! < 2r y viene dada por
f{t) = (10/2n)wt, con discontinuidades para wr = n2n, sien-
don=20,1,2, ... Las condiciones de Dirichlet se satisfacen
y los coeficientes de Fourier se calculan utilizando las expre-
siones (5) vy (6). El valor medio de la funcidn es §, por simple

wt

inspeccion: asi, pues, }ao = 5. Utilizando ahora la Ecua- Fig. 168
cién (5},
2w 2r
g, = .]:_f 10 t cos nwt dlwt) = 1_{)2 ﬂsenmt+l2coamt
v Jy \2rx 23 { n L ¢
10
= m(w-" n2r —cos0) = O para todos los valores enteros de #.

La serie no contiene, por tanto, términos en coseno. Utitizando la ecuacidn (6) se obtiene

1 (/10 _ 10 t 1 i 10
b = ;j; (E;) £ sen net dlut) = m[—%cmmt+§senmt]o -
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Mediante estos coeficientes del seno y ¢l valor medio la seric es
o sen t
fi) = 65— Weenut — Poongt - Loengut - -0 = 5 - 0 3y T8
T 2¢ 3» ¥ o, n
Los términos en seno y coseno de la misma pulsacion pueden combinarse en un término unico,

seno 0 coseno, con un dngulo de fase. Resultan asi otras dos formas posibles de las series trigonométricas
ity = 4e, + 2 ¢ cos(net—20) (7)
y f(y = da, + e sen{not+e) (8)

en las que ¢, = Ja? + b2, 6, = arc tg (bja,) vy ¢, = arc tg {a/b,). En {7) y (8), ¢, es la ampli-
tud de los armdnicos y los angulos de fase de dichos armonicos son 8, o ¢,.

EXPRESION EXPONENCIAL DE LAS SERIES DE FOURIER

Si en las series trigonomeétricas se expresan todos los términos en seno y coseno por medio de sus
equivalentes exponenciales ¢l resultado serd una serie de términos exponenciales

_ o gt 4 gt g2t 4 g itut
1) = 3+ a5 )+a=( ) +
ejul -— e"‘fﬁi‘ eﬂ’ﬂi _ e'-jiut
+b1(—‘—‘2?'—"—">+b2(“"‘-—2—j-M>+"' - (9)
0 bien
= Erz_E) -t (ﬂ..ﬁ) —to
fty = +<2 2i)e e + (G-g5) e
+E+(E’l+ﬁl)eiwt+<&+k)ejmr+ taw ']
2 2 2] 2 " 2] (10)
Ahora puede definirse una nueva constante compleja A tal qus:
Ay = a5, A, = %[a-n_jbn), A, = %‘{a‘n"'?bn) {11)
con lo que (10} se transforma en
flE) = (- + Aoge ot 4 Ao 4 Ao + A€t + Aget + ) (12)

Para obtener tos coeficientes A, se multiplican ambos miembros de (12} por ¢™ ™ y se integran en
un periodo completo:

In ir 2
fitye=metd(ut) = - + f A_gemiet gminit d(ot) + f Ay et gminut (1)
1] 0 o

F4 4 21 :

+ {7 et dlut) + _f Av oot eminot q(uf) +

] 0

. ir

+ An ginat g~ Inwt d(mt) . (13)

I

Las integrales definidades del segundo miembro de (/3) son todas iguales a cero, a excepecidn de
2

And(et) que vale 2rA,. Por tanto,

1 ¥
Ay = E;;J; £(£) e~ d(uwt)

0

!

(14)

o bien, en la variable , r
— 3;_ f == fnwl
Arl. - T o f(t) € dt

De igual forma que en las integrales que se utilizan para determinar a, y b,, los limites de integracidn
en (/4) deben abarcar e! periodo completo que interese, que no serd necesariamente de 0 a 2z o de GaT.
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Los coeficientes de la scrie trigonomeétrica se deducen de los de la serie exponencial en la forma
siguiente: Se suman y luego se restan las expresicnes de A, ¥y A, dadas en (/7). Asj,

Aﬂ '*'A-—n = %(aﬂ_jbn+an+jbn)

de donde n = Ay + Ay (15)

y An — A—n = Han— jba— an~jby)

0 bien bn = j{A.—A_,) (16)
Ejemplo 2.

Hallar la serie exponencial de Fourier para la onda de la e
Fig. 15-3. Utihizando los coehcientes de esia senie exponen- /I

cial oblener a, y &, de la serie tngonomeéirica y comparar
con ¢l Ejemplo 1. ' V
o

En el intervalo 0 < wr < 2r la foncidn viene dada por

I/ wi
Sty = (10/2r)wr. El valor medio de la funcion se deduce por ie

simple inspeccidn, y vale 5. Sustituyendo fi7) en {/4) obtene- Fig. 15-3
mos los coeficientes A,

10

x

D TR ST & S 10 [e—imer 2 . 10
Aﬂ == '2? Jﬂ ;-,_\E J_.I Wt [ it d(UE} - {2#}2 .‘ (-j'ﬂ,:]g (__j?‘lwt - 1}]u = J‘é:—;

Llevando los coeficientes A, a (12}, la forma exponencial de la serie de Fourier de la onda en cuestion es

f{ﬂ — e j'_i_gf-—jzut —_ j%‘%e—jm + 5 + j%g.ejut -+ ji_ogj‘zut 4+ e “‘?}

Los coeficientes de los cosenos de ta sene trigenoméinca son

106 0 10
G T At A = dpg gy <O

y los correspondientes de los senos

\ 010 . 10
b, = A, — A, = ;< 0y _ _18

T oen j?r[—‘lﬂj - T

La serie trigonométrica no tiene, pues, 1€rminos en coseno, ya que a, = { para cualquier vaior de #. Los coeficien-
tes de los senos valen — 19/(an). El valor medio es 5 y la sene ¢s la siguiente:

fty = & -~ E—qsenut = I‘-p—senBut = l—nsen:iut - e
= 2w 37

idéntica & la del Ejemplo 1.

SIMETRIA DE LAS FORMAS DE ONDA

Las series obtenidas en el Ejemplo ! contienen #inicamente términos en seno sumadoes a una cons-
tante. Otras formas de onda tienen solamente términos en coseno y, a veces, Gnicamente existen en la
serie armonicos impares, (anto si la serje contiene senos, cosenos 0 ambos a la vez. Este es el resultado
de ciertos tipos de simetria asociados 4 la forma de onda. El conocimiento de tal simetria da hgar a
una reduccion de los caleulos en la determinacion de las series. A este respecto, son importantes las

definiciones siguientes:
1. Una funcién f{x) es par cuando fix) = f(—x).

La funcién f(x) = 2 + x% + x* es un ejemplo de funcion par, ya que los valores de 1a funcién
para x y para —x son iguales. El coseno es una funcion par. puesto que su desarrollo en serte es

A AT
casx = 1 — 5 -

b2
_._I_.
=
|
o
+
|
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La suma de dos o més funciones pares es otra funcién par, y la adicién de una constante no

varia la naturaleza par de una funcién. . L clo
Las ondas dibujadas en la Fig. 15-4 representan funciones pares, siendo Simetrcas respe

del eje vertical.

A ,
\/O\,‘—"— - o z 0 -

(a) (6) (c) (d)

Fig. 15-4

2. Una funcién es impar cuando f(x) = —f(x).

La funcién f{x) = x + x* + x% es un ejemplo de funcién impar, ya que los valores de la fun-
cién para x y — x son de signo contrario. El seno es una funcion impar, puesto que su desarrollo
tn serie es

x3 zt !
31T 5T

{ Y

s¢eny = X — -+

w

!

La suma de dos o més funciones impares es otra funcién impar, pero la adicién de una constan-
te destruye a naturaleza impar de la funcion, ya que f{x) noes ya igual a —f(—x). El producto de dos
funciones impares ¢s una funcién par. _ .

Las ondas dibujadas en la Fig. 15-5 representan funciones umpares.

/\ \ /I /.

(a) (e «
-
5 z \ o \ z 0 T x
(®) @ ®)
Fig. 155 Fig.15-6
3. Una funcién periédica f(x) tiene una simetria de semionda si f{x) = —f(x + T/2), siendo T el

periodo. En la Fig. 15-6 se representan dos ejemplos de este tipo.

Una vez estabiecido el tipo de simetria de una onda se llega a las conclusicnes sigulentes. Sx_la forma
de onda es par, todos los términos de la serie correspondiente son COsenos con una constante si la onda
tiene un valor medio distinto de cero. En consecuencia, no es preciso calcular las integrales para hallar
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los coeficientes ,, ya que no puede haber términos en seno. Si la forma de onda es impar, la serie solo
contiene senos. La onda solo puede ser impar después de eliminar la constante, en cuyo caso su repre-
sentacion de Fourier contendrd simplemente tal constante ¥ una serie de términos en seno. Si la onda
tiene simetria de semionda, en la serie habrd solamente arménicos impares. Estas series contendrin
términos en seno y coseno a menos que la funcién sea también par o impar. En todo caso, a, y 4, son
nulos para 1 = 2, 4, 6, ... y para cualguier onda con simetria de semionda.

Algunas formas de onda pueden ser impares o pares
segun la situacion del eje vertical. La onda cuadrada de la
Fig. 15-7(a) cumple la condicién de una funcion par, esto es,
S(x} = f(—x). Si se desplaza el eje vertical hasta la posicién 0
de la Fig. 15-7(f) se obtiene una funcidn impar en la que
Slx) = —f(—x). Si el eje vertical estd en cualguier otro punto
que los de la Fig. 13-7, la onda cuadrada no serd ni par i (@)
tmpar y su serie contendrd senos y cosenos. Es esencial, pues,
en ¢l andlisis de funciones periddicas la eleccién conveniente
del eje vertical para tener una funcién par ¢ impar siempre
que ¢l tipo de onda lo haga posible.

El desplazamiento del ¢je horizonial puede simplificar la
serie que representa a la funcion. La onda de ia Fig. 13-8(a),
por ejemplo, no cumple los requisitos de una funcidn impar (b)
hasta que se elimine el valor medio, como se observa en la Fig. 15-7
Fig. 15-8(4). Por tanto, su serie contendra solamente un '
término constante y lérminos en seno.

Como el equivalente exponencial del seno es imagina-
rio puro y el de coseno es reai, las consideraciones anteriores
de simetria pueden utilizarse para comprobar los coeficientes
de las series exponenciales. Una forma de onda par contiene
Gnicamente términos en coseno en su serie trigonométrica y, 0
por tanto, los coeficientes de la serie exponencial de Fourier " {a)
tienen que ser numeros reales, Anilogamente, una funcidn
impar cuya serie {rigonométrica estd formada por términos
en seno tiene coeficientes imaginarios puros en su serie ex- /I

ponencial, _ 0 l/

b
Fig. 15-8

ESPECTRO DE LINEAS

Se llama especiro de lineas a una representacién grafica en la que figuran todas las amplitudes de
los armonicos. Las lineas decrecen ripidamente para ondas con series rapidamente convergentes, Las
ondas con discontinuidades, tales como el diente de sierra v la onda cuadrada, tienen espectro con am-
phitudes que decrecen fentamente, ya que sus series poseen arménicos muy altos, Sus armdnicos de orden
10 tendran, normalmente, amplitudes de valor aprectable comparado con el fundamental. Por el con-
trario, la serie de formas de onda sin discontinuidades y de aspecto generalmente suave convergen ra-
prdamente a la funcion y basta con pocos términos para generar la onda, Esta ripida convergencia se
hace evidenle en el espectro de lincas en que las amplitudes de los arménicos decrecen raptdamente
de manera que por encima del quinto o del sexto son ya despreciables.

El numero en armdnicos y el espectro de lineas de una onda forman parte de su naturaleza y son
invariantes respecto del método de andlisis que se haga. El desplazamiento del eje al cero da a la serie
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trigonométrica un aspecto completamente distinto y los coeficientes de la serie exponencial también
varian mucho con dicho desplazamiento del eje, pero siempre aparecen los mismos armdnicos en las
serics y sus amplitudes, dadas por ¢, = /a2 + b2 o ¢, = lA,| + |A_,|, son constantes.

En ia Fig. 15-9 se representan Ia onda en diente de sierra del Ejemplo 1y su espectro correspondien-
te. Como en la serie solo existen términos en seno, las amplitudes de los arménicos ¢, vienen dadas di-
rectamente por b,.

10

2r

ir

wl

|.ill|

1

2

3

4

5

namera de veses fundamental

Fig.15-9

La serie exponencial tiene términos con pulsa-
ciones +rw y —nw [véase Ec. (17)] y el espectro se
construye como se ve en la Fig. 15-10. La amplitud
real de un armonico dado es fa suma de las dos ampli-
tudes, una para +»sw y la otra para ~nw. En el espectro
de la Fig. 15-10 aparecen lineas con amplitud 10/4x
para n = —2 y n = +2. Sumandolas se tiene 10/2n
que da la amplitud real de este arménico, lo que con-
cuerda con el espectro de ia Figura 15-9,

_LIIL' !

-3 —4¢ -3 =2 -1 0

T
-
=

=

Fig. 15-10

SINTESIS DE ONDAS

Sintesis es una combinacién de las partes para formar un todo. En el anilisis de Fourier se llama
sintesis a la recombinacidn de los términos de la serie trigonomeétrica, ordinariamente los cuatro o cinco
primeros, para reproducir Iz onda original. Con frecuencia, solo después de haber efectuado la sintesis
de una onda nos convencemos de que 1a serie de Fourier expresa realmente la onda periédica de la que
fue obtenida. :

La serie trigonométrica para la onda en diente de sierra del Ejemplo 1 con una amplitud de pico

14
5 — — seNof — l953112mi§ - —31-25en3wt —
m

)y = : 5=
Estos cuatro términos se han representado y su- 10 -
mudeen ln Fig, 1511, y auague el resultado no es -
un diente de sierra perfecto se vislumbra que to- o~
mando maés terminos se acercaria atin mds. Como

esta onda tiene discontinuidades, su serie no 5
converge rapidamente y, en consecuencia, Ja sin- e
tesis utilizando solo cualro términos no da unp
resultado demasiado bueno. El término siguiente -
para la pulsacion 4w tene una amaplitud 10/4x, 0k
gue es apreciable todavia comparada con la fun-
damental de amplitud 107 A medida gue se
anaden terminos en la sintesis de Ja onda se van
reduciendo las irregularidades de la resultante

Fig. 15-11
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Y se mejora la aproximacién a la onda original. Esto es lo que queria expresarse cuando se decia an-
teriormente que la serie converge a la funcién en todos los puntos continuos y al valor medio en 1odos lps
puntos de discontinuidad. En la Fig. 15-11 para 0 y 2= es evidente que habrd un valor 5, ya que todos los
términos en senos son nulos en dichos puntos. Estos son los puntos de discontinuidad y el valor de la
funcion es 10 cuando nos aproximamos por la izquierda y O cuando lo hacemos por la derecha; el valor
medio es 5. '

VALOR EFICAZ Y POTENCIA

Una onda periodica, no senoidal, de corriente al circular por una resistencia da lugar a una po-
tencia que viene determinada por el valor eficaz (o valor medio cuadritico) de la onda. En el Capitu-
lo 2 se vio que el valor eficaz de una funcién del tipo

ft) = 3e0 + aicoset + azco82ut + -+ + by sen of + b2 sen 20t + - -

25

Fu = (3a0)® + 3a® + a2 + -+ + 3bF + §bI 4+ - -- (18)

Expresando la amplitud arménica por ¢, = /a? + bf ¥y escribiendo ¢, para el valor medio de la Ecua-
cion (18) tendremos,

Fo = +cE+ e+ de? + fe + -

St se considera un circuito lineal con una tensién aplicada periodica podria esperarse que la corrien-
te resultante tuviera los mismos arménicos que la tension, pero con amplitudes de valor relativo dife-
rente, ya que la impedancia varia con nw. Es posible que algunos arménicos no aparczecan ¢n la corrien-
te, puesto que la resonancia paralelo da lugar a una impedancia infinita. En general, se puede escribir:

v = Vo + 3 Vasen(not+9¢) e i = I + Y Iosen(nat +y,) (19)

con los cerrespondientes valores eficaces

y

e

co= NV HIVER VIS - e 4 o= JBA A4 . (20)

La potencia media P (activa) se obtiene por integracion de la potencia instantinea dada por ¢l
producto de v e

p = vi = [Vy+ 2 Visen (not + 6 )][lo + 2 In sen {not + ¢ }] (21)

Puesto que v e / tienen periodos de T segundos, su producto tiene que tener un nimero entero de pe-
riodos T. (Recuérdese que para una onda senoidal simple de tensién aplicada el producto vi tiene un
periodo mitad del de la onda de tensién.) La potencia media

P = %LT[V(; + z Va sen (nmﬂ'+¢")][fo + 2 In sen (nwt +J,fr‘“)] dt (22)

El examen de los términos posibles en el producto de dos series infinitas muestra que pueden ser de los
siguientes tipos: Producto de dos constantes, producto de una constante y una funcién seno, producto
de dos functones seno de frecuencias diferentes y funciones senoidales al cuadrado. Después de la in-
tegracion el producto de las dos constantes sigue siendo VI, y las funciones senoidales al cuadrado,
con los limites aplicados, resulta ser (V,/,/2) cos (¢, — V), mientras que todos los demads productos,
por integracién en un periodo T, son nulos. En estas condiciones la potencia media

P = Volo + 3Vilicos8, + §Valzcos8 + AValscosés + -+ (23)
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siendo 8, = (¢, — ¥,) el dngulo en la impedancia equivalente del circuito a la pulsacion nw radianes
por segundo y V, e I, son los valores méximos de las respectivas funciones seno. En los circuitos de co-
rriente alterna {c.a.), con una frecuencia se vio que la potencia media (activa) es P = VI cos 8, que esta

incluida en (23), ya que ¥ es una tensidn eficaz V' = Vmwfﬁ el = Im;/ﬁ de forma que P = 3V, J s
cos #. En circuitos simples de corriente continua (c.c.} la potencia es Vi, mcluida en (23) como Vol,.
Por tanto, la Ecuacion {23) de la potencia es general, incluyendo circuitos de c.c. y de c.a. con una fre-
cuencia, y también ondas periddicas no senoidales. Se observa también en (23) que no contribuyen a
la potencia media las tensiones y corrientes de frecuencias diferentes. Por tanto, respecto de la poten-
cia, cada armémico actia independientemente.

APLICACION AL ANALISIS DE CIRCUITOS

Se ha sugerido anteriormente la posibilidad de
aplicar los términos de una tension desarroilada en
serie a un circuito lineal vy obtener los armonicos <o-
rrespondientes de la serie de la intensidad de corrien-
te. Este resultado es consecuencia del teorema de su-
perposicion. Esto es, se puede considerar cada uno v
de los términos de la serie de Fourier come la tension
de una fuente independiente, tal como se ha hecho en
la Fig. 15-12. Entonces, la impedancia equivalente del
circuito para cada pulsacién armonica se utiliza para
calcular la corriente que corresponde aj citado armo-
nico. La suma de las respuestas individuales consti-
tuye la respuesta total a la tension aplicada en forma Fig. 15-12
de serie.

ag/2

a; tos wi

O3 COB But

24 ¢os Juil
Creuila pasivo
cor dos lerminales
b] whn p!

by sen 2ut

£y w0 Bt

- OO OOV

Ejemplo 3.

A un circuito seric RL, en ¢l que R = Sohmiosy L = 0,02 henrios,
se le aplica una tension v = 100 + 50 sen wf + 25 sen 3wt voltios, - T3
siendo @ = 300 radianes por segundo. Determinar la intensidad de co-
rriente y la poiencia media {activa). t

Se calcula Ja impedancia equivalente del circuito para cada pul- 0.02 H
sacién obieniéndose después corrientes respectivas.

Paraw=0,Z =35y

Io = Vo/R = 100/5 = 20 Fig. 15-13

Y

Para w = 500 rad/s, Z, = 5 + j((,02){300) = 5 + j10 con lo que

sen (wf — 63,4°) = 4,48 sen (w¢ —063,47)

Lsen (i — O )—-i
LS

Para 3w = 1500 rad/s, Z, = 5 + j30, con lo que

Vy waa 25
“fz".;\_ sen (3wt — 8y) = 303 %0 (Bwe — 80,54°) = 0,823 sen (3wr — 80,54°)

f}ﬂ

La suma de las corrientes armdnicas es la respuesta total pedida.

i= 20+ 448 sen (wr — 63,4°) + 0,823 sen (3wt - 80,54°)

Esta cornente tiene un valor eficaz
e = /207 + 4,48%72 + 0,823%/2 = /4106 = 20,25

que da lugar en la resistencia de 5 Q a una disipacidn de potencia

P = RI% = (5)(410,6) = 2053 W
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Como comprobacién, se puede calcular la potencia media total, hallando la potencia correspondiente a cada
armonico y sumando los reseltados obtenidos.

il

Para w = 4, Volo = 100(26) = 2000 W
L1\ d, cos 8, = H50X4.48) cos 63.4° = 50,1 W
Para 3w = 1500 radys, 3Valy cos O = $25)(0,823) cos 80,54° = 1,68 W

Entonces Ppe=2000 + 50,1 + 1,69 = 2052 W

F
Para & = 500 rad/s P
P

Otro método
El desarrolio en serie de la caida de tension ¢n la resistencia ¢s
vg = Ri = 100 + 22.4 sen (wr — 63,4°) + 4,11 sen (3ewr — 30,54°)
de donde Ve = 100 + 322,41 + 34,117 = /10.259 = 101,3

La potencia suministrada por la fuente vale P = Vi/R = (101,3)}/5 = 2052 W.

La serie exponencial de Fourier se empiea de manera andloga, excepto que normalmente la im-
pedancia del circuito es funcidn de mw y los coeficientes de la serie intensidad de corriente I, se pueden
‘calcular a partir de la relacién V /Z,, como se hace en el Ejemplo 4 siguiente.

Ejemplo 4.
A un condensador de capacidad € faradios se le
aplica la tensidn representada por la onda triangular

de la Fig. 15-14. Hallar la intensidad de la corriente Venex
resultanie.
En el intervalo —n < wi < 0, la funcidon tensidn ot

vale v = Vo, + (2V/miot, ypara 0 < wf <z, 0 = e 0 i" '
Veur — 2V . /mkot. Los coeficientes de la serie expo- I' I
nencial se determinan por las integrales correspondien- —Vinax

tes en un periodo.

0
An = -El;r‘f [Vinax T 2V pax/m)wtje =m0t dlut) Fig. 15-14
1 ("
52 ) [Vinax = @Vmaa/mhot]e =it diat)

a

4y .
de donde A, = nz:’; para n impar, y A, = ( para » par.

La impedancia del circuito Z = 1/jmC’ puede expresarse en funcidn de n, esto es, Z, = 1/fnwC. Ahora bien,

V. max 4V ax wl
In = -z: = Zog {'H-UC) = ] an
y la serie de la corriente es
iat . o
i = j(M) P - para » impar Onicamente
m

La serie puede convertirse en la forma trigonométrica y hacer su sintesis para mostrar la forma de onda de la co-
rriente. Sin embargo, esta serie es de la misma forma que el resuliado del Problema 15-8, en €l que el coeficiente
A, = —j(2Vinm) para n impar solamente. El signo aqui es negativo, indicando que la onda de cornente es el ne-

gativo de la onda cuadrada del Problema 15-8 y con un valor de pico (2Vq,@C)/=.
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Problemas resueltos

Hallar la serie trigonométrica de Fourier de la onda cvuadrada de la Fig. 15-15 y representar el
espectro de lineas.

15-1

4Vie
v ) prf
¢
0 r 2y 3r v
| | | |
————— 1 T 1 T ﬂ'
- TV 2 s 1 s & o1 o8 o
Fig.15-15 Fig. 15-16
En el intervalo © < wf < x, f(t} = V; para & < @t < 2m, f(i} = — ¥, El valor medio de la onda ¢s cero;

en consecuencia, ay/2 = 0. Los coeficientes de los cosenos se obtienen haciendo la integral correspondiente
en un periodo con las funciones en la forma siguiente:

¥ o - T 2x
a, = %{J; V cos nut diwt) + J: (—V} cos nat d(u#)} = E{[ﬁ sen nmt]u - I}_;sen ﬂut:l'}

= § para todos los valeres de

Por comsiguiente, la serie no contiene Lérminos en coseno. Analogamente, para los términos en seno, los coe-
ficientes son

LS T
b, = l{f V sen nwt diwt) -+ f (—V) sen nut d{uﬂ}}
= r 0 .

) T 2o
= K{I:—lcosm:t] + I:lcosﬂut] }
T n n
[} x
2V

= E-(—act::a. nr + cos0 + cosnlr —cosnx} = ——(1 — cosnx}
rn n

Por tanto, b, = 4¥/mnparan= 1,3, 35, ..

.,y b, =0paran=24,6,...El desarrollo en serie de la onda
cuadrada es '

fity = iESEnut + ﬂisanht + i‘—I-’-r-stnﬁm‘. 4+ e
T 3r br

El espectro de lineas de esta sere es el representado en la Fig. 15-16. La serie contiene solamente términos en
seno de armonicos impares, 1o que se podria haber deducido sin mds que examinar la simetria de la forma de

onda. Como la onda de la Fig. £5-15 es impar, su serie contendrd dnicamente términos ¢n seno y, puesto que
tiene también simetria de semionda, solo habrd armonicos impares.

15-2 Hallar !a serie trigonométrica de Fourier de la onda triangular de la Fig. 15-17 y representar el

espectro de lineas.

14
/V \/\/
1 0 1 T T ”t
o g . 3 1] T ; T "r' T T T n
1 2 ] L ] T B
Fig. 15-17

Fig. 15-18
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15-3

154

La onda es una funcién par, puesto que f{t) = f(~1), y suprimiendo ¢l valor medio Vi2 tiene también
simetria de semionda, esto es, fir) = —flt + T/2). En el intervalo —m < wt < 0, flt) = V + {Vimhot: para
0 < wt <n, fl1) =V — (Vinkot. Como las formas de onda pares solo tienen términos en coseno, 5, -~ 0

para todos los valeres enteros de .

i T
a4, = % f [V + (V/7)at] cos nwt d{wt) -+ i J: [V — (V/z)wt] cosnuf d{wt)

-

v i ¢ wl ¥ ot
= = {f cos nwl dlwt) + J‘ — co8 et d{ewt) — f — c08 nwt d(wk)
oo T s T

-7

1) T
1 t
= Kz {[Lz o8 nwt + -‘Esen mt} E [~— cos nwt + 2= sen nut:r }
" . n
i '

T n nl o
12
= {cos 0 — ¢os (—nmr) ~ cosnw + cosd} = W(l —~ ¢os nx)
Como predice la simetria de semionda, la serie solo tiene términos impares, yaque g, = Oparan = 2,4, 6, . ..
Para n=1,3,5, ..., a, = 4V/z*n*. Por tanto, la-serie de Fourier pedida es
fity = 12{ + %coaut + ég—zcossm + —é:%cosﬁwt + -

Los coeficientes disminuyen como 1/n? y, por tanto, la serie converge mds rdpidamente que la del Problema 15-1.
Este hecho se hace cvidente en el espectro de ia Figura 15-18.

Hallar la serie trigonométrica de la onda en diente de sierra de la Fig. 15-19 y dibujar el espec-
tro de lineas,

T -
| /]
— 0 [/z, [3/, wl
_V_

Fig.15-19 Fig.15-20

2;’."# n

'lllli_ﬂ
4+ 5 48

Por simple inspeccion se deduce que ¢l valor medic de 12 onda es cero y que se trata de una onda impar.
En consecuencia, la serie solo contiens términos en seno. En el periedo de —m a + Ja onda viene dada por
1a expresion f(¢) = (V/nkot, por lo que utilizaremos estos limites para el cilculo de la integral correspondien-
te &,
s "
b, = } f (Vir)wt sen not diwt) = Kz r:iz Sen Mwt — -"-}Ecos mt] = —ggtcos nr)
o riin n Nz

-

La funcion cos nx es positiva para # par y negativa para n impar, con lo que ¢l signo de los coeficientes es al-
ternativamente positivo y negativo.

fly = %{senmc—ﬁsen2mt+%scn3utw%5cn4u¢+...}

Los coeficientes disminuyen como i/n y, por consiguiente, la serie converge lentamente, lo cual se ve en el es-
pectro de la Fig. 15-20. Excepto en lo que se refiere al desplazamiento del eje al cero y al término medio, la
forma de onda es idéntica a la del Ejempio 1. Si se comparan los espectros de las Figs. [5-20 y 15-19 se obser-
vard su semejanza.

Hallar la serie trigonométrica de Fourier de fa onda representada en la Fig. 15-21 y dibujar el
espectro de fineas. ’

Ea el intervalo 0 <t < m, fi} = {V/nkot, yen n < wt < 2, S} = 0. El valor medio, por simple ins-
peccidn de la onda es V/4, Como la onda ne es ni par ni impar, la serie contendra senos y cosenos. En el in-
tervalo de 0 a r, se tene
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14
V_
/ , [ , Pl
0 T 2r 3y tr wt T s s w7 s
Fig. 15-21 Fig. 15-22

1 i _ F¥Vli wi L vV

& = = jﬁ‘ (Vir)wt cos nut diwt) = = ["F cos nut + S sen m.;t:L = FEE(COS nr — 1)
Cuando n es par, (cos nam — 1) = 0 y a, = & Cuando n es impar, dy = —2V/(r*n’}, Los coeficientes b, son
1 (" vii wt A Vv

b, = - J& (V/irlot sen not diwt) = = [;5 Senmot ~ - cos nut:L = - :ﬁ{cos nr)

El signo cambia con b, = — ¥yan para n pary b, = + Vinn para n impar. La serie de Fourier pedida es

v 2V 2V oy :
fley = il ?—2-c039£ - Wcoa:iut - Wcos&;t — e

r ¥

+ —snwf — —sen2ut + KSL’,HS&E — e
r 2z Ir

Las amplitudes de los armonicos pares vienen dadas directamente por los coeficientes b,, puesto gue no
hay términos en coseno pares. Sin embargo, !

as amplitudes de los armonicos impares han de calcularse utilizando
€, = \/al + 2. Por consiguicnte, ¢, = SRV £ Vil = 0,377V Andlogamente, ¢; = (0,109)) vy
s = {0,064}V, El espectro de lineas aparece representade en la Figura 15-22.

15-5 Hallar la serie trigonométrica de la onda senoidal rectificada de la Fig. 15-23 y dibujar su espec-
tro de lineas.
V_/\ /\ Vir
A / A wt 0 ! —— n
0 i s = 1 2 % 4 5 6 7T
Fig.15-23

Fig.15-M4

La onda no presenta simetria y, por tanto,

¢s de esperar que las series contendrin senos ¥ cosenos. Comeo
el valor medio no se

puede deducir por simple inspeccion, se calcula a, del término 4y 2 de la serie

1T T
a = 1 Vsen wt dlwt}y = 14 — 08 wt = i
¢ T 0 T

a T

A conunuacidn, se determina Ay

1
g, = = Vsen wt cos nat d{we)
I . g

- E1:-n sen wi sen Nut — ¢os net cos wt:’*

V
= e oy 5 (cosmr + 1)

]
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15-6

15-7

Con n par, a, = 2¥/a(l -~ n*}; v con n impar, e, = €. Sin embargh, esta expresion es indeterminada paran = 1
Y, por tanto, hay que integrar por separado para hallar a,,

1 T vV (7
e = 7 f Vsent coswt dlut) = u_[ Psen2otdlt) = 0
T . T Uy
Ahora se calcula b,:
b I 1r'Gr’- V| 5 sen wt 0oz nwt — sen not coswt |©
= 7 sen wt sennet dist) = — & = 0
L} LI T —nZ+ 1 .

La expresidn es indeterminada, como antes, para n = 1, con lo que &, debe calcularse por separado,

T k-
by, = 1 f Visen2ut dluf) = E l:w—t— _. 3en 2wt = K
Ty r | 2 4 . 2
Con esto, la senie de Fourier pedida es
- Y L4 2 2 2
fity = - {1 + gsenat — 7 008 2wt — 1§ ©08 4wt 3g co8 But — }

El espectro de lineas de la Fig. 15-24 muestra el término fundamental y las amplitudes rapidamente decre-
cientes de los armoénicos superiores, '

Hallar la serie trigonométrica de Fourier de la
onda sencidal rectificada que se representa en la : V-
Fig. 15-25, cuyo ¢gje vertical se ha despiazado de la
posicion que tenia en el Problema 15-35.

La funcidn est4 definida en &l intervalo -7 < wt < 0 — 5 4 rmandL
por f{1) = — V sen wi. El valor medio es ¢l mismo que en
el Problema 15-5, esto es, @y = 2¥/n. Para los coeficientes Fig. 15-25
a, tenemos
@, = -l—fu {—V sen wi) cos nwt d{wt) = —V-ml
=) wdet) = o+ s

Para n par, g, = 2V/r{l — n*}, y paia n impar, a, = 0 excepto para n = 1, cuyo caso hay que considerario por
separado.

¢l
& = lf (—Vsenwi)ecswt d{wl} = 0
Lt - m
Para los coeficientes 6, resulta
1 Pl
by = ” J {~Vsenwt)sennut diwt) = 0

1

También aqui esta expresién es indeterminada para » = 1; se calcula, pues, &, por separado.

1 v
= P — H] = _——
by - f—ﬂ( ) sen? wt d{wt) 5
Por tanto, la serie pedida es
2
flty = -E{l - %xcnmt %cos Bt — —1%.; cos dut — ggconﬁut - }

Esta scrie es idéntica a la del Problema 15.5, excepto el término fundamental que ahora es negativo. El
espectro de lineas es, evidentemente, idéntico al de la Figura 15-24,

Hallar la serie trigonométrica de Fourier para el pulso rectangular de la Fig. 15-26 y represen-
tar el espectro de lineas.

Con el ¢je vertical en la posicidn mostrada la onda es par y la serie contendra solamente ¢osenos y un tér-
minoe constanie. El periodo que se considera para el cdloulo de los coeficientes es desde — n hasta +n, y la fun-
cion es nula excepte en el intervalo de — /6 a +n/6.
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Vir

v

wi
—x/6 /B : ‘
T r. T 2 8 i

IlIIT!I
1 2 % 4 5 & 7

Fig.15-26 Fig. 13-27
. 1 /b _ K _ l ;H’H'E : . _ g}i sen EE
0@ = = f_ﬂs‘p’d(ut) = 7 @ = o _MGV cos nwt diwt) oy 5

Puestc que sen nn/6 = 1/2, \/3;’2, i, ﬁ;z, 1/2,0, —1/2, .. . paran=1,2,3,456,7,..., respectivamen-
te, la serie ¢s

Vv Vi1 3/1 /1 3/1
iy = 5 + %;—{Ecosut + %(E) cos2ut + 1 K'g) cos 3wt + \-{;: (E) cos dat
1/1 1/1
+ E (‘5') cos Buwt — 5 <§> cos Twk — }
V -]
0 o= g+ 2V s Leninr/6) cosnot
T n=1 ki

El espectro de lineas representado en la Fig. 15-27 decrece muy lentamente, ya que ia serie converge muy
lentamente a la funcion. Tiene particular interés el hecho de que las amplitudes de los armonicoy octavo, ho-
veno y décimo son superiores a 1a del séptimo. Con las ondas simpies antes consideradas, las amplitudes de los
arménicos superiores eran progresivamente decrecientes.

Determinar la serie exponencial de Fourier de la onda cuadrada de la Fig. 15-28 y dibujar el
espectro de lineas. Obtener los coeficientes de la serie trigonométrica y compararlos con los del
Problema 13-1.

14
2V
0 r 2y 5 v
-V _____ ! T ! T T T I T !_ L3
—5 -4 —3 -2 —1 0 1 2 3 4 5
Fig.15-28 Fig. 15-29
Enelintervaio —m < wi < 0, f{t) = — ¥, yparal < wt < m, f(y)y = V. El valor medio de la onda es cero.
La onda es impar; por tanto, los coeficientes A, son numeros imaginarios puros.
1 [ ' m
A, = o, { ‘ (—V)e inut dluty + J Ve~ inat d{wt)}
ke L o
( a r
- I_ e [.. 1_ B-jnmt] + [ 1. _e—jnwt]ﬂ.
2x (—im) — {=jn) 0
= = v — a0 F —intt . gl = 1 inT —
= (—jzf"ﬁ{ ed =+ ein® 4 gmint — g} = Jm_(e”’ 1}
Para n par, & = + 1y A, = 05 paa s impar, o = 1y A, = —j2Vinn). La seric de Founer pedida es
fl:t] —_— P e jﬂe-jamt + j..z.l}—g"jmt _— j_ﬂ.z ej{ull — J'.z_v ejawt —_
3- T T 3x
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El espectro de ia Fig. 15-29 representa las amplitudes para pulsaciones positivas y negativas. Combi-

nando los valores para +ny —n se tienen las amplitudes representadas para la serie trigonométrica en la Fi-
gura 15-16.

Los coeficientes de ios cosenos en la serie trigenométrica son

— _ ‘__-H . 2V —
4. = A, + A, = .,f po + ( Jw{—ﬂr)> = 0
. , 2V . 2V 4V .
¥ by = Jj[As-A_,] = J[*‘JH + (_—“;)-:l = -  soloparan impar

que coincide con los coeficientes de la serie trigonométrica obtenidos en el Probiema 15-1,

15-9  Hallar la serie exponencial de Fourier para la onda triangular de la Fig. 15-30 v diblljar el es-

pectro de lineas.

iV
/V\A/
y Y . x wi WP W— ‘ l — %
-r ¢ T 2z ix -5 —¢ -3 -2 -1 0 1 2 3 4 §
Fig. 15-30

Fig. 15-31

En el intervalo —nr <t < 0, /() = V + {(V/r)wt, y para 0 < wt < 7, f(t) = V — (V/akot. La onda
es par y, por tanto, los coeficientes A, son reales. Por simpie inspeccidn, €l valor medio es V2.

a ' . r
A, = él?{f_',,lv + (Vir)wt]eimot d(ut} + f [V — (V/r)ut]einut 'ﬂ”t}}

0

o T "
= E%{f wt e~ inut diuty + f (—wt)e~imat dlat) + f w g~ nwt d{”‘)}

0
_ Vv o= inat ) 0 _ [emimat _ ] _ _.Y._ o
= ﬁ{[{njn‘iz S ”]_,, [(—:;ﬁ)f‘ di ”]ﬂ} = il e

Para n par, @™ = +1 y A, = 0; para » impar, A, = 2F/n?n*. Por tanta, la serie es

2V . 2y ¥ 2V 2v
= 0006 —idwt —jwt — —_— it
fle) + TR Bwt 4 ot + 5 + =r ghut 4 Emp

elut 4

El espectro se representa en la Fig. 15-31 con lineas para +# y —n, que, si se suman, da las mismas am-
plitudes del espectro de la Figura 15-18.

Los coeficientes de la serie trigonométrica son

2y 2V |
a, = A, + A_, = Tz + ey ooy y S solg para # impar

.| 2V 2V
¥ . bn = jiﬁn - A"?l] = ! l: ]

W S TR

Estos coeficientes concuerdan con los resuitados del Problema 15-2,

15-10 Determinar la serie exponencial de Fourier para la onda senotdai rectificada que se representa
en la Figura [5-32.

En el intervalo 0 < wt < n, fit) = V sen wt; y desde m a 2x, f{r) = 0. Entonces,
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Vir
V -
ut rl T T ‘ } +
¢ . v ar e s-sd-2-1 61 %t 8 458
Fig. 15-32 Fig. 15-33
1 {7,
A, = - f Vsen wl e Mot d{wt)
2r J,
V I_g—inwt L. _]7 17 P
= Y. SN SPS — - _ g—iny | 1Y
5 L__{l %) {—in sen wt cO5 WHJD Err{l‘-'ﬂ?']l" + 1)
Para n par, A, = V/x(l — #*); para n impar, e”** = —1 y A, = 0. Ahora bien, para n = £1 la ex-
presion de A, es indeterminadd. Puede aplicarse ia regla de L'Hdpital, esto es, se derivan numerador y deno-
minador respecto de n y, después, se hace que » tienda a 1; en estas condiciones, A, = —j{FA)y A_, = j(V/4),

Fl valor medio es
o T _vr T ¥
4, = 5, J; Vosen ot diwt} = 5 L— cos utl] = =

La serie expenencial, por tanto, €3

v v o v v v v . v
— e e o e g Mt — 2wt —p — lial —_—— Jopiwl e — 32wt . pHWE e
fit) 5. ¢ 35 ° FageTt oo gpet e e T e

Es interesante observar que solo hay dos coeficientes imaginarios en la serie, paran = +1, y que el coeficien-
te del seno en la scrie trigonométrica del Problema 15-6 es b, = j{A; — A ] = A—-j(Vi4a) — jivid)) = 1V.

E{ espectro de lineas de la Fig. 15-33 representa las amplitudes de los armonicos de la onda y debe com-
pararse con la Figura 15-24,

Hallar la potencia media (activa) disipada en una resistencia R = 10 ohmios si la corriente
tiene una intensidad [ = 10 sen wr + 5 sen 3w + 2 sen Sl

La corriente tiene un valor eficaz /oy = S0P + $65¥ + $2)* = /64,5 = 8.03. La potencia media
es, pues, P = RI* = (10)(64,5} = 643 W.

Ctro método.

La potencia total es a suma de las potencias de los arménicos y viene dada por $¥ . fmax €08 8. Ahora

bien, 1a tensién en bornes de la resistencia y la corriente estdn en fase para todos os arménicos y 8, = 0. Por
tanio,

vg = Ri = 100 sen ewr + 30 sen 3wt + 20 sen St
y P = H10)(100) + $(5H50) + $(2)(20) = 645 W.

Hallar la potencia media suministrada a un circuito si la tensién aplicada y la corriente resul-
tante son

LS04 S0sen S x 10% + 30 sen 10% + 20 sen 2 x 10%
i = 11,2 sen (5 x 10% + 63,4°) + 10,6 sen (1G%r + 45°) + 8,97 sen (2 10%r + 26,6°)

La potencia media total es la suma de la potencia de los armonicos:

P = H50X11,2) cos 63,4° + ${30)(10,6) cos 45° + $20)(8,97) cos 26,6 = 317,7 W.
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15-13  Obtener las constantes del circuito serie de dos elementos con la tensién aplicada y la corrien-
te resultante dadas en ¢l Problema 15-12.

La serie de la tensidn tiene un término constante igual a 50, pero no ¢xiste un termino correspondiente
en la serie de intensidad de corriente, lo cuai quiere decir que uno de los elementos ha de ser un condensador.
Puesto que se suministra potencia al circuito, el otro elemento tiene que ser una resistencia.

La intensidad eficaz es 7 = J{;{I 1,2)* + 10,60 + 38,9712 = 12,6.
La potencia media es P = RI?, de donde R = P/I* = 317,7/159,2 = 2 Q).

Paraw = 5 x 10 |Z} = ¥V, /lp,, = S0/11,2 = 4,47, Como |2 = Vv R® + X2 la reactancia capacitiva

‘353-1'{: =./(447)° —4 =4 Q. Por otra parte, X = l{wC), de donde € = lf{wX;) = 1/(4 x § x
i(?) = 50 uF.

Por tanto, los dos elementos sen una resistencia de 2  y un condensador de 50 uF de capacidad.

15-14 La onda de tensién de la Fig. 15-34 se aplica
a un circuito serie de R = 2000 chmios y 200

L = 10 herrios. Utilizando la serie trigono-

métrica de Fourier, obtener {a tensidn en bor-

nes de la resistencia. Representar el espectro

de lineas de la tension aplicada y vy para mos- 1 ] r—— r wt
r r 2x

trar ei efecto de la autoinduccion en los ar-
monicos. « = 377 radianes por segundo. Fig. 15-34

La tension apiicada tiene un valor medio V,,./a, el mismo que en el Problema 15-5. La funcidén de onda
es par y, por tanto, la serie solo contendra términos en coseno, cuyos coeficientes se obtienen de la siguiente

integral:
wi2 G600
&, = L1 f 300 cos wt cos naut dlwt) = T =nd coy nr/2
LR ¥2
La funcién cos nni2 toma el valor —i paran=2,6,10,...y +1 paran =4, 8, 12, ... Para n impar, cos
#an/2 = Q. 5in embargo, para n = 1 la expresidn es indeterminada y el coeficiente ha de calcularse por separado.
wid . Ti2
a = = f 300 coswt dlwt) = 22 ["’—t + 50 E”t] = X9
TS e T 2 i — /2 2
La sene de la tensidn es, pues,
v = E%g{l + Tcoswt + %coazwt - ;%—coae‘lut +;2Ecosﬁu¢ - }
[ L i r & L [EL T
La impedancia total del circuito serie
L =R+ jrol se calcula para cada armo- n Lo K L |2} 4
nico de la expresion de la tensidn, El resul- !
tado figura en la tabla adjunta. 0 0D |2 kD 0 2 k0 e
: N 1 3T |2k AT KO 426 kQ H2"
oo demiedene | 2 | T |3 Tn | e |
e 4 | 1508 |2 k0| 1508 k2 | 152 kQ | 8245
€ lension cvicicas por £, ¥ P 6 | 2260 |2 k0 i2262 %02 | 226 kQ | 84920
drentes términos de corriente estan defasados,
en retraso, un angulo 6.
H0/w
" ° T 7k
300:2 .
n=1 i = 4,26‘k£1 COs [ — 62°);
600/3
n=2 |,= el cos (Zeor — 75,17); erc.

7,78 kQ
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La serie de intensidad de corriente €s, por tanto,

N IV s — 751
T2kan @udkn Y ra s k) 08 B — T5.E)

o 0w — 245+ O 6wt — 84,92°
15n{15,2 k€Y} ’ 35r(22.6 k) C°8 (bt — 84.97°) —

La tensidn en bornes de la resistencia de 2 k€ es, sencillamente, {(2 kQ) o bien

vg = 955 + 70,4 cos (wr — 62°) + 16,4 cos (2wt — 75,1°)
— 1,67 cos (4w — 82,45%) + 0483 cos {6wt — 84,92°) — - - -

En la Fig. 15-35 el espectro de la tensidn aplicada y v, muestra claramente cémo han sido reducidas las am-
plitudes de los anménicos por la inductancia en serie de 10 H,

300/« 00/7

Fig. 15-35

15-15 La corriente en una bobina de autommduccion L = (0,01 henrios tiene la forma de onda dada
en la Fig. 15-36. Obtener la serie trigonomeétrica de v, tensién en bornes de la bobina. w = 500
radianes por segundo, '

SN
N

Fig. 15-36

El valor medio de la intensidad de corriente es cero y la onda ¢s par. La serie, pues, solo contiene térmi-
nos en coseno. En el miervalo —n <wt <0, i =10+ 20/2)wi; ¥ en el intervale 0 < wt </, [ =

10 — (20/m)or.
) Ll
8, = 1{ I (10 + (20/7)ut] cos not diwt) + r [10.— (20/7}ui] cos nut ‘ﬂ“*)}
Tl — )
= :2_22(1 —~ COB m;) = —_-r% solo para n impar.

La serie de la corriente es

. _ 80 1 1 1
L — 3 {cos wt + 5(:05 3wt + SE €08 but + 15 cos Tul + }
Lz tension en bornes de la bobina es
di BOY d
vy = L-&% = 0M (;2-) &?{cusm + JcosBut + frcosbot + <}

400
7 i—senwt — fsendat — }sen Bot — I senTut — <1}

La forma de onda podra obtenerse por sintesis, pero esta serie difiere de la del Problema 15-1 en un signo
menos. Asi, pues, v; es una onda cuadrada y es.la opuesta de la onda de la Figura 15-15.
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15-16

15-17

15-18

1519

15-20

15-21

Problemas propuestos

Sintetizar |a forma de onda dada cuya serie trigonométrica de Fourier es

8V
ity = —g{senwvt — }senBut + senbut — JsenTat + ---) -
L g e Ee o — .,..{:..!.‘r'
Singetizar la forma de onda cuyo desarrolic de Founer es CE i
PRI g e
40
fy = 6 =~ —fcoswt + Jeosdut + Jcoabut + +0+)

20
+ -;(senut — & senZut + § sendut — 4 sendaot + ---)

Sintetizar la forma de una onda cuya serie d¢ Fourier es

Hy = Vv {2r S cos we g, cos 2t + o £on Rt Tl 4t — go coe Bt
1 2 4
+ + 1 senwt 3r sen 2ut + 15e sen dut — }

Hallar la serie trigonoméirica de Fourier de ta onda en diente de sierra representada en la Fig. 15-37 y dibujar
el espectro de lineas. Compirese con el Ejemplo 1.

Sol. Aty = % + g{senut + }sen 2wt + fsendot + +-0}

13
A A
Y —-r T v wt
RANANAN A

¢ ar ir 6r

Fig. 15-37 Fig. 15-38
Hallar la serie trigonométrica de Fourter de la onda en diente de sierra de la Fig. 15-38 y dibujar su espectro
de lineas. Compdrese con el resultado del Problema 15-3.

Sof. o o= 2V{senut + 4sen2ut + fsendot + fsendot + -0}

L)

Hallar la serie trigonométrica de Fourier de la onda representada en fa Fig. 15-39 y dibujar el espectro de lineas
correspondiente.

Sol. f(t} = i—‘:{cos wt + L cos 3wt + gk cosbut + ---}

-~ EIi{s-zz‘n.:lf + 4 sendut + § senbul + ---}
T

V ; L4 ——-—-ﬂ
T T Mt
0 ¢ T 2x
~V —_— - ]
Fig.15-39 Fig. I5-40

15-22 Escribir la seric trigonométrica de Fourier de la onda cuadrada representada en la Fig. 15-40 y dibujar su es-

pectro de lineas, Comparese con el resultado del Problema (5-1.

4V
Sol. fity = —;v{eosmt — 4 cosdwt + } cosbut — feosTwt + -}
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15-23 Hallar Iz serie trigonométrica de Fourier de ias formas de onda representadas en las Figs. 15-41{a) y (b). Dibu-
jar el especiro de lineas de cada una y comparar los resultados.

b = 10 n 19 n
Sof. it = — = Lii,f S - LLES
f1{) izt 'El {mr (scn 12) cosnut + <1 cos 12) sen nut}
I5%1] = 10 nbr 10 nbr
y = X! e hor 10 Fy s TOT
fa(t} e T ngl {mr (lsen 3 )cos nat + o (1 cos — )Scn Rwt
lﬂi—l H ]0‘
T 1 t t
0 /12 ' r ¢ ¢ 5:/3 2o ir “

{a) ’ (B
Fig. 15-41

. 1524 Hallar la serie trigonométrica de Fourier de la onda senoidal rectificada de la Fig. 15-42 y dibujar su espectro
de lineas. Comparar ¢l resultado con el de los Problemas 15-5 y 13-6.

_ ¥ # 2 _2 2 — ..
Sol. fity = = {1 + 5 cod wt + 7 €08 2wt 1E ¢o8 dut + 35 cos Buwl }
!
V\ /\ PE'
g O g 2 “t o] i3 o wt
Fig. 15-42 Fig.15-42

15-25 Hatlar la serie trigonométrica de Fourier de la onda sencidal rectificada de 1a Fig. 15-43 y dibujar el espectro
de lineas.

Sol.  f{t) = zr—v{l + § cos 2wt — & cosdut + f cosBut — ++-)

15-26 La onda de la Fig. 15-44 es andloga a la del problema anterior, pero con el ¢je vertical desplazado. Hallar su
desarrollo en serie de Fourier y comparar los dos resultados. :

AT
!

Sal, Hy = :r'—{l — 4 cos 2wt — i cos 4ot — ofe cos 6wt ~ -

wi wi
0 r 2x 3x ¢ ilr T 2I'. 31,

Fig. 15-44 Fig. 15-45

15-27 Determinar la serie de Fourier de la onda representada en la Figura 1543,

14 Vv = 14
Sol. fli&g) = 3, — oy cos wt + nggw{cﬂs nxr + N sennw/2) cos nut

V -
+ —senwt + 3

[——nV cos nr/2
4 n=12

—— ] Sen Awt
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15-28 Determinar la serie de Fourier de la onda de la Fig. 15-46. Sumar esta serie con Ja del Problema 15-27 y com-
parar ia suma con las series obtenidas en ¢l Problema 15-5,

|4 V & Vnsennz/2 — 1]
Sof. t = — _—
f(t} 5o * 5o cos wt + uE=z ) cos nut .
Vv o Vn cosnr/2
+ 3 sctwt + “E=2 W sen nuwl
! V M
A .--' I!
0 i" ,r.. 2‘._, u; 0 r 2r ir *
Fig. 15-46 Fig. 15-47

15-29 Hallar la serie exponencial de Fourier de la onda de la Fig. 15-47 y representar el espectro de lineas. Convertir
los coeficientes obtenidos aqui en los coeficientes de la sene trigonométrica, escribir la sere trigonométrica y
compararla con el resultade del Problema 15-4.

1 .1 1 1 .1 1
- S04 0 —_— 4 ~ gt g 2al e P —J -
Sol.  flt) V{ (912 sz)e e ( 5 er)e SO

1 | S 1 .1 .
— Ml adi B = opidet — = — Bt — ...
(,2 T '?2#)8 AR 41reJ (9#2 N Jﬁw>e’ * }

15-30 Hallar Iz seric exponencial de Fourier de iz onda representada en 1a Fig. 15-48 y dibujar su espectro de lineas.
= LD 1 D WD IR 1o il yo-he 4 1
Sol.  fty = V{ +(972+;67)e ot et + (4 jpojeTit + o

"1 . 1 . 1 1 .1
e = 7] J— — pl2ad - Fdwt -
+ <r2 327)3“ e . (9#2 Jﬁr) ‘_F * }

v \ R ¥V
i ¢
T 2x 3 @ “

o r 2r 3

Fig. 15-48 Fig. 15-49

15-31 Escribir la serie exponencial de Fourier de la onda cuadrada de la Fig. 15-49 y representar su espectro de lineas.
Sumar las series exponenciales de los Problemas 15-29 y 15-30 y comparar ia suma con la serie aqui obtenida

— .1 -1-. _]-__'lj:_'_].‘._j:lmt._...l
Soi, )y = V{ + ig ¢ But 4 i-e jar 4 3 jzeM Iz ¢
15-32 Hallar la serie exponencial de Fourier de la onda en diente de sierra representada en la Fig. 15-50 y dibujar su

espectro de lineas. Convertir los coeficientes obtenidos aqui en los de la serie tngonpmeétrica, escribir ésta y
comparar el resultade con ia serie obtenida en el Problema 15-19.

: .1
Sol, fity = V{ + jzl;eﬂzm + j‘—?l;e“fﬂt +-21. = Jél;gjm: = 3.Ge_izwt - }

v | g |
A A
\N\J wt & r:/' IV '

Fig,15-50 Fig. 15-51
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15-33 Hallar la senie exponencial de la onda representada en la Fig. 15-52 anterior y dibujar su espectro de lineas.
Convertir los coeficientes de la serie trigonométrica calculados en €l Problema 15-20 en los de-la serie expo-
nencial ¥y compararlos con los coeficientes de la seric aqui obtenida.

_ S T 11 1
Sﬂl’. f(‘)' = V{ jgg 12at — J'";'ﬂ Jud + J-j;—gfmt + jé:e.ﬂwf + ¢}
15-34 Determinar la serie exponencial de Fourier de la onda representada en la Fig. 15-52 y dibujar su espectro de

lineas. Convertir los coeficientes a coeficientes de la serie trigonométrica, escribir esta serie y compararla con
la obtenida en ¢l Problema 15-21.

21N 2 .1\._
Sof. fiey = V{ +<§;—2"’J§;)9 ot + (;“};)g sz.

2 .1 2 1N
-+ <;§+3;> elut 4 (Eﬁ+ 3E> gilwt + }

i Bl
v or { wt - r wh
-V \I mnaniinl e

Fig. 13-52 Fig. 15-53

=
g ]
[ 4=]
M

15-35 Hallar la serie exponencial de Fourier de !a onda cuadrada representada en la Fig. 15-53 y dibujar su espec-
tro de lineas. Convertir los coeficientes de la serie trigonométrica del Problema 15-22 en los de la serie expo-

nencial y compararlos con los obtenidos aqut,
2V . . .
e — Y k4 - & — - 3 - — i T
Sof. fity = - { + e 5wt JemRat | giut 4 giet — LgiBut 4 _&gjﬁwt — )

1536 Hallar la serie exponencial de Fourier de la onda representada en la Fig. '15-54. Dibujar el espectro de lineas

correspondiente.
= e e Yoen( 22 et = ¥ i PR
Sof, fith = 2Wsen( z )e e ﬂ_sen(s)e Jwt 4+ g
v T Vv 2o
- = Jid — e PRI g
+ iirs.tn(ﬁ)ﬂ +2rsen<6)e -+
| ¥V
vl.
e ——— wi
—e/8 | /6 - 27 T M o0 )
Fig.15-54 Fig. 15-55

15-37 Determinar la serie exponencial de Founer de la onda senoidal rectificada de la Fig. 13-55. Coavertir estos
coeficientes en los de la serie trigonométrica y compararlos con los resultzdos del Problema 15-24.

Sol, J(E) = S E%g—i'lur + %e-—ﬂ‘ut + %E—Jwt + %
vV . 14 Voo
— pllt —_—_ et 1 it
+ e +3ﬂ_c“ lﬁwe’ o
15-38 Hallar la serie exponencial de Fourier de la onda recti-
ficada de la Fig. 15-56 vy dibujar su espectro de lincas. VL
| oV .o 2V
Suf. fly = o= gt Hut 55— ¢ ()
2V 2V
£X 4 2D et .
* > ki 37 ¢ 0 . or wi

2y
— S sl
G, oot Fig. 15-56

™
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Determinar la tension e intensidad de corriente eficaces ¥ la potencia media (activa) suministrada a un circuito
pasivo si la tension aplicada es v = 200 + 100 cos {300 + 30°) + 75 cos {1500 + 60°) voltios y la corriente
i= 3,53 cos (500 + 75°) + 3,55 cos (1500 + 78.45°) amperios. Sol. 2185 V: 1,54 A; 2508 W.
Se aplica una tensidn v = 50 + 25 sen 3001 + 10 sen 1300¢ + S sen 2500¢ voltios a los terminales de un cir-
Cuito pasivo, siendo la intensidad de la corriente que resulta
i= 5+ 223 sen (500r — 26,6°) + 0,556 sen {1500 — 56,37} + 0.186 sen (2500 — 68.2%)
Calcular la tensidn eficaz, iz intensidad eficaz y la potencia media (actival, Sol. 536V .525A;276,5W.
Un aircuito de tres elementos en serie, R = S ohmios, L = 0,005 henrios y € = 50 microfaradios, tiene apli-
cada una tensién v = 150 sen 10007 + 100 sen 2000/ + 75 sen 3000¢ voltics. Calcular la cornente eficaz y la
potencia media (activa) del circuito. Dibujar los espectros de Jineas de la tension y de la corriente y observar
el efecto de la resonancia serie. Sof. 16,58 A 1374 W.
Por un circuito serie de dos elementos con R = 10 ohmios y L = 0,02 henrios circula una corriente i = 5 sen
100: + 3 sen 3007 + 2 sen 500t amperios. Hallar la tension eficaz aplicada y la potencia media (activa).
Sof. 48 V. 190 W.
Una bobina pura de autoinduccion L = 0.0] henrios tiene una onda de corriente tnangular, Fig, 15-57. con
w = 500 radianes por segundo. Escribir la serie exponencial de Fourier de Ja cornienie y hallar la serie repre-
sentativa de la tension vy en bornes de la bobina. Compirese ¢l resuitado con el del Problema 15-8.
Saol = 200 i1 g — dduwt i — bt ; wi i ] aidt
: v, = ?2—{---—,@3-? — JeT i 4 Jeiet 4+ jle + e}
. ' v
1
}T\ ]
A !f
— wt J' : ‘
g Gl \/ N J r 2 ’
-m-!
| .
Fig. 15-57 Fig. 15-58
A una bobina pura de autoinduccién L = 0,01 hearios se le aplica una tensidn cuya forma de onda se ha di-
bujado en la Fig. 13-58, siendc w = 200 radianes por segundo. Obtener ta serie de la corriente en forma tri-
gonométrica e identificar su forma de onda.
. 20
Sol. 1 = ~—={senuwt — }senBuwt + A senbut — ghsenTat + - -)
“y
179,,
La onda de la Fig. 15-59, senoida! rectificada por com- ,
pleto, representa la tensién aplicada a un circuito LC. |
El valor miximo de la tension es 170 voltios y w = 377 Ml , : wt
radianes por segundo. Utilizando la serie trigonométrica * s
de Fourier, hallar la tensién en la bobina y en el conden- Fig. 15-59
sador. Representar el espectro de lineas de cada una.
Un circuito de tres elementos estd formado por una resistencia R = 5 ochmios en serie con una combinacidn

en paralelo de L y C. Para @ = 500 radianes por segundo, las reactancias correspondientes son j2 y — 8 ohmios,
Hallar la corriente total si la tensién aplicada es v = 50 + 20 sen 500 + 10 sen 1000¢ voltios.

Sol. i= 10 + 3,53 sen (500r — 28,1°) A.



Capitulo 16

Régimen transitorio en circuitos
INTRODUCCION

Cuando se hace pasar a un circuito de una condicion a otra, sea por un cambio en la tension apli-
cada o por una modificacién de uno de sus elementos, se produce un periodo de transicion, durante el
cual, las corrientes en las ramas y las caidas de tension en los elementos varian desde sus valores ini-
ciales hasta otros nuevos. Transcurrido este periodo de transicion, lamado régimern transitorio, el cir-
cuito pasa al estado o régimen permanente.

Aplicando la segunda ley de Kirchhoff a un circuito que contenga elementos que almacenen ener-
gia resulta una ecuacion diferencial que se resuelve por los métodos conocidos. La solucion esta forma-
da por dos partes: ia solucién de la ecuacién homogeénea o funcidn complemeniaria y una solucién par-
ticular de la ecuacion compieta. En el sistema de ecuaciones de andlisis de circuitos, la funcién com-
plementaria tiende a cero en un tiempo relativamente corto y es la parte transitoria de la solucion. La
solucién particutar es la respuesta en ¢l régimen permanente, que hemos estudiado en los capitulos an-
teriores. Los métodos aplicados en este capitulo por los cuales se obtiene la solucién particular son,
generaimente, largos y engorrosos y nunca tan directos como los ya utilizados. Sin embargo la apli-
cacion de dichos métodos permite profundizar en el sentido fisico de la respuesta ea régimen perma-
nente como parte de la respuesta completa.

Régimen transitorio en corriente continua

REGIMEN TRANSITORIO EN CIRCUITOS RL

El circuito serie RL de la Fig. 16-1, al cerrar el interruptor,

se le aplica una tensién constante V. La segunda ley de Kirchhoff o o
conduce a la ecuacién diferencial. ﬂ. : R
di e
Ri+L% = v (1) V=
dt - L
Utilizando !a notacién del operador D = d/dr y despejando V/L 1
se tiene
. R\, _V Fig. 16-1
(P+T)i = I (2)
La ecuacién (2) es una ecuacién diferencial lineal d¢ primer grado
dy - : »
3. T = R obien (D—aly = R ()

siendo D = d/dx, a una coustante y ® una funcién de x, pero no de y. La solucion completa de (3) esta
formada por la funciéon complementaria y fa solucién particular, y €s

TR + yp = ¥ + E“If e <R dx ’ (-"f)

en donde ¢ es una constante arbitraria determinada por las condiciones iniciales del probiema. Segin
{4). la sojucidn de (2} es

i — ce—[Rx’LH + e"(H;"L}tj‘ e(R!LJt(%) dt — Ce-(u;]_.)t + % (5)

242
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Para hallar la constante ¢ hacemos 1 = 0 en (J) y sustituimos la corriente i por su valor inicial .
Esta corriente inicial es la corriente inmediatamente después de cerrar el interruptor. La autoinduccion

estd relacionada con la tensidn y la corriente por las expresionesp = [, %’ e = % f@: dt. La se-

gunda expresion nos dice que cualquiera que sca la tensién aplicada, la corriente que circula por una
bobina ha de ser una funcién continua. Por tanto. si la corriente es cero para 1 = 0, tiene que ser
nula para ¢t = 0+. Sustituyendo en (5) se tiene

v =0=¢c¢)+V/Robiecne = —-V/R {6) i
y llevando este valor de ¢ a2 () resulta

?: w ___‘;?_;e—(RIL}I.‘ + }l;_ — __g_(l . e*(RfLJt) l:?)

Esta ecuacion representa un crecimiento exponencial, como
se observa en la Fig. 16-2. El grafico muestra el periodo de
transicién durante el cual pasa la corriente desde su valor ini- Fig. 15-2
cial nulo hasta el final /R del régimen permanente.

La constante de tiempo 7 de una funcidén como la definida en (7) es el tiempo para ¢ cual el expo-
nente de ¢ es igual a la unidad. Asi, para el circuito RL, 1 = LR segundos. Para 1 1 la cantidad dentro
del paréntesis en (7) toma el valor (1 — ™) = (] — 0.368) = 0,632. Para este tiempo, la corriente
es el 63,2 77 de su valor final. De iguai forma, para 2 1, (I — ¢™2) = {1 — 0,135) = 0,865, y la corriente
es el 86,5 %] de su vaior final. Después de 5 r, generalmente, se considera terminado el régimen transi-
torio. Por conveniencia, la constante de tiempo es la unidad que se utiliza para representar graficamente
la corriente dada por la ecuacién (7).

Otro ejemplo puede ser ia caida exponencial, repre-
sentado en la Fig. 16-3 con la siguiente ecuacion:

f(t} = Ae (8)

en donde la constante de tiempo, con la definicidon dada,
es T = l/a. Para el valor 1 + e™! = 0,368 y la furcion ha- .
bra caido al 36,8 % de su valor inicial 4. Para 21, ™2 =

0,135 y la funcion es ¢l 13,59% de 4. Después de 5 1 se
considera terminado el régimen transitorio.

1 1

2 3 4

Fig. 16-3

La tension transitoria en los elementos del circuito RL se obtiene a partir de la corriente. En estas
condiciones, la tension en bornes de la resistencia, :

v, = Ri = V(1-e-®byy (9)
y en bornes de la bobina
v, = L%t?; - Ladf {%(1 - eumﬂ.}t]} = Ve~ (R/Lx (10
PR
La tensién transitoria en la resistencia es una expo- v

nencisl creciente con la misma constante de tiempo que la
corriente, mientras que en la bobina es una exponencial
decreciente, pero con la misma constante de tiempo. La
suma de vg y vy satisface la ley de Kirchhoff en el periodo
transitorio, [Véase Figura 16-4.} 0

bty = VI—e R 4 Ve oy (1)

R
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La potencia instanidnea en cualquier elemento de circuito viene dada por ¢l producto de la ten-
sién y la corriente. Asi, la potencia disipada en la resistencia es

|4 V2

p}t _ ‘Uni - V(l —_ e-CRKL}t}_R_(I — e-*(R_.’L)t) — _‘.E.(l — 28—(R)‘L]t + e-ﬂ(R."L)t) (12)
y en la bobina
p[, —_— ’L’Lf s Ve—{R{L}tg_{l —_ e—[R;’L}t} — %_z,(e“(R(LH — E—2(R!L}t) (13)
Por tanto, la potencia total es
VE
Pr = pp + P, = F(l = e.-—(R."L)I.‘) (14)

En la Fig. 16-5 se han representado las tres funciones potencia, siendo los valores en régimen per-
manente pg ¥ pr, V2/Ry RI?, en donde I representa la intensidad de corriente en régimen permanente.
La potencia transitoria en la bobina tiene su valor inicial y final nulos y ¢s la potencia que corresponde
a la energia almacenada en el campo magnético de la misma. Para demostrarlo, integramos p; desde
cero a infinito.

* V2 | V2 L L )
— - (e~ tRILY _ g—2(RILM — Yo _ Yo g T p-uRAM
W J: 7 (e e }di B [ 7 ¢ t+5pe ]D
1V /L 1 ' :
= 37(r) = 2t o
P __},____;
."_;.. ————————————————— - (’ +
br " 12 N K ve
+ —
- VE ‘.
pL T L 'UL
@ T f T T T -
t 1 3 ‘
Fig. 16-5 _ Fig.16-6

El circuito RL de ia Fig. 16-6 tiene una corriente inicial iy = F/R. En el instante ¢ = ( se conmuta
el interruptor a 1a posicién 2 que elimina la fuente y pone en cortocircuito a la rama RL serie. Aplican-
do la segunda ley de Kirchhoff al circuito sin fuente tendremos la ecuacidn

di . \ 'na B\
Ldf + Ri = 0 o bien |,\D -+ E)t = 0 (16]
cuya solucion es { = ce~(Riti (17)

Para ¢ = 0, la corriente inicial es iy, = ¥/R. Sustituyendo en (17) ¢ = ¥/R, con lo que la ecuacion
de la intensidad de corriente es :

— K =~ {(R/L)
1= pe ¢ | (18)

Este decrecimiento o cafda exponencial se representa en la Fig. 16-7(a). Las tensiones correspon-
dientes en bornes de la resistencia y de la bobina son

. di
‘UR = R'l. = Ve"{R:'L)t y rvL f— La—% —_ _Ve—IR!LH (19]

representados en la Fig. 16-7(5). la suma vg + vy satisface a la ley de Kirchhoff ya que, con el interrup-

y . . 2 |
tor en 2, la tension aplicada es cero. Las potencias instantaneas p, = YR—e"‘“*’L” yp, = — fe"“””‘
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o=
]

{a}

Fig.16-7

se representan en la Fig. 16-7{c). 8i p, se intepra desde cero hasta infinito se ve que la energia disipada
es exactamente la que fue almacenada en el campo magnético durante el régimen transitorio previo,
$LI%. Durante el transitorio, esta energia se transfiere a la resistencia,

REGIMEN TRANSITORIO EN CIRCUITOS RC

——
Aplicando la segunda ley de Kirchhoff al circuilo RC de ﬂ' +
la Fig. 16-8 resulta la ecuacién diferencial siguiente: + ' YR =R
V= =
1 : , - +
I ftdt + Rt = V¥V (20) Ve e C
y derivando,
i di : Ly, . Fig. 16-8
&+ R = 0 obien (D+§E)z= 0 (22) L5

La solucion de esta ecuacion homogénea solo contiene la funcién complementaria ya que la solucién
particular es cerc. Por tanto,

i = ce VRC . (29)

Para determinar la constante ¢, obsérvese que la ecuacidn (20) para r = 0 es Riy = V o bien
ip = V/R. Sustituyeado el valor de f, en (22) se obtiene ¢ = V/R para t = (). Entonces,

v

i = g URC (28}

La ecuacion (23) tiene la forma de una caida exponencial, Figura 16-9(a),
Las correspondientes tensiones transitorias son

1 .
v, = Ri = Ve-vxe y Ve = E‘I‘zdt = V(1 ~ ¢-v&e) 24)
z- 1/ —~
Ve
1

UR .

o ¥ 7 T 1} T T T T T

1 2 3 4 1 2 a 4

{a) (b}
Fig. 16.9
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y aparecen representadas en la Fig. 16-9(h). Las potencias instantaneas

. |%& . V2
pﬂ — vﬂz — _E.E*EURC y pc = Vel = _ﬁ{e*tfﬂﬂ_e—ztm(:) (25)

se pueden observar en la Figura 16-9(¢c}. |
La potencia transitoria pe, cuyos valores inicial y fina! son nulos, corresponde a la energia alma-

cenada en el campo eléctrico del condensador ¢on una tensién constante I/ entre sus piacas. Puede com-
probarse por integracion de pc desde cero hasta infinito.

g = i dt = =CV? (26)
o K 2 _
El circuito serie RC de la Fig. 16-10 tiene el interrup- y
{or en ia posicion | ¢l tiempo suficiente para que se ¢sta- I - 4
blezca ¢l régimen permauente y, en el imstante t = 0, s¢ 2 :\ s
conmuta a ja posicién 2. Con el interruptor en esta posicion ut I ‘
ta ecuacion del circuito es Voaer .
1 . 1y, L9
5f1dt+R1= 0 o (D+R—§)1_o (27)
cuya solucion es i = ce MR (28) Fig. 16-10

Para determinar {a constante ¢ se hace r = 0 en (28} y se sustituye la corriente imcial /. Como el
condensader se carga a una tension V con la polaridad indicada en el esquema, ja corriente inicial es
opuesta a i, en consecuencia, ip = — V/R. Entonces, ¢ = ~V/RY ja intensidad de corriente es

] = M%E-tmc ) (29)

Este decrecimiento transitonio se ha representado en la Fig, 16-11(a). Ias tensiones transitorias
correspondientes en los elementos del Circulto

v, = Ri = ~Ve VF¢ y v, = %f@'dt = Ve UEC (30)

se representan en la Fig. 16-11(b). Obsérvese que vx + ¢ = 0 satisface a la ley de Kirchhoff ya gque no
hay ninguna tensién aplicada con ¢l interruptor en la posicién 2. Las potencias transitorias
) v, . Ve .
'pR__: 1,1&1 o ﬁ-e"utﬂtﬂ y pc = }UC?’ = _,_Eef—,:mc (31}

F Y

se representan en fa Fig. 16-11(c). No hay ninguna fuente responsable de pg. pero es evidente que la
energia almacenada en ei condensador se transfiere a la resistencia durante este régimen transitorio.
La comprobacién de que al integrar pg entre cero e infinito se obtiene el valor — $C¥7 se¢ deja como gjer-

CICI10.

{a) , (b)

Fig. 16-11
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REGIMEN TRANSITORIO EN CIRCUITOS RC REFERIDG A LA CARGA

En un circuito serie R es conveniente, con frecuencia, conocer la ecvacion que representa la car-
ga transitoria ¢. Entonces, puesto que la intensidad de corriente y la carga eléctrica estdn relacionadas
por i = dg/di, se puede obtener dicha intensidad por simple derivacién respecio del tiempo.

En la Fig. 16-12 se ha cargado el condensador con la
polaridad que se indica ya gue g tiene ¢l mismo sentido que ~—
i en la Fig. 16-8. La ecuacion referida a la intensidad de co- °

rrienie es . “ R
Efidt+Ri = vV {3%) v
"

q -

[+
!

y puede escribirse ¢n la carga sustituyendo i por dg/dt. Por
tanto,

q g _ - ( 1N ¥ | Fig. 16-12
C+Rdt = V o bien D+Rc)q = 5 (33)

Utilizando el método seguido en la deduccién de la ecuacion (3), la solucton es
g = ce VR 4+ CV (34)
Para f = 0, la carga inicial del condensador es g = Uy

g, = 0 = ¢(1)+CV oben ¢ = ~-CV (85)

Llevando a (34) este valor de ¢ se obliene

g = CV(1— e ¥rO) | (36)
La carga en régimen transitorio es una exponencial creciente hasta un valor final CV. Entonces, st s¢
anatiza un circuito como el de la Fig. 16-10, tomando como base la carga, ¢l resultado es un decrect-

miente de la carga desde el valor CJ como representa ia ecuacion

g = CVeuRe (3?’)

Y
R

]

(a) {b)
Fig. 16-13

dose las funciones
funcién continua,

(+}

En la Fig. 16-13{a) se ha trazado la (uncién g en carga y desca;ga, representan
de intensidad correspondientes en la Fig. 16-13(k). Como ia carga q tiene que seT una fun
g = CV para ¢(—) y t'{+), mientras que ¢ &5 Cero para i'(—) y vale — ViR para {

REGIMEN TRANSITORICG EN CIRCUITOS RLC ——/—*:‘-"
Aplicando Ja segunda ley de Kirchhoff ai circuito sene RLC Ny t
de la Fig. 16-14 se obtiene la siguiente ecuacion integrodiferencial V ;-1
d? 1 j" . ,
gy —_— - t = T 38 T .
Ri + L TR id (88) L

1 | ig. 16-14
Derivando se obtiene Fig. 16
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d* di i : . L B 1y,

el S r - i — — 89
Liz+ RS+ 3 0 o bien (D *‘L‘DJ’Lc)" 0 (39)
que es una ecuacion diferencial lineal de segundo grado y homogénea cuya solucidn particular es cero.
La funcién complementaria puede ser de tres tipos segiin los valores relativos de R, L y C. Los coefi-

cientes de la ecuacién caracteristica D? + (R/L)D + 1/LC = 0 son constantes y las raices son

_ —R/L —\{R/LF — 4/LC

~R/L + V(R/LY — 4/LC
- VIB/LY — 4 Y. 5 (40)

2

D,

Haciendo a = —R/2L y g = \/(R/2L)* - V/LC,
Dy = a+p y D, =a—-§8 (41}

El subradical 8 puede ser positive, cero o negativo v la solucion es, entonces, amortignada, supercri-
ki subra Bp positive, cero ¢ negativo y la solucion es, entonces, amortiguada, D

Rl s L L

tica, critica y suberitica (oscilatoria), respectivamente.
Caso 1. (R/2LY > |/LC Las raices I, y D, son reales y distintas, dando lugar al caso de amor-

tiguamiento supercritico. La ecuacidn (39) se puede escribir, entonces, en forma de producto
D= (a+B))[D— (=8} = 0 . (42)
y la intensidad de corriente es '

’a‘: - Cpﬁ“”’ml + CgBm_BH o .! — ear(cleﬁt + Czﬁ_m} {-";53)

Case 2. (R/2L)* = I/LC. Las raices D, y D, son iguales vy la solucién corresponde al caso de
amortiguamiento critico. En forma de producto, la ecuacion (39) se convierte en

(D—a)(D—a)i = 0 (44)

cuya solucién es i = e¥(e; + cat) {45)

Caso 3. (R2LY < 1/LC. Las raices D, y D, son complejas conjugadas y la solucion corres-
oinde al caso de amortiguamiento subgritico u oscilatorio. Definiendo f = V"’rl,/LC —(R2L)Y, vy «
como antes, la forma de producto de la ecuacion con operador es

[D - (a4 R))[D — (a—18)i = 0 (46)
cuya solucidn viene dada por i = e*(¢; cog Bt + czsen Bt) (47)
La intensidad de corriente contiene, en todos los casos, el factor &%, y como o = — R/2L, el valor

final es cero, garantizando que la funcidn complementaria desaparece, en un tiempo relativamente
corto. Los tres casos se esquematizan en la Fig. 16-15 cuando el valor inicial es cero y la pendiente ini-

cial es positiva,

)
<\

la) Caso | (by Caso 2 - (¢} Caso 3

Fig. 16-15
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Régimen transitorio en corriente alterna
REGIMEN TRANSITORIO EN CIRCUITOS RL CON ALIMENTACION SENOIDAL

En el circuito serie RL de la Fig. 16-16 al cerrar el mte- /’
. - . Y : t R
rruptor se aplica una tensién senoidal. En dicho momento, la
funcion de tensién puede estar en un punto cualquiera del pe- Vo= @t
riodo y, por tanto, ¢l dngulo de lase ¢ puede tomar valores Vinag 560 {of 4 ¢) L
desde 0 hasta 27 radianes por segundo, Aplicando la segunda
ley de Kirchhoff s¢ obtiene la siguiente ecuacion:
Fig. 16-16
. di : AW max
Ri + L5 = Viasen {ut + ¢} o bien (D + —-—)z = 14 sen (wé + ¢) (48)
dt L L
La fuacién complementaria es i, = ce” ®* y la solucion particular
T e-{RILJt‘I‘ eum.n& sen (wf +¢) df = —_Kﬂﬁm—sen (o + ¢ — arc 1gwLl/R)
v L N , |
La solucién completa, por tanto, es |
V!ITI.HJC i
io= i+, = ecen R4 sen (ot + ¢ — arc tg oL/R) (49)

VE? 4 L2LE
La bobina impide cualquier cambio brusco de la corriente y, como antes de cerrar el circuito la inten-
sidad es cero, se deduce que iy = 0. Por consiguiente, para 1 = 0

Vmu _Vmax
—_— 58N — arc tg wL;"R ¥ c et
VEE + 2L o ) VER? + oL

Sustituyendo en (49}, la’ intensidad es

it

f, = 0 = ¢(1} + sen (¢ — arc 1gwL/R)

O

_lex Vmax

\/—m sen (¢ — arc g waR}JfE + T\/_:—;@ sen (wl + ¢ — arc 1g oll/R) |

(50)

El primer sumando de (50) contiene al factor e~ *®*" que se anula en un tiempo relativamente cor-

to. La expresion entre corchetes es. simplemente. una constante, cuyo valor depende del momento del

ciclo ¢ en el qué se ha producido el cierre del circuito. Si (¢ — arc tg wL/R) = nn, siendon = 0, 1, 2,

3,....laconstante valecero y la corriente pasa directamente al régimen permanente. Y si (¢ — arctgwl/R)
= (1 + 2n)n/2, el régimen transitorio tendrd la amplitud maxima posibie.

F! segundo sumando de {50) ¢s la intensidad en régimen permanente, retrasada respecto de la ten-
sién aplicada un angulo arc tg wl/K. Esta solucion particular, obtenida anteriormente por integracion,
puede determinarse por el método de los coeficientes indeterminados. El método es aplicable cuando
la funcién de entrada es un seno, un coseno © una exponencial, ya que en estas funciones las deriva-
ciones sucesivas repiten ¢l mismo conjunto de funciones. Para aplicar el método a la ecuacidn (48), en

la que ¢! segundo miembro es ¥, sen (wt + ¢), suponemos una intensidad particular

i = e-(R/ILM

i, = Acos(ut+¢) + Bsen(ut+ ¢) {51)
en la que 4 y B son constanies, La primera derivada vale
1-; = —44sen (wt o qf“) + Bwcos (wt + q’l} (52)

Sustituyendo estas expresiones de i, € 7, en (48) s¢ obtiene
{~Aw sen {wt + ¢} + Buwcos(wl+¢)}
+ %{A cos (wt +¢) + Bsen{ut+¢)) = %ﬂ: sen (ut + ¢) (58)

Agrupando términos semejantes, |

(—Aw + BRIL) sen (wt +¢) + {(Bu+ AR/L)cos(ut+¢) = KEE sen (ol + ¢) (54)
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¢ igualando los coeficientes de dichos téerminos, se obtienen dos ecuaciones en A4 y B,

—Aw+BR/L = VoudL .y  Be+AR/L = 0 (55)
. _mLVmax Ranx
de donde A= T y B = B + 23 (56)

Sustituyendo los valores encontrados de A y B8 en (57}, se obtiene la intensidad de corriente
. _ _b]LVmax Ranx
b = e T B on

a Vl‘ﬂﬂ!
o bien tr = T
VvV RE? A+ WiLR

que es la misma que la solucidn particular obtenida antes por integracion.

sin (ot + ¢) (57)

sen (wt + ¢ — arc 18 wL/R) (58)

REGIMEN TRANSITORIO EN CIRCUITOS RC CON ALIMENTACION SENOIDAL

En el circuito serie RC de la Fig. 16-17, al cerrar el inte-
rruptor se tiene aplicada una tensién senoidal. La segunda .
ley de Kirchhoff conduce a la ecuacicn ﬂ' R
. _ , v= @1
Rl + E f I d-ﬁ = 1 max €N (uf -+ q:n) {59:] Ve 560 (el + @) satorn -
Derivando v teniendo en cuenta la notacion det operador re-
sulta, 1 v Fig. 16-1T
Vo= 21 aaad, 60
(D+Rc>a 7 cos {wt + ¢} (60)
La funcién complementaria es te — ce 'R ' (61)
y la solucién particular, obtenida por integracién o por coeficientes indeterminados, es
» VJTIB.I )
iy = sen (o + ¢ + arc 12 1/uCR) 62
VR + (1/.C)? ( (62)
Por tanto, la solucion compieta s
i = e VRO 4 U sen {wt + ¢ + arc t51/uCR)} (63)

VEL ¥ (1/aC )

Para determinar la constante ¢ hagamos ¢ = 0 en la ecuacién (39); la corriente jnicial es, entonces,

17
= —m= o b, Sustituyendo en (63) y haciends ¢ = 0 resulta

ip = R
Vm‘l VITIBK
Boseng = e(1y + N R sen (¢ +urc tg 1/uCK) (64)
. V max ¥ max . -
o bien ¢ = “poseng - N RTYRGE sen (¢ + 4rC 1 1/wCR) ‘ {65)

Lievando el valor de ¢ de (65) a (63} se obliene el valor completo de la intensidad de corriente

V max
VR + (1/uCY
¥ LT

\/R2 + {1/uC)?

E} primer sumando es el transitorio con un factor de decrecimiento ¢~ YRC 1 a magnitud entre corchetes
es una constante. El segundo sumando representa la intensidad de corriente ¢n el régimen permanente
que va en adelanto de fase. respecto de la tensién aplicada, en un anguio arc tg 1/wCR.

sen (¢ + arc tg lijR}]

"
i -_— e"ffﬂc{ f_.gﬁx sen 4) —

S€1 (wt + q’) + 4arc tgl;’mCR) (66)
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REGIMEN TRANSITORIO EN CIRCUITOS RLC CON ALIMENTACION SENOIDAL

Al cerrar ¢l interruptor en el circuito serie RLC de Ia
Fig. 16-18 se aplica una tension senoidal. La ecuacién resul-

tante es

; i 1 . , . =
Ritlg+gfidt = Viwnttsg) @n , 22 ¢

Derivando y 1eniendo en cuenta la notacion operacional resulta

R 1y Vor Fig.16-18
Dty —D 4+ = = =~ oS {wf + a8
( I ) 7 ¢} (68)

Lua solucién parucular se obtiene por el método de los coeficientes indeterminados en la forma
siguienie. Suponemos i, = Acostwt + ¢) + Bsen {wi + @). Se calculan después i, e iy se sustitu-
yen en |4 ecuacion {67). Los valores de 4 v B se determinan entonces 1igualando los coeficientes de los
términos semejantes, como se hizo en ¢l caso del circuito serie RL. Expresando el resultado como fun-
cion de un solo seno, la solucidon particular es '

ip — V!n.‘m - (,’wt _+_ ¢' + arc ig (lfmc — mL} (69)
VRE+ (1€ — oL\ F

La funcidn complementaria es idéntica a la del circuito serie RLC en corriente continua, que va
fue estudiada y cuyo amortiguamiento es supercritico, critico o subcritico {oscifatono), segin los va-
lores de R, L y C.

Caso 1. (R/21) > I/L.C. Las raices son reales y <iistintas, dando lugar al caso de amortigua-
miento supercritico. D, =a + iy D, = a — fi. siendo a = —R2L vy f = \/{R,f’.lt'_)2 ~ 1/LC. la
solucion completa es

7 ’ _—
i = er(cieft 4 ce™?) 4 Y sen { wt + ¢ + arcip M) (70)
VR + (1/.C — L)\ B

Caso 2. (R/2LY = 1/LC. Las raices son reales y distintas, dando lugar al caso de amortigua-
miento critico. La intensidad de corriente compieta es '
‘J:ilﬁx

Lij -+ (14"wc — mL)z

t = eYer + ext) +

{lfmCR— mL)) 1)

sen <mt + ¢ + arcig

Case 3. (R/22L) < 1/LC. Las raices son complejas conjugadas resultando el caso de amortigua-
miento subceritico u oscilatorio y la intensidad de corriente completa es

Ed
L %

VRS A (1/.C < oL}

(1/uC ~ oL)\
/

i = e"{¢;cos Bt + casen 3ty -+ SEN .'::wt + ¢ + 4rc g o

(72)

siendo 8 = \/1/LC — (R/2L)2

Las soluctenes particulares de las ecuaciones (70), (71) y (72) son idénticas, mientras i]ue la co-
rriente transitoria dada por la funcién complementaria es diferente en cada caso. Por giemplo, en el
caso 3. la parte wansitoria contiene un conjunto de [unciones senoidales de pulsacion g radianes por
segundo, que es, en general, distinta de w de la solucidn particujar. En consecuencia, es imposible pre-
decir la forma de la intensidad de corriente durante el periedo transitorio, siendo muchas veces muy
irregilar. Una vez que al factor de decrecimiento ha anulado la parte transitoria, la corriente adelanta
o retrasa en fase respecto de la tension aplicada, segun los valores relativos de las reactancias 1/wCy oL,

un angulo arc tg (1wC — wl)/R.
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Régimen transitorio en circuitos de dos mallas

Aplicando las leyes de Kirchhoff al circuito de dos mallas de la Fig. 16-19 conduce al sisiema de
ecuaciones diferenciales:

R, + Ll% + Riy = V 79) w
Ry, + (Ri+Ry)iz + Li% Vv I B
. + . "
Utilizando la notacién operacional y agrupando t€rminos se V- EAR= L2 2
tiene Ly
l:D + R1fL1)‘£1 -+ {R}.)'Ll]iz = VfL1
(RyLyi + (D +BXED . =y, Fig. 16-19
\ ln /
D + Ru{L; Ru”.'ll 1:1 V’Ll
o bien = (74)
RJL, D+2FElly V/Ls |
L: i

Con objeto de obtener una ecuacion de {; independiente de /;, resolvemos el sistema por la regla
de Cramer,

D + lel.q RJL] VILI th'rLl
1:1 = (?5)
R/Le D+ R‘SRE Vila D+ R‘ER“
2 2

El determinante del primer miembro se desarrolia y ordena segin las potencias decrecientes de D. En
el desarrollo del determinante del segundo miembro aparece el término D(¥/L,); ahora bien, como
‘D = didt y V/L, es constanie, dicho tErmino €s Cero,

[Dz n (R:L1+R2L1+R:L2>D " %%]h = VRyL.Lg {786)
1

Li\Ls

La ecuacion caracteristica es de la forma D? + AD + B = 0, pero como en este caso, 4> — 48 > 0
para todos los valores de las constantes del circuite (siempre que ni L, ni L, sean nulos} la funcién com-
plementaria es de la forma dada en la ecuacion (43). Como la funcion de entrada es constante, una solu-
cién particular es la constante que satisface a la ecuacion

(T Jiw = VRiLuLy obien iy = VIR (77)
Aplicando ahora los mismos métodos a 7, resulta
D+ R/L, R/ D+ RLy Vil
R/L. D+ 5%133 R/l  VIL
Después de desarrollar los dos determinantes se tiene
;R].L], + REL[ + R]Lz) RIRE] . .
2 = 0
[+ LiL; D+ LLL®

La ecuacion caracteristica es la misma que la de (76) y, en consecuencia, las funciones complementarias
son idénticas. Sin embargo, la solucién particular de /; es cero, ya que la ecuacién es homogénea.

El examen del circuito demuestra que esto es perfectamente razonable ya gue, en régimen perma-
nenle, L, aparece como un cortocircuito de la rama R, L, derivando de este modo la corriente de esta
rama. Entonces, R, es la unica impedancia limitadora en el régimen permanente y, por tanto, la co-
rnente es i, = F R, 1al como muestra la ecuacton (77).
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Problemas resueltos

16-1 A un circuito serie RL, con R = 50 ohmios y L = 10 henrios, se le aplica una tensidn constante
V' = 100 voltios ¢n el instante ¢+ = 0 en que se cierra el interruptor. Determinar () 1as ecuaciones
de /, vp y vy, (b} la intensidad para ¢+ = 0,5 segundos y (¢} el instante en que vy = v;.
{@d) La ecuacion diferencial del! circuito dado es

di

50i + 1072 = 100 obien (D+5)i = 10 (1)
y la soiucion completa es
i = @ +i, = ce" 3 +2 (2)
Para r =0, iy = 0. con lo que O = 1]} + 2, de dende ¢ = —2. Por 1anto,
i = 21— ¢35 )

que se ha dibujado en Ju Figura 16-20tu).

Las tensiones correspondientes en bornes de los elementos del circuito son ias representadas en la

. i
g = Kt = 100(] — e 3 ¥y v, = LE = 10{e—5¢ (4}
Figura 16-20(4).
:Jnl—a-————.—..n._-.-.. - _ F—— T g — — — — — — — — _
Lad - ———— —— -
Yr
1,14 3 | [5 Jup—
[
[ t '-UL
. | | .
! | ¥
u ¥ T i i Tl 4 I ' f 1 S
w2 thg 05 04 . g,! G4 té 0.5
PRRY.TN
(a) (b}
Fig. 16-20
(¢ Haciendo r = 0,5 5 en (3}, se obtiene { = 2{1 — ¢~ &%) = 2(1 — 0.082) = {,836 A,
(¢) Cuando sea 15 = v, cada una deberd valer 50 voltios y. puesto gue la tension aplicada es 100, hacemos
J Ty R v 1 WP ey | SR R R W o WO L Y 2 SN I o ¥ o P | [ o SR Rt 1 T T
lR U DICLE !.-_L 1Eud| d U J" S Mdlid £ ¥4 /00 Ul I LJFC (9 ), lL = A = AW LA UONUeC F = V.2 O el

5= 0,693 y r = (,1386 s.

16-2 En el Problema 16-1 hallar las ecuaciones de pg v p;, ¥y demostrar que la potencia en la bobina
corresponde a la energia almacenada en el régimen permanente en su campo magnético.

Con las intensidades y tensioncs oblenidas en el problema anterior,
Br = Prt = 100(I — e~} 2{1 — e~5t) = Z200{1 — 2e~5t 4 ¢—104)
p;, = vt = 100e M2l — 73 = R0fif(g~3 — g—101})
pr = pg tp = 20011 — 75

La energia almacenada en ef régimen permanente por el campe magnético es W = $L17 = §(10)2)* = 20
julios.
o
La imegral de p; desder = 0 a 1= = es W = f 200(c—% — ¢~ 100 dt = 20 ).
a
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16-3 En el circuito serie de ia Fig. 16-21 se pone el interruptor en la posiciéon | en el instante ¢ = 0,
aplicando con ello una fuente de 100 voitios a la rama RL. En el instante 1 = 500 microsegundos
se conmuta el interruptor a la posicion 2. Obtener las ecuaciones de la intensidad de corriente
en ambos intervalos y dibujar el periodo transitorio.

En la posicion ! la ecuacién es

100/ + n,zg — 100 o bien (D + S00) = 300 W
y la intensidad de corriente vale
f=oc,e%+ 10 (2)
Para r = 0, { = §. Llevando la condicion inicial (2}, 0 = ¢;1/} + 1.0 0 bien ¢; = —1,0. La intensidad es
i= 1,0{1 — e *%0) (2)

Al llegar a los 500 us, este periodo lranmsitorio se interrumpe, siendo la intensidad

[ = 1,061 — ¢ SOUSVUSI0TN _ 001 L 0779) = 0,221 A (4)

.

it ——— == —_———— e — — ==

-
-
+ + N D S —
100 v -T— Tm

0rH .

Fig. 16-21 Fig.16-22

Con e! interruptor en la posicidn 2 la 1ension aplicada es 50 V, con igual polaridad que con Ia fuente de
100 V, y la ecuacidn es

d
100 + 02— =50 o bien (D + 500} = 250 £3)

;
di
y su solucion, i= ¢, e P00 L 05 , (6)
en donde ¢ = 500 us. Para ¢ = 1’ en la Ecuacion {§), el vaior de la intensidad ey §,221 A, como ya se encon-
trd en {4).

i=0221 =3l +05 y 3= —-0279

Entonces, para { > 1, i = —0,279¢7°0%" 4+ 5 {7}

La Ecuacion (3) s¢ aplica para 0 < ¢ < ¢’y el periodo transitorio, de trazos en la Fig. 16-22, tiende al valor
1,0 del régimen permanente. Al llegar a t' cuando la corriente es de 0,221 A, el interruptor pasa a la posicién
2, y para ¢ > ' se aplica la Ecuacién {7} con un valor final de 0,5 A,

16-4 Repetir el Problema 16-3 suponiendo que la polaridad de la fuente de 50 voltios se ha mvertido.

La primera parte del régimen transitorio, con el interrupter en la posicidn 1, es igual que la obtenida en el
Problema 16-3: i = [ 0{1 —~ ¢~ %%} con ¢ = 0,221 A para 1 = 500 us.
Al invertir la polaridad de fa fuente de 50 V se obtiene Ja siguiente ecnacion

p
100i + O’ZET, = —50 o bien (D + S00) = —250 (1)

cuya sclucidn es
= ce” 500 (5 (2)
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16-5

16-6

Ahora bien, para ¢ = ¢' ls intensidad vale 3,221 A. Susu- o]
tuyendo en la Ecuacidn (2), 0,221 = (1) — 0.5, o sea,
¢ = 0,721. La ecuacion de la corriente para ¢ > ¢ es, 022t

por consiguignie,
i =0,721e7 0% —_ 0,5

En la Fig. 16-23 se ha representado la intensidad en
¢l régimen transitorio. El valor final es —0,5 A, ya que
con la inversidn de la fuente de 50 V su sentido es opuesto

al tomado como positivo.

A un circuito serie RC, con R = 5000 ohmios y C = 20 microfaradios, se le aplica en el instante
! = 0 una tension constante I = 100 voltios (el condensador no tiene carga inicial). Hallar las

ecuaciones de f, vp y v

Al cerrar el circuito, lz ecuacion es

.l

: 1 o, o
50001 + WJ idt = 100 (2)

Derivando y utilizande la notacién operacional resulia,
(D + 10)i = 0 cuya solucion es = ¢ce '™ (2)

Haciendo ¢ = G en la Ecuacién (/) la corriente inicial vale iy = 100:5000 = 0,02 A, ‘Sustituyendo en {2),

¢ = 0,02, La intensidad es, entonces,
i = 0,02¢” 1 (3)

y las tensiones de regimen permanente en bornes de los elementos del circuito son
e = Ri= 30000002 1% = 100>

¥
I O A 1 , _ .
Ve = C f 1 dt = W f{],ﬁz ] Ll dt - Iﬂ'ﬂfl - lut}

Los regimenes transitorios s¢ han representado en la Fig. 16-24. En el régimen permanente vg = 0 y

0.02

. A

Fig. 16-24

El condensador de 20 microfaradios del circuito RC de la

Fig. 16-25 tiene una carga inicial g4 = 500 microculombios ﬂ.
con fa polaridad ndicada en el esquema. En el instante e
r = { se cierra el interruptor aplicandose, en consecuen-

cia, la tension constante V = 50 voltios. Determinar la ' q";""m .
intensidad de corriente en ¢l régimen transitono.

Al cerrar el circutio, la ecuacion es

. 1 : = : i =
10007 + ﬂ)_x—ﬁ}":_ﬁf ide = 50 oben (D460} = 0 (1)

Fig. 16-25

cuya solucion es 1= ge W (2)

Ahora bien, la fuente de 50 V da lugar a una corriente con ¢l sentido dibujado en ef diagrama, originando
una carga + en la placa superior del condensador. La carga inicial del condensador g, tiene una tensidén equi-
valente Vy = go/C = (500 107%):{20 - 10”%) = 25 V, que también produce una corriente en el sentido mar-
cado de /. Por tanto, para i = 0 la corriente inicial es i, = {V + go/CYR = (50 + 25)/1000 = 0,675 A. Susti-
tuyendo en la Ecuacién (2), ¢ = 0,075 y, por consiguiente, i = 0,075¢7 3% A,
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Repetir el Problema 16-6 refiriendo el régimen transitorio a la carga. -

La ecuacion, temando como variabie la carga. es

dg g - ‘ ' _
1004 7t + SR 50 o bien (D +50)g = .05 {1)

cuya solucidn es _ g = ce 5 4 102 (£)

Para 1 = 0 el condensador tiene una carga positiva de 0,5 - 107* C en la placa inferior. La polaridad de la
carga acumulada durante ¢l régimen transitorio en la placa superior es positiva, En consecuencia, se hace
go = —0,5-107%yr = Oenla Ecuacion {2), conloquec = — 1,5-10°2 Entonces, g = - 1,5+1073¢7 %% 4+ 10~?
y la corriente en el régimen transitorio es | = dg/dr = 0,075¢7 3% A, _

Er la Fig. 16-26(a) s¢ ve que el condensador tiene una carga inicial positiva de 0,5 - 107 % C en Ja placa in-
ferior y una final positiva de 1,0+ 107 * C en la placa superior. La corriente en ¢l régimen transitorio, | = dg/dr,

se ha dibujado en la Figura 16-26(b}).

0.5k 10

Q v r - i2h
/ a4z Dad R ¥ O Ul
SR ow 107R ' o .

] 1 T T T t
oLl a2 ) M ru!!S Oe 07

a b

& Fig. 16-26 )
En el circuito RC de la Fig. 16-27 se pone ¢l interrup-
tor, en el instante ¢ = 0, en la posicion 1 y despues de /
una constante de tiempo (I 1) se pasa a la posicidén 2. 1 2 ?' S000
Determinar el régimen transitorio completo de co- i _
rriente. A Y m——

En la posicidn | Iy solucidn de la ecuacion diferencial
obtenida al aplicar la segunda ley de Kirchhoff al circuito es

Fig. 16-27
i = c.l e—URC == clﬂ—‘iﬂml (1) ’

Para t = 0, iy = ViR = 207500 = 0,04 A. Susutuyendo en (/). ¢, = 0,04 y la corriente en el intervalo

O0<r<11es
= {04000 12}

Este régimen transitorio continia hastagque? = It = RC = 50000.5 - 10~%) = 250 us. En este instante, la inten-

sidad de corriente tiene un vajor i = 0,04¢7! = 0,0147 A,
Al pasar el interruptor a {a posicion 2, el conden-

sador tienc una carga en Jas placas que origina una len- i

sion v = 2001 — e~ 1) = 12.65 V. Esta tensidn, junto ' \\

con la fuente de 40 voltios, hace circular la cornente en i o147

sentido opucsto a la originada por la fuente de 20 V. 0 b= . ¢
Haciendo ¢ = ! 71, la ccuacién de la intensidad en el Cpan ¢

segundo penodo de transiclon es

LM

R T T
i = (2{ {j}

.-inhw.i

Para r = ¢ 1= =} + 12,6550 = ~0,1033 A, I

Sustituyendo en (3). ¢, = —0.1053 con lo que la inten- l
sidad es e ~ 11053

i = *ﬁ}_]{]j'ju_q'uuuu_rl’ (4} = |-.|J-i

E! régimen transitoric completo es el representado
en la Fig. 16-28. Para | t la corriente tiene un valor de
pico de —0.1033 A

Fig. 16-28
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Determinar el régimen transitorio de carga en el Problema 16-8 y derivar para obtener el de la
intensidad de cornente.

En la posicién 1 la ecuacion referida a la carga es

dy g _ _ - _
500 — a +{)5>{. 5 20 obien (D+4000)¢ = 0,04 ()
cuya solucion es g = e e 9000 4 10X 106 {2)
Para ¢ = 0, g, = 0. Con las condiciones iniciaies en (2}, se obtiene ¢, = —10- 107% y, por tanto,
g = 10X 10~8{1 — g—4000¢) ' ()

Esta ecuacién es vilida en el intervalo 0 < ¢ < 1, siendo 1" = 1 t, Para 1 1, la carga en ¢l condensador es
g=10107"%1 — e ") =632:10"° C.
Cen e} interruptor en 2 la ecuacién diferencial es

dg ,

1] R S ___.‘l___._ = —d40 obien (D4 4000 = —

dt Ta3% 10 + (D +4000)g = —0.08 “)
y su solucidn g = g e 1000 — 29 X 109 (8)

Se determina ¢, por sustitucién del valor de g para 1 1y haciendo £ = 1 7 ¢n la Ecuacidén (5). En estas condi-
ciones, 6,32 107% = ¢,(1) — 20-107%, de donde ¢, = 26,32+ 1075, Por tanto,

g = 26,32 X 1078 0000 . 96 5 108 ' (@

La Fig. 16-29 representa el régimen transitorio
completo. La intensidad se halla derivando las
Ecuaciones (1) y (6). Por consiguiente, en el in- 10% it — 8]
tervalo 0 < ¢ < ', la intensidad vale 8,32 %10~ 4+

i = %{10 X 108 (] — e~ 1000t} = {4 o000

y para ¢ > !,

- d —8 - 40001 1) -8 —iox16m4
1 25{26,32?510 . — 20 x 1079}

= _0‘10536-—4001}{#-:‘]

~30 %104

Estos resultados son idénticos a los obtenidos en '
ias Ecuaciones (2) v (4) del Problema 16-8.

A un citcuito serie RLC con R = 3000 ochm
¥

L S
le aplica una tensidn constante i = 50 voltios en el instante 1 = 0. Hallar el regimen transitorio
de corriente y el valor maxime de la intensidad si el condensador no tiene carga inicial.

L
!
[
=2

g
™
I
[ g
]
—
.3
A
=1
>
a
.
¥}
1.
>
F
il

La ecuacidén, una vez cerrado el circuilo, es

d1 1 [1 . - . .
. J— t = o bien  {DT+ 3000 4 BOO0 = 1
30001 + 10 - dt B TEC td 60 1 (D + _ it 0 (1)
Las rajees de la ecuacion caracteristics son D, = —2983 v D; = —1,67, con lo que
= ¢y e~ 1.7 + ¢5 e—Z‘.\‘!.Jr (2}

Para calcular ¢, v ¢, se utilizan dos condiciones iniciales. Al contener una bobina el circuito serie, la funcidn
de intensidad tiene que ser continua. Por tanto, si: = G para r = 0~ , también vale O para ¢ = 0+ . Entonces,
de la Ecuacion (1), 10 difdr = 50 v diti = 5. Si se escribe ahora (2) para ! = 0 resulta, 0 = c,(1) + cx(1),
de donde ¢, + ¢, = 0. Haciendo ¢ = 0 en la primera denvada de {2} y sustituyendo el valor di/dr = 5 sc ob-
tiene 5 = —1,67¢c, — 298.3c,. Resolviendo ¢l sistema de ecuaciones que relacionan las constantes se obtie-
nen los valores ¢, = 0,0168 y ¢, = —0.0163. Por tanto,

| = (301680 10T — 0,0168e 295 ~ ' €3
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Para hallar ¢] maximo de la corriente se hace difdt igual a cero v se despeja r.
difdr = (001681~ 1,67)¢ "7 — (0,0068 29831 2**% = 0 g bien ¢ = 00175

Lievando este valor de ¢ a la Ecuacion (3) se obtiene 00161 A.

Un circuito serie RLC, con R = 3{ DhmiUS, L= Dl henrios ¥ (= 50 m]'_crofaradi(}s’ tiene
aplicada una tension constante ¥ = 100 voltios en el instante + = 0. Hallar el régimen transi-
toric de corriente, supuesta cero la carga inicial dei condensador.

Al cerrar el circuito, {a ecuacion diferencial es

) di 1 [ Cae = - :
500+ 005 + ey | idt = 100 obien  (D? - 500D + 2 X 109 = o (1)
Las raices de la ecuacion caracteristica son Dy, = =250 + j371 ¥y D, = —250 — /371 en consecuencia, la

intensidad de corriente es
i = -0 (¢, cos 371t + ¢, sen 37ke) (2)
Para ¢ = 0 la corriente es cero. Entonces, de (2) se reduce, iy = 0 = (e, cos 0 + ¢, 3en 0) y ¢, = 0.
La Ecuacion (2) se transforma en
i = e Bg,ven3Tle td
Derivando (3), difdt = cy{e=250 (371} cos 3T1¢ + e~ 506 (—250) sen 371¢) W)

De (), parat = 0, 0,lidi:dr) = 100. de donde. i dr = 1000, Sustituyendo en (4). para ¢ = 0, dizdr = 1000 =
¢, 371 cos 0y ¢, = 2,7. Por 1anto, Ia intensidad buscada es i = e~ **%(2.7 sen 3714].

Un circuito serie RL, con R = 50 ohmios y L = 0.2 hennos, tiene una fuente de tension se-
noidal £ = 150 sen (500: + ¢) voltos gue se aplica en el instante en que ¢ = 0. Hallar ia co-

rriente completa.

Al cerrar el oircuito, 12 ecuacion diferencial es

507 + 0‘23% ~ 150sen500¢t obien (D +250) = 750 sen 50O ()

la funcién complementaria es i, = ce” #*%,

Para hallar la solucién particular utilizamos el método de los coeficienles indeterminados y suponemos
una intensidad de cerriente particular

i, = A cosb00t + B 5500t (2)
Entonces, " i) = —b00A senB0Gt + HU0B cos 500 {3

Sustituyendo estas expresiones de 7 e i en {/) se cbliene,
{(—500A sen 500t + 5008 cos 500¢) + 250{(A cos 500t + B senb0l) = 750 sen 500

lgualando los coeficientes de sen 30 y cos 500¢, resulian

-5004 + 2508 = 150 ¥ 5008 + 260A = 0 (4)
Resalvicndo este sistema de ecuaciones se deduce 4 = —1.2 v 5 = 0.6 Entonces,
i = —1,2 cos 500 + 0.6 sen 500r = ]34 sen (500f — 63,4%) (5)

o

La mntensidad de corriente complela es
= o 299 4 1,34 sen {SO00r — 63,4) &)

Para r=0,.i=0=¢il) + 1,34 sen (—63,4") y ¢ = 1,2. Por tanlo,

f= 1,207%%9 4 134 sen (500: — 63.47) (7)
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| En la Fig. 16-3C se representan 7, /, y su suma i. Después de sobrepasado el régimen transitorio {apro-
ximadamente para ¢ = 3 t}. la intensidad de corriente es senoidal y retrasa respecto de la tension aplicada
en un dnguio 0 = arc 1g wl/R = 634°

2404

0 T T T T / t
L™ T Iriw EE

—1:2_/ v \/

LM~ e — — —

Fig. 16-30

16-13  En relacidn con el circuito del Problema 16-12, ;a qué dngulo ¢ debera cerrarse el circuito para

16-14

que la intensidad de corriente adquiera directamente el régimen permanente sin transitorio?
Si ¢ = 0. de la Ecuacidn 15 de! Probléma l16-12.
b= ee B 2 134 cen (5000 ~ ¢ — 63,4

Para:r = 0,0 = (i) + 1.34sen 12 — 63.4°5. Ahora bien. el transitorio es cero si la constante ¢ es cero: esto
ocurre §1 ¢ = {634 < nl&0- 1 siendo =0, 1 2. .. '

Un circuito serie RC, con R = 100 ohmios y C = 25 microfaradios, tiene una fuente de tensién
senoidal v = 250 sen (300 + ¢} voltios que se aplica en el instante en que ¢ = 0°. Hallar la
intensidad de corriente suponiendo que no hay carga inicial en el condensador.

Al cerrar el circuito. la ecuacion diferencial es

: 1 . _ i . _ o
1001 + S5 % 10-¢ f 1dt = 250s5en 500t o bwen (D + 4000 = 1250 cos 500t (1)

La funcién complementania cs /| = oo 4%

Para determinar la corriente particular se hace gue el segundo miembro de la ecuacion del operador sea
la parte real de 1230 27°°% y we admute. por lanto, ia intensidad de cornente particular

Y, = K gt (2)

Entonces. i, = 500K 500 ()
[levando cstos valores a (71,

FO00 K 500 & J00{K 500y = 1250 e300t (4}

de dende K = 1,955/~ 51,3*, Este valor de K se sustituye en la Ecuacién {2). pero como la 1ension de entra-

da es la parte real de (250¢°"Y la intensidad es ta parte real de i2Ve 1, = 1,955 cos (500 — 51.3"). La co-

rriente completa oy
i= e MM 1935 cos (300r — 51.37) (3)

Para r = 0, la Ecuacion (/) es 100r = 230 sen 0o bicn. r = 0. Mediante la Ecuacién (5}, con + = 0 se ohtiene
c = —122 y, por tanto.
o= o= 1,22¢7%00 L 1 955 cos {5007 ~ 51,37 = — 1. 22270 4 1955 sen (500r + 3R.79)
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En el circuito serie RC de la Fig. 16-31 s¢ aplica la {uente o o
de tension senotdal v = 250 sen (5007 + ¢) voltios al cerrar ﬂ’

el circuito en el instante en que ¢ = 453°. Hay una carga

inicial g, = 5000 - 107 % culombios en el condensador, con 0 (“")T
la polaridad sehalada en el diagrama. Hallar la corrente ' Fo oy 25 4iF

completa.

10090

El circuito y la tension senoidal son los mismos gue en el Pro-
blema 16-14, excepto que ¢ = 45°. Por tanto, la forma operacionat Fig. 16-31
de la ecuacidon diferencial es

(D + 400) = 1250 cos {3007 + 45°) (1)

La funcion complementaria es también la misma que en el problema anterior, y {a intensidad de corriente
particular estd defasada 43°, esto es, i, = 1,955 sen {500r - 83,7°}. La corriente completa es, pues,

= ce”*P9" 4 1955 sen (S00f + 33.7) (2)

Para ¢ = 0 hay dos tensiones que tienden a hacer circular una corriente. El condensador cargado posee una
tension equivalente V' = go/C = (5000 x 107°%):(25 x 107°) = 200 V y la fuente tiene una tensién instan-
tanea v = 250 sen 45° = 1767 V. Bl examen del circuito muestra que ambas tensiones tienen la misma po-
laridad y, por tanto, la corriente inicial es iy = {200 + 176,7}. 100 = 3.77 A Uiizando ahera la Ecuacion (2)
con f = 3,77 para t = 0 se obtiene ¢ = 1,83, con lo que la intensidad de corriente buscuda es

= 1.83e*90 L 1 085 sen (500 + B3I

El circuito serie RLC de la Fig. 16-32 tiene una fuente — AMA
de tension sencidal ¢ = 100 sen (10067 + ¢) voltios. Si el O .-
se cierra el interrupter cuando ¢ = 907, hallar la mnten- v~ I '
sidad de corriente supuesta cero la carga inicial del con- == s
densador.

La ecuacion del circuito, una vez cerrado el interruplor. es Fig. 16-32

. di 1 J‘ . _ _ .

o bien (D2 + 5000 + 2x105% = 106 cos (1000 + 90°) {1}
Las raices de la ecuacion caracteristica son Dy = =250 + 3 y D, = - 250 - ;371

La corriente complementaria &5 i, = ¢~ 2* (¢, cos 371¢ + ¢, sen 371r) y la particular, hallada por el
método empleado en el Problema 16-14, es i, = 1.06 sen {1000f + 32 ). La corriente compieta ¢s, por tanto,

i = e~ 20 (g, cos3TIt + ¢, 5en 371 + 1,08 sen(1000¢ + 32°) (2)
De (/) para t = 0, iy = 0 y dicddt = 1000, Sustituyendo en (2), ¢y = —0,362. Derivando {2) se obtiene
% = 6_95“‘-{-—371;’?, sen 3716 4+ 3T1ley cos 3710 :
+ (¢, cos 3TIt + ¢y sen 3TLIHO{—250 ¢~ 250) + 1,06(1000) cos (1000¢ + 32°) ()
Sustituyendo ¢t = 0, ¢, = — 0,562 y disddt = 1000 en () resulta ¢, = —0,104. La Ecuacidn (2) se convierte en

f=eT 2000562 cos A1 ~ 0104 sen 3700) + 106 sen (1000 4- 327)

Lin circuito seric RLC, con R = {100 ohmios, L = 0,1 henrios y € = 50 microfaradios, tiene
una fuente de tension senoidal v = 100 sen (10007 + ¢) voltios. Si se cierra €l interruptor cuan-
do ¢ = 90-, hallar la corriente supuesta nula la carga inicial del condensador.

La ecvacion diferencial que corresponde al cierre del circuito es

. d 1 J‘ _ - o
102 + 01 TR VAT idt = 100 sen (10008 + §0%)

o bien (D2 + 10000 + 2% 10 = 10% cos (1000t + 407 (1)
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Las raices de la ecuacion caracteristica son Dy = —2765 vy D, = —723.5.
La funcion complementaria ¢s i, = c,;e” 273 4+ ¢,07 733 y {a solucién particular, obtenida por el mé-
todo del Problema 16-14, i, = 8,781 sen (1000s + 51.4°). La corriente completa €3, por tanto,

oo e B0 oy em RS L 0781 sen (10000 + 51.4°) (2)

Para determinar las constantes o, v ¢, se calculan 7 y didedr para 1 = 0 en (7). Sustituyendo ios valores que
resultan, esto es, i = 0y di/dr = 1000 en {2) se obtiene

ip=0=c{l) + ¢,{1) + 0,781 sen 514" obien ¢, + ¢, = 0,610 (F)
Derivando (2) y sustituyende ¢ = 0 y Jiidr = 1000,
dijdr = 1000 = —276.5¢, — 723.5¢, + 781 cos 31,4° o bien  276,5¢, + 723.5¢, = =513 {4}
Resolviendo el sistema formado por {3}y (4), ¢, = 0,161 y ¢, = —0,771. Por 1anto,

i=0,061e” 273 = 0,771 72 4+ 0,781 sen (10007 + 51,4°)

En un circuito de dos mallas, Fig. 16-33, se cie- —o o ARANA
rra el interruptor en el instante ¢ = {}. Determinar _ AN TN
las con_"iemes tt'gnsiForias eni las mallas, /) e 4y, ¥ 0 V= ! §10n b e ;
ta tensién tramsitoria en el condensador ve. - '
Aplicando las leyes de Kirchholf a las dos mallas se tiene

201, — 10, = 50 o bien 204, = Di () Fig. 16-33

—10i, + 106, + g";z—lﬁ"—rj pdt = 0 oben —Di, + (D + 5X10%; = 0 (2
De la Ecuacion {f), Di, = 10i,. Sustituyendo en {24

—{3Dig) 4+ (D 4+ bx10%i; = 0 obien (D +10%H, = 0 YY)

La solucidn de la Ecuacion {3) contiene solamente una-funcion complementaria, ya que la ecuacidn es
homogénea. Por tanto,

i = c e 0% _ : ()

Poniendo 1 = 0 en la Ecuacion tJ). — 14, + 104, = 0 o bien i, = i,. En consecuencia, la Ecuacidn (/) para

t =0 se convierie en 20i, - 104, == 50. de donde i, = 1, = 5 A. Sustluyendo este valor de I, en {(4) se ab-
tiene ¢ = 5. Por tanio,

I

. g
iy = be 107t . {5)
{a corriente transitoria /, se obtiene ahora sustituyendo {5} en la Ecuacion (/). Entonces,
201, — 10(5 ¢ ") = 50 ¢ i, = 2.5 4 25,7107

La tensidn transiteria en el condensador, vy, se obtiene integrando, respecto del tiempo, la intensidad de
la corriente en la malia /- :

B 1 e . B 1 = “105; _ = - _-In.'ir .
w = FJadt = gpgm)seae = sa-am
En el circuito de dos mallas de fa Fig. 16-34 se cie-
} Tyt — v oy e 1060
rra ¢l 1r‘1t_errupt0r £ LTI mstante 1 = 0 y fa fuente oAy
de tension es ¢ = 150 sen 1008 voluos. Hallar
las corrientes de malla 1, ¢ 7, (véase el esquema). 50
Las leyes de Kirchhoff, aplicadas a las mailas, pro- v C,DT i iy %m
porcionan el sistema de ecuaciones )
Qi
i . .
10i, + 10f; + 0.01 c—#l = 130 sen 1000
o bien (£ + 15000, + 10004, = 15.000 sen 1000f (1} Fig. 16-34
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Fiip; + 10i; = 150 sen 10K {2}
De ta Ecuacion (2). iy = 10 sen 10007 — i, {3}
Sustituyendo en la Ecuacion {/) se obtiene la ecuacion diferencial
| (D + 833)i, = 5000 sen 1000 . {4)
La solucidn compleia, segin ¢! método del Problema 16-14, es |
| fp = ce 83 4 384 sen (1000r - 50,27) (5)
Llevando ahora esta expresion de i, a la Ecuacion (3) se deduce
By = —%ce %33 — 256 sen {1000: — 50.2) + 10 sen 1000r

= —3ce™®3% + 858 sen (10004 + 13.25°) (6)

La intensidad de la corriente de malla /, circula por una bobina y ticne que anuiarse para ¢ = 0. Sustitu-
yendo en la Ecuacion (3), 0= (1) + 3.84 sen (—50,27). de donde ¢ = 2,95. El sistema de ecuaciones en las

“corrientes de malla es, por tanto,

i, = 295" 4 3184 sen (10001 — 50.27) ¢ i, = ~1.97e7 ¥ + 858 sen (1000 + 13,257)

Problemas propuestos

16-20 En el circuito serie RL de la Fig, 16-35 se cierra ¢l interruptor S,
en el instante ¢ = 0. Después de 4 milisegundos se abre el inte-

‘ : : ! ~ 5061
rruptor S,. Hallar la intensidad de cornente en los mtervalos g Y
? f M . g l
= undos. >
0 <1<t yi <t siendo ¢ = 4 milisegundos \ o S,
+
LA T

Sol. i=2(1 — e %0%); j = 1,067 1% - 0,667

16-21 Se aplica. cerrando un interruptor. una tension constante & un
circuito serie RL. La tension entre los extremos de L es 25
voltios para / = 0 y cae a 5 voltios para ¢ = 0,025 segundos.
Si L = 2 henrios, ;jcual debe ser ¢l valor de R7 .
Sol. 1288 O Fig. 16-35

4 .y

16-22 En el circuito de la Fig. 16-36 se cierra el interruptor 5, ¢n el instante ¢t = 0 y se abre 5, para ¢t = 0,2 segun-
dos. Determinar lus expresiones de la corriente transitonia ¢n ios dos iniervalos,
Sol. i= 10(1 — e '"™), i= 697 "% """ + 167

16-23 En el circuito de la Fig. 16-37 se cierra el circuito en fa posicion | en el instante ¢ = 0 y se pasa a la
posicién 2 después de transcurrido | milisegundo. Hailar el tiempo para el cual fa corriente es cero e invierte

su sentido. Sol. 1261 ms.

00 0

{ /
1
L 100 +

: a
1&

oy N wn S0 Y 2 H
]+

Fig. 16-36 Fig. 16-37
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16-24 En el circuito de la Fig. 16-38 3¢ ba cerrado el Interruplor en la posicién 1 el tiempo suficiente para que se
establezea el regimen permanente de corriente. Si se pasa el interruptor a la posicién 2 existe una corriente tran-
sitorta en las dos reststenciys de 50 ohmuos durante un corto tiempo. Determinar la energia disipada en las re-
sistencias durante esle régimen transitorio. Sol & J.

16-25 El circuito RC de la Fig. 16-39 nene en el condensador una cargs micial g = 800 x 10-% culombios, con la

polaridad senalada en ¢l esquema. Hallar los regimenes transitorios de corriente ¥ carga que se originan al
cerrar el circuito. Sol. i= —10e™ 2" AL 4 = 400(1 4 ¢~ 25510 16 ¢

o -'\""“"c
1 / 2 500 ﬂ’ 1 / '
i0qa 100
" 5w oY
QGTJJ-F

o

I

2
+ il

= ' “
_T _’_-I- 50 ;.:F_]..

Fig. 16-38 Fig. 16-39 Fig. 16-40

{00 v__T_ 50 {1 -

16-26 Un condensador de 2 microfagadios y una carga inicial 4, = 100 107° culombios se conecta entre los ter-
minales de una resistencia de 100 ohmios en el instante t = & Calcular el tempo en el que la tensidn de régi-
men transitorio en la resistencita cae de 48 a 10 voluos. Sof. 277.4 us.

16-27 En el circuite de la Fig. 16-40 se pone el mterruptor en la posicion 1 en el instante + = Q y se conmuta a la po-
sic1on 2 después de una constante de tiempo | 1. Haflar las expresiones en el régimen transitorio, de la corrien-
<. Sof 1= 0867200 j = (1316700 A

‘

re en amboes intervalos 0 < ¢ < 7y ¢

16-28 En relacion con el Probiema 16-27 reselver la ecuacion diferencial referida a la carga. Deducir de las funcio-
nes carga en régimen transitorio ks intensidades correspondientes y comparar los resultados.

16-2% En ¢l circuito de [z Fig. 16-41 se pone el interruptor en la posicion i el tiempo suficiente para que se establez.
ca el regimen permanente y se conmutya después a 2. Se establece una corriente de régimen (ransitorio, disipan-
dose durante éste unu energia determinads en las dos resisiencias. Obtener esta energia y compararla con la
almacenada en el condensador antes de conmutar el interruptor. Sof. 0,20 ).

16-3¢  En el circuito de la Fig. 16-42 ¢l cendensador € tiene {a varga inicial g, = 300+ 107 ¢ culombios. Si se cierra
el interruptor en ei instante ¢ = {, hallur ia corriente y la carga en el régimen transitorio y la tension final del

condensador C,. Sof = 25e"2"1"" A g = 200(1 4 05725 W0 g C 333 V.

16-31 Hallar. en el problemu antenor, las tensiones de regamen transitorio v, te, ¥ re. Demostrar que su suma es

nula. Sof. re, =333 4 16T0 250N p = LAY — e BSEIY  n  §pm 151104
F_"”"OH" ¢ n
e ] s l
1o/ z 2000 c |- ..,J_ -
+ 1__. ::QQ /J = 2’_ ?pf';-l-:'QQ glun
{00 v Tam < 200 hulj-i- i Iur +
_— ET /
T T | ann”
A
Fig. 16-41 - Fig, 16.42 Fig. 16-43

16-32 En el circuito serie RC de fa Fig. 1643 el condensudor tiene una carga inl gg y el interruptor se cierra en
el instunie 7 = 0. Determinar gy sabiends que o poiencia o régimen runsitonio en la resistencia es pg =

360¢ 197 vailos. Sal, 1201078

16-33  Un circuite sente R, con & = 200 ohmios, £ = 3.1 kenrios v = 100 microfuradios. se le aplica en el ins-
nte 1 = 0 una wnsién constante de 200 veltes, Detemunar fa inlensidad de corriente suponiendo que el con-

densador no tiene carga inicial, Sol Co= LUESeTY Q85T 1048 4

16-34  Un circuito serie RLC, con R = 206 ohmies 3 £ == (0] henrios. adguiere un amortiguamiento critico para
un valor determinado de la capucitancia. Determirur la capacidad € del condensador, Saol. 10 uF.

16-35 Hallar la pulsacion natural de un circuito serie RLC en € gue R = 200 chmios, L = 0.1 henrios y € = 5 mi-
crofaradios. Saf. 1000 rad s,
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16-36

16-37

16-38

l / 2 _
Y %I 1 H ’ t 9y 0.3 uF
| T
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A un circuito serie RLC, con R = S ohmios. L = 0.1 henrios Y € = 500 microfaradios, se e aplica en el ins-
lante ¢ = 0 una tensién constante ¥ = 10 voltios. Determinar la corriente on el regimen transitorio.
Sol. i = 072¢" %% sen 139/

La tensién senoidal aplicada a un circuito serie RL es ¢ = 100 cos (1007 + @) voltios. Los valores de R y L
son 300 ochmios y 1,0 henrios. Si se cierrz el circuito para ¢ = 43 _ obtener el transitorio resultante para la co-
rriente. Sel. = —0.282¢7%" + 0,316 cos {100/ + 26.5 ).

El circuito serie RL de la Fig. 16-44 esia funcionando en regimen senoidai permanente con el interruptor en la
posicién 1. Se conmuta el interruptor a ia posicién 2 cuando la fuente de tensién es p = 100 cos (100¢ + 45°)
voltios. Obtener {a corriente en régimen transitorio y representar el ultimo semiciclo del régimen permanente
Junto con el régimen transitorio, para que se observe el paso dei uno al otro. Sol. | = (,282¢~300¢

- o

300 2 ﬂ' json n

100

16-39

16-40

16-41

16-42

16-44

1645

1646

1647

Fig. 16-44 Fig. 16-45 Fig. 16-46
En un circuito serie RC, Fig. 16-45. e| condensador tiene vna carga mictal g5 = 25 x 10™° culombios con
la polaridad indicada en el esquema. En el instante en que ¢ = 30 se aplica lu tension senaidal ¢ = 100 sen
{10007 + @) voltios. Obtener la corriente en el régimen transitorio.
Soi. i= 0,1535"*""1%"" &+ 0,0484 sen (J100Qs + 106 )

En el problema anterior, ;qué carga inicial deberia tener el condensador para que al cerrar el interruptor fa
corriente pasara directamente al régimen permancnie sin transicion?
Sol, 13,37 x 107% C. + en la piaca superior,

Demostrar que un circuito serie RLC con una fuente de tension ¢ = Ve 5€N (w0 + @) voltios tiene una soju-
cién particular de la ecuacion diferencial dada por

V..
p = i sen (ut + ¢ + arcig (/€ = wl) ”L))
VR? 4 (1/uC — oL)? R

A un circuito serie RLC, con R = 5 ohmios. L = 0.1 henrios y € = 500 microfaradios, se le aplica en el ins-
tante en que ¢ = §° la tension senoidal ¢ = 100 sen (250s + ¢} voltios. Hallar la corriente resullante.
Sol. i=e %" (542 cos 1391 — 1.89 sen 1397) + 5.65 sen (250 — 73.6°).

En un circuito serie RLC, con R = 200 ohmios, L = 0.5 henrios y €= 100 microfaradios, hay una fuente
de tension v = 300 sen {5007 + ¢} voltios. Si se cierra el interruptor en el instante que ¢ = 30 . determinar la
corriente resultante. Sol. i =0517e72*% — 0,197 %% 4 (.983 sen (5007 — 19 ).

Un circuito serie RLC, con R = 50 ohmios, L == 0,1 henrios ¥ € = 50 microfaradios, tiene la fuente de ten-
sicn senoidal v = 100 sen {5001 + ¢) voltios. Si se cierry el circuito en el instante en que ¢ = 45, determinar
la corriente resuliante, '

Sol. i= e 7% (—1,09 cos 371 — 1,025 sen 3717) + 1.96 sen {500¢ + 33.7°).

En un circuito de dos mailas, Fig. 16-46, Ja fuente de lensién en la malla 1 viene dada por v = 100 sen
(2007 + ) voltios, Determinar ¢l régimen transitorio de las corrientes i, e 1y si el circuito se cierra en el ins-

lante en que ¢ = (",
Sol. iy = 3.01e™"%% + 896 sen (2007 — 63.4°); i, = 150507 """ 4 448 sen (2007 — 63,4°)

En el circuito de dos mailas de la Fig. 16-47 haliar las corrientes i, e i, al cerrar el interruptor en el instante ¢ = 0.

Soi. iy = 0,100e719% 4 9.899¢=%850; ;. o 5056100 4 5 4 (579950
En el circuito de dos mailas de: 1a Fig. 16-48 se cierra e! inierruptor en el instante + = 0. Determinar las corrien-
1es i, € iy, Sol. iy 1.67e7PEM 4 5 i = 0,555 L §
AW AW G0
5q o A R e A % B0
f —y l &1 i nn
i i1| W uF le ey F i, 212100
s t e _J I H
—T ———— -

Fig. 16-47 Fig.16-48



Capitulo 17

Analisis del régimen transitorio por el metodo
de Ia transformada de Laplace

\

INTRODUCCION

En el Capitulo 16 hemos estudiado ia corriente en el régimen transitorio en circuitos que contie-
nen elementos capaces de almacenar energia. Aplicando las leyes de Kirchhoff a dichos circuitos re-
suftan una 0 mas ecuactones diferenciales en ¢! dominio del tiempo, segun la configuracion del circuito.
Estas ecuvacicnes las hemos resuelto per tos métodos clasicos, Sin embargo, en muchas situaciones, no
conviene emplear esos métodos, razén por la cual vamos a ver otro método, que se Bama de la transfor-
mada de Laplace, que proporciona ia solucidn directa de una ecuacion diferencial en determinadas
circunstancias. Ademds, e el caso de algunas funciones de forma irregular, no se pueden manejar con
facilidad por los métodos clisicos y el método de Laplace, en cambm proporciona una solucidon muy
eleganite.

Este capitulo solo muestra las aplicaciones basicas del método de la transformada de Laplace.
Se prescinde de las demostraciones matemdticas rigurosas y de aquelias aplicaciones mas complejas,
remitiendo al lector a los textos consagrados a capitule tan importante de la matematica aplicada.

LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

Sea f(¢) una funcidn de ¢ definida para tedo t > 0; la transformada de Laplace, que se expresa con
el simbolo L[f{1}], se define por

L] = Fis) = f " fi) e dt (1)

en donde el parametro s puede ser un numero real o complejo. En las aplicaciones a la teoria de circui-
tos, s = ¢ + jw. La operacion £ /(1)) transforma una funcidn f{t} en el dominio del tiempo en una
funcion F(s) en el dominio de la pulsacion compleja o dominio de la variable s. Ambas funciones, f(1) y
F{s}, forman un par de transformadas. Existen tablas e donde se encuentran estos pares de funciones.
Las transformadas de la Tabla 17-t son suficientes para los fines que se persiguen en este capitulo.

Las condiciones suficientes para la existencia de la transformada de Laplace son que la funcién
fir) sea (@) continua a intervalos y (b) de orden exponencial. Una funcién f{r) es de orden exponencial
si (1)) < Ae™ para todo 1 > 1y, siendo 4 y {y constantes positivas. Si se cumplen estas condiciones,
la integral de la transformacién directa es convergente para todo ¢ > «, y existe F(s). En el andlisis de
circuitos, todas las funciones cumplen las condiciones {a) y {b).

Ejemplo 1.
La funcion representada en la Fig. 17-1 se llama funcidn es-
caldn y se define por fir) = A, ¢ > (. Hallar su transformada de A4
Laplace.
Aplicando ta ecuacidn (7) a la funcion f{¢} = A tendremos
L] ) b 1 ]
L[4] = J Ae st di = [-—A* e‘“J = 4 0 _ ¢
o 8 8 5
Fig.11-1
Ejemplo 2.
Hallar la transformada de Laplace de la funcidn f{#) = ¢ ™™, siende a una conslante.
x ol 1 = 1
- — —at —st = —{a+s8}t = — = (a+alt =
L [e—at) --Ju g-atg—st dt J; e~ ta dt [ (a-i-i}e ]-: Py

265
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Ejemplo 3. Hallar la transformada de Laplace de'la funcidn f{7) = sen wr.

w : ’ oo
Lisenwt] = f senwt o-st df = | TS{SENwtle™M —~ o~ con wt = w
0 $2 + o2 o s2 + of

Ejemplo 4.  Hallar la transformada de Laplace de la funcidn derivada, dfjdr.
£ [dffdt] = f {df/dtye—s dt
1}

Integrando por partes,J wdv = wv — f v du siendo u = ¢, dv = df, v = f,

L[dffdt] = [e—"f]o —J; fl—se "y dt = —f{0+) + sj; fe~vdt = —f0+) + sFs)

en donde f(0+) es el valor de la funcién cuando se aproxima a cero por la derecha, es decir, el valor de Ja
funcién para t = (04 ),

Ejemplo 5. Hallar la transformada de Laplace de la funcién integral, ff(t) dt.

.c[f f{udt] - f: | srde e-rag

Integrande por partes, haciendo u = ff{t} dt y dv =e " dlt,

-c[f i3] dt] = [f f(t)dt (*%s"")]: - f: (—ie"“) ) dt
L e

es el valor de la integral en 0+, que se puede escribir también £~ (0 + ). Asi, pues, la trans-

+ % F(s)

o+

en donde f Flt) dit
0+

formada de Laplace de una integral s

o froa] = (re+ (1o

Los pares de transformadas obtenitdos figuran en la Tabla 17-1.

APLICACION AL ANALISIS DE CIRCUITOS

En el circuito serie RC representado en la Fig. 17-2 el condensador tiene una carga inicial g, con
la polaridad indicada en ¢l esquema. Al cerrar ¢f interruptor, debido al generador de tensién constan-
te V, y a dicha carga inicial, circula una corriente de intensidad variable 4, de manera que la ecuacion

[ A .

A0 | 1 demmazides e
QITETETICId]l el CLILUIbg ©

1
Ri+ g fidt =V () | —~

Llamando I(s) a la intensidad de corriente en el dominio de la va- l ﬁ’
riable s y aplicando {a transformada de Laplace a cada término de +
v

la ecuacion (2) resulta = .
L [Ri] + .C[-éfidt] = £V} (3) T : quc

RIg + 20, 1700 (4) Fig. 17:2

R

Ahora bien, f7! (0+) = f‘idt o = g{0+). La carga inicial ¢, es positiva en la armadura

superior del condensador, la misma que la del borne superior del generador V. Por tanto, el -signo es

positivo. Introduciendo g, en la ecuacion (4},

.RI(s)+£l+g%=¥ (5)

Agrupando términos y sacando factor comun f(s),
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Tabla 17-1

TRANSFORMADAS DE LAPLACE

ft) Fis)
1. A t=0 %
2. At t=0 ;‘%
—a 1
= o s+a
. 1
4. et (s + m)2
(A
5. sen w P
&, oy wi ;Ti.__b;
=
$5¢N # + w o84
7. sen {wl + 8) o
1
™
SCOSE — wSEN Y
8. 08 (wt + 8) i
N | ]
9. e °tsen wi ] M{s—ka]'z ¥ o2
—ar i {s + a)
10. P cos ut GraE T
[
11, senh wt R
s
]2 cosh wi §F — i
13. dffdt sF(s} ~ f(0r+}
" Fis) f-H{o+
14, j fit) dt B, LU )
|
15. { Kt —ty) e~ Fis)
4. ] fF(8) + fo(6) Fi{(s) + Fyls}
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1 v
I[S)(R + C_.‘:) = 5 g{é (6)
1 1 V — q4/C 1
Fi = iV — I i ——
con lo gue (s) s ( 7:/C) (R + 1/sC) R (s + 1/RC} @)

La ecuacién (7), en el dominio de la variable s, tiene su correspondiente i en el dominio de} tiem-
po 1. La operacidn por la cual F(s} se transforma en f{r} se llama transformada inversa de Laplace, y
se representa por el simbolo £7! [F(s)] = f{¢). En la Tabla 17-1 se observa que la funcidn F(s) del par
de transformadas 3 equivale al término 1/{s + 1/RC) de la ecuacion (7). Asi, pues, de la definicion de
la transformada inversa de Laplace y de {a tabla se deduce

. V — q/C\ . 1 — o/
o - () ] - T

La ecuacidn (8), en el dominic del tiempo, es la corriente transitoria que comienza a circular en
cuanto se cierra el interruptor en un circuito serie RC cuyo condensador contiene una carga inicial g,.
En la ecuacion (5), en el dominio de la variable s, ya se habian introducido las condiciones iniciales v,
en consecuencia, la ecuacidon que resulta de la transformacién inversa contiene dichas constantes.

Obsérvese que por simples operaciones algebraicas en (6) y (7}, la funcidn J(s) se ha reducido a
uno de los tipos que aparecen en la tabla, facilitandose de este modo la obtencion de la transformada
inversa de Laplace. ,

En la Fig. 17-3 se representa la funcion del tiempo con una corriente -inicial {V — go/CYR. Si
4o/C = V no existe régimen transitorio, ya gue la carga inicial del condensador produce una tensién
igual a la tensidn aplicada ¥. 51 la carga inicial ¢; es de polandad opuesta, cambia el signo asociado
a go/C, con lo que la intensidad de corriente Inicial podria ser muy grande.

Al cerrar el interruptor en el circuito serie RL de la Fi-

gura 17-4, debido al generador de tension V, circula una co- 4 _ch
rriente de intensidad vanable / de manera que, seguin las leyes
de Kirghhoff,
. di o ¢
Ri + Lo =V (9) Fig.17-3

dt
Aplicando directamente la transformada de Laplace a cada

término resulia VT— K ?

: di T
<Rl + [LG]. = €] o) | N A—

RIs) + sLl{s) ~ Li(0+) = V/s (11) Fig. 17-4

corriente inicial {0+ Yen un circuito serie RE, que es gero anies de ~errar el interruntor, también
t0+ ten un Circuito serig K4, que esegroanies d ar el interruntor, tambien

lo es para r = 0+. Sustituyendo #{0+) = 0 en la ecuacion (17),

Is){R +sl) = Vis (12)
_ v_ 1 = Y/n__ 1
i ls) = Smwmvsp = LG (13)

La funcion en la variable s de la ecuacién (/3) no aparece directamente en la Tabla 17-1; sin em-
bargo, si se escribe en la forma A/s + B/(s + R/L). teniendo en cuenta los pares 1 y 3, el par 16 indica
que la funcion del tiempo total es la suma de dos funciones del tiempo, es decir, £ {F (s} + F,(s)] =
fi{r) + f,{z). Para obtener la suma descada se descompone ¢l segunde miembro de {/3), prescindiendo
de la constante /L, en una suma de dos fracciones

1 A B A(s+ R/L) + Bs

SGrRL) s T GARE T s+ BID) (14)

De los numeradores se deduce la sigmente ecuacién en la variable s:

1 = (A+B)s + AR/L (15)
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fgualando los coeficientes de los términos de igual grado en s resulta

A+B =0, A=L/E, B =-L/R (16)

Mediante las fracciones simples indicadas, con 4 y B deierminados, la ecuacion {/3) se convierte.cn
. V/L/R ~LIEy V1 1 -

Is) = L( s " STR/IL)] T E(E—5+R‘XL> (17)

Aplicando las transformaciones 1 y 3 de la Tabla 17-1 se obtiene la expresién de la transformada
mversa, es decir,

-1 —_ = EI -1 ; — —1 1
el = i = gl 3] - o) (18)
con to que IS %(1 — e (RILY - (19)

La ecuacion (19) es el conocido crecimiento exponencial de la intensidad al valor V/R del régimen per-
manente.

METODOS DE DESARROLLO

En ¢l andhsis de circuitos es necesario, con mucha frecuencia, expresar un cociente como suma
de fracciones simples con objeto de hallar la transformada inversa de Laplace, ya que en el dominio
de Ip variable s la corriente suele venir definida como cociente de dos polinomios en s,

en donde Q{s} es de mayor grado que P(s). Ya hemos visto un e¢jemplo de desarrollo de un cociente en
ta ecuacion (/4).

Vamos a examinar ahora la aplicacidn del método de desarrollo en fraceiones simples a los dife-
rentes casos que se presentan con los cocientes de dos polinomios. Asimismo, veremos otro importante

método basado en la formula del desarrollo de Heawviside. Su aplicacidn conduce, por otro camino,
al calculo de la transformada inversa de Laplace de un cociente de dos polinomios.

1. Desarrollo en fracciones parciales.

La ecuacion {20) se puede escribir como una suma de fracciones cada una Jde las cuales tenga por
denominador uno de los divisores de Q(s) y por numerador una constante. En el desarrollo del cocien-
te P(s)/Q(s) se deben considerar las raices de ((s). Esias pueden ser reales o complejas, lo cual da lugar
a los siguientes casos.

Caso 1. Raices reales simples de Qf(s).
Consideremos la siguiente expresion de la iniensidad de corriente en ¢l dominic de {a variable s,

P(s) s — 1
I = T e
(s) Q(s) 5?4 3s + 2 (21)
Descomponiendo en factores Q(s), la ecuacién (27) adquiere [a forma
s —1 _ A B
I8) = gioesy = s+2 T s+t (22)
Paras = —2 ys = —1 la expresidn anterior tiende a infinito, estos valores de s se llaman polos

simples de la funcion. El coeficiente de un polo simple s = s, viene dado por f(s) (s — s} |’=,i Por tan-
(o, para hallar el coeficiente 4, multiplicamos los dos miembros de (22} por (s + 2): ¢

L ) ) | B
FioGrnetY = AT grpbtd (23)
: ~ _ 51 B
Sustituyendo s = —2, A = S = 3
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s — 1

Andlogamente, B = s¥el__, = -2

Sustituyendo estos valores en {22), la intensidad de corriente en el dominio de la variable s es

3 —2

1(s) s+2 t s +1 (24)
La transformada inversa de Laplace de f{s), de la Tabla 17-1, es i = 3¢ % — 2¢™ ",
Otro métode. Multiplicando los dos miembros de {22} por (s + 2)s + 1):
s—-1=Ai{s+1)+ B(s+2) = (A+B)s + A+ 28
Igualando los coeficientes de los ierminos de igual gradoens, A + B=1y 4 + 2B = —1, Por tan-
to,A = 3y B = -2, que son los mismos valores gue se obtuvieron anteriormente. Este método con-

duce siempre a un sistema de ecuaciones gue se ha de resolver para deducir los coeficientes, mientras
que en el primer método se obtienen ecuaciones independientes para cada coeficiente.

Caso 2. Raices reales maltiptes de Q(s).
Consideremos la siguiente expresion de la intensidad de corriente en el dominio de Ja variable s:

P(s) 1 1

) = 38 * EF76+9 = sm+ap - (#9)
1 _ 4 8 C
Entonces, ;{s—+3—}2 = 3 + s+ 3 + a7 (26)
Multiplicando los dos miembros de (26) por s y haciendo s = 0,
1 1
A = ¥R, 9

En el caso de raices muitiples, el coeficientie del térmuno de segundo grado viene dado por
I(s) (s — so)* |, =, - Por consiguiente,

1 _ 1
¢ = §L=—3 - —g )
El coeficiente del término lineal viene dado por a expresion s [1{s) (s — s0)?] .« Es decir,
o d/ 1 1
B o= &l = 8 = 3

Sustituyendo estos valores en Ia ecuacion (26) se obtiene la intensidad de corriente en el dominio
de la variable s,

L

b i (27)

Its) = s+3  [s+ap

con lo que la transformada inversa de Laplace €5 i = § — g™ 7' — dre™ .
Oiro método. Multiplicando los dos miembros de (26) por s{s + 3}* resulta

1 = A(s+3)2+ Bs(s+8) + Cs = (A+B)s? + (64 +3B+()s + 94

Igualando los coeficienies de los términos de igual gradoens, 4 + B = 0,64 + 3B + C=0y%4 = 1;
por tanto, 4 = §, B= —§ y C = —4, que comcide con lo que obiuvimos anteriormente.

Caso 3. Raices compiejas de (Hs).
Consideremos la siguiente expresion de la intensidad de corriente en el dominio de ta vanable &:

_ Pls) _ 1 _ 1
i) = Qis) ~ £+4s+b  Br2+iHs+2—9) f“",‘”

Como las raices de {(s) son complejas conjugadas, los numeradores de las fracciones tambin han
de ser conjugados. Es decir,
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1 A A
C¥2+i)s+2—7) = s+2+7  s+3=; (29)

Multiplicando los dos miembros de {29) por (s + 2 + j) y haciendo s = —2 — j resulta
1

AT T, T Y AT

Sustituyendo estos valores en la ecuacidn {29), la intensidad de corriente en el dominio de la variable s es

- _ 1t —i3 -
8 = s s (39)

La transformada inversa de Laplace es / = ¢~ sen 1.
Otro método. Multiplicando los dos miembros de (29) por (s + 2 + j}{s*% 2 — ) se obtiene
1 = A(s+2~7)+ A¥s+2+7)
Igualando los coeficientes de los 1érminos de 1gual gradoens, 4 + A* = 0y A(2 — ) + A*(2 + j) = 1;
por tanto, 4 = j3 y A* = —ji.

2. Formula del desarrollo de Heaviside.
La férmula de Heaviside establece que la transformada inversa de Laplace del cociente

I(s) = P(s)/Q(s}es
-1 ﬂs_} — s Pla) oyt
< [Q{s}:l ~ El Qg (81)

en donde los coeficientes a, son las n raices distintas de Q(s).
Apiicando este desarrollo de Heaviside a la expresion de la intensidad de corriente en el dominio

de la vanable s del caso 1,

— Pls) _ s —1 | _ §—1
I8 = 0@ = F+3s+2 = EroG+) (52)

Ahora bien, P(s) = s — L, s} = s’ + 38 +2yQ(s) =2s + 3. Lasraices son g; = —2ya, = —1.
De (3{) se obtiene

S - P(s) . P2 P(-1) . _ ::i -2t __2 -t = -2 -t
i = [ I(Q—(s_ﬂ & Q’{—Z)e a4 Q’(—l)e = 7€ * 4+ T ¢ ¢ Je ¥ — 2
TEOREMA DEL VALOR INICIAL
Del Ejemplo 4,
clafrat) = § (@panede = sEs) — f(o4) | (28)
, ,
Haciendo el limite de la ecuacién (33) cuando s — oo,
lim (dffdte~v*dt = Hlim {sF(s) — f(0+)) (84)
| L] 0 k=

En el integrando aparece la funcidn e™*, que tiende hacia cero cuando s — co. Por tanto,

lim {sF{s} — f(0+}} = ¢ (35)
Como f(0+) es una constante podremos escribir la expresion (35) en la forma |
flo+) = lim {sF(s)} (86)

La ecuacidn {36) constituye ¢l enunciado matemdtico del teorema del valor inicial. Por consiguiente,
para hallar €] valor inicial de una funcion del tiempo, f{7), se multiplica por s la funcién correspondicate
F(s) en el dominio de la variable s y se¢ hace el limite cuando s — o,
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Ejemplo 6.
En el circuito serie RC de la Fig. 17-2 la expresién de la intensidad de cbrricnte, en el dominio de la va-

, - qo/ 1 _
rable s, es fis) = 7 ({s+ 1/RC) ) [véase ecuacion (7)]. Hallar la intensidad de corriente inicial {0+ )

aplicando e} teorema del valor inicial.
De la ecuacién (J6).

) L V — q4/C % V= g/C
Ho+) = ]‘_’.‘L{ 7 ((s-i—lfRC])} = —F

Este resultado se pone de manifiesto en la Figura 17-3.

TEOREMA DEL VALOR FINAL

En el Ejemplo 4,

F

Lldfidt] = J(; (dffdi)e

Haciendo el limite de la ecuacion {37} cuando s — 0,

lim nw(dfz'_dt)e—"dt = lim {sF(s) - f(0+)) (48)
Como  lim :{dﬁdﬂe““dﬁ = f “df = fo) - FO) oy lim f(0+) = f(0+), la ecuacion
(38) se convierte en f=) = f(0) = —f(0+) + lim {sF(S)} (39)
o bien f(=) = lim {sF(s}] (40)

La ecuacién {40) constituye el enunciado matemdtico def teorema del valor final. Por consiguiente,
para hallar ¢l valor final de una funcidn del tiempo, f(z), se multiplica por s la funcién correspondiente
F(s) en ¢l dominio de la variable s y s¢ hace ¢l limite cuando s — 0. Sin embargo, la ecuacién (40) solo
se puede aplicar cuando todas las raices del denominador de s F(s) tienen las partes reales negativas.
Esta restriccion excluye las funciones senoidales, ya que la funcidn seno estd indeterminada en el in-

finito.

Ejemplo 7.
Ean ef circuito serie RL representado en la Fig. 17-4 la intensidad de corriente en el dominio de la variable

sesHis) = B i Ri r,[vease ecuacion (/7)]. Hallar la intensidad final aplicando ¢l teorema del valor
s -I—

final.

De la ecuacion {40}, .

cey = hwpls_ s L
=y = E]—?}JR{S S'I‘R;"L} = VIR
ANALISIS DE CIRCUITOS EN EL DOMINIO DE LA VARIABLE s DE LAPLACE

La ecuacién del circuito serie RLC represemado en la Fig. 17-5 es

Rt'rL Cfldt = ¥ (41)

Esta ecuacidn integrodiferencial ba sido rcsuelta en el Capitulo 16 por los métodos clasicos al efecto.

En régimen permanente senoidal, las impedancias complejas de los tres elementos del circuito R,
Ly C, en funcion de w, son R, jwlL y 14wC, respectivamente. Transformando la ecuacidn del circuito,
escrita en el dominio del tiempo, al dominio de la pulsacion, las corrientes y tensiones se convierten
en fasores. En estas condiciones, la ecuacién del circuito serie RLC de la Fig. 17-6 es

RI + juLI + (}7uC)} = V : (42}
La ventaja que se deriva de la transformacion es que la ecuacion transformada se puede tratar algebrai-

camente despejando en ella el fasor intensidad de corriente k. Las diferentes caidas de tensién son los
productos de la impedancia de cada eiemento particular del circuito por dicho fasor intensidad.
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R L R j "
¢ oL e
\_ ' N
N Y
Ay 6
v v
Fig.17-5 _ Fig.17-6
En el método de la transformada de Laplace, a la P
caida de tension en una resistencia Ri, en el dominio del R sl )
tiempo, correspende RI(s) en el dominio de ]a variable s, . L4 150 wWhC
Andlogamente, a la caida de tensidn en una bobina, W —
L{di/dt) corresponde sLI(s) — Li(0+), y a la caida de ten- _ O
sién en un condcnsador,l f 1 dt, correspondeif{s) + E Vis)
C sC sC Fig, 17.7
Por consiguiente, el circuito serie de la Fig. 17-7 satis-
face la ecuacidn
| . 1,8 -
Ri(s) + sLI(s) — Li(0+) + _s1s) + S—Cﬂ = V(s) (43)
o bien I(s){R +sL +1/sC}y = Vi(s) — q,/sC + Li{0+) (44)

En la ecuacidn (44) el término R + sL + 1/sC, o impedancia Z{s) en el dominio de 11 variable S,
es la relacion entre la excitacion y fa respuesta. Se observa que Z{s) tiene la misma forma que la impe-
dancia compleja en régimen permanente senoidal, R + jwl + 1/40C. El sistema de ecuaciones que
resulta al aplicar los métodos de las corrientes de malla y tensiones en los nudos en el andlisis de cir-
cuttos s¢ transforma facilmente al dominio de la variable s, teniendo en cuenta los signos y las condi-
ciones iniciales Li0+) y qg,o/sC.

Consideremos el circuito representado en la Fig. 17-8(a) por el que circula una corriente de inten-
sidad #, cuando ¢! interruptor estd en la posicion 1. En ¢l instante ¢ = 0, el conmutador pasa a la po-
sicién 2, introduciendo en el circuito un generador de tensién constante ¥ y una carga inicial g, en el
condensador. El sentido positivo de la corriente i ¢s el de las agujas del reloj, como aparece en ¢l es-

quema.

—— C — lf—
. i AR L
'R A _L +1 R iy /S U\ /]
i b %o Lito+) 1/sC au/sC
+ 1
5 Y o
Il FaY
e—fl @,
v Vis
(a) - (b}
Fig. 17-8

La tension constanie del generador se transforma en V/s, y la intensidad de corriente que circula
en I(s), como se indica en la Fig. 17-8(#). Los términos que constituyen las condiciones iniciales repre-
sentan generadores cuyo sentido aparece en el esquema del circuito y la ecuacion correspondiente es
idéntica a la ecuacion {44). Es evidente que si la corriente inicial i, circulara en sentido contrario, o la
carga g, tuviera polaridad opuesta, los signos de los términos Li(0+ ) y g,/sC, respectivamente, cambia-
rian de igual forma. Los ejemplos siguientes ponen de manifiesto cdmo las ecuaciones en el dominio de
vanable s son andlogos a las ecuaciones fasoriales que vimos anteriormente. Todos los teoremas de
circuitos estudiados en régimen permanente senoidal tienen su expresion en el dominio de la variable s.
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Ejemplo 8.

ANALISIS DEL REGIMEN TRANSITORIO POR LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

[CAP. 7

En el circuito de dos mallas de la Fig. 17-9 s¢ eligen las corrientes de malla en el dominio de la varable s
como se¢ representa en el propio esquerna. Si se cierra el mterrupior en el instante 1 = 0, deducir las expresiones

de I, (s} & f,(s).
Al cerrar el intesruptor se aplica al ¢ircuito la 1ension

G o=

Vis del generador, v ¢l sistema de ecuaciones en 1as corrien-
tes de malla cs @ ﬂm R
Rl II{S) - Rl IE‘S) &S VJ"S
(R, + By +sLyI(s) — By L(s) = Lio+) vh = R, sL
Como la intensidad de corriente inicial en ia bobina es cero, l Li(o+)
el sistema anterior, escrito en forma matricial, es
r R1 _'R! _‘ rfi{s)—‘ [_V{s-l. - i o
= Fig.17-8
I.—Rl Rl + R2 + SL |'I2(5) ¢
Para despejar los valores de J,(s) e [,1s) se resuelve el
sistema por el método de sustitucién o por la regla de Cra-
mer; en cualquier caso, se abtiene
1% R] + Rz + 5L Vv 1
he = ¥ 1 e =Y
T S R D) ® = R+l
Ejemplo 9. -
N | -—fUU\——O—f*“‘“‘«-@
Escribir la ecuacion, en el dominio de la vanable s, de sl O+)
la tensién correspondiente al nudo principal del ctreuito 4
representado en la Figura 17-10. i
El nudo / y ! de referencia se eligen como s¢ indica Vs = R g R
. . , . - 1 4
en el esquema; al cerrar el interruptor, la ecuacion del nudo es
— ~ Lt V. (s) V,{s)
Vils) = Vis ~ Li04) 1 A .
sl R, Ry -
o (AL + VR, + UR)Vyis) = YT AT Fig. 17-10
La intensidad de corriente inicial por ia bobina es cero; por tanto, la ecuacion de la tension en el nudo, V,{s), es
|4 R;R,
Vis) = —( )
ile) s \B,R, FsL&, + sLR,
Ejemplo 10,

Escribir ¢! sistema de ecuaciones en las corrientes de
malla, en el dominio de la variable s, del circuito representa-
do en la Fig. 17-11 en el caso de que la carga inicial del con-
densador sea gq.

Se eligen las cornentes de malla como se indica en el
esquema. Aplicando las leyes de Kirchhoff a las dos mallas,

V/is

(B, + Ry Li(s) — By Lyls)
—qy/sC

y (R FUO L — By Is =

Este sistema de ecuaciones, en {orma matricial, es

€R1+R= —R, P,(s) B V/s
L —R, R +1/5C || Lis) T —gfsC

oo
14(s) m_‘_
R, 1/sC
K,
+
V/s T 1 gu/sC
Fig. 17-11
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Problemas resueltos

17-1 Haliar la transformada de Laplace de la funcidn e * cos wf, siendo a una constante.

"]
Por definicion, £ [/(f)] = f f(t)e—s d¢, aplicada a la funcién dada, resulta
1]

= ]
Lle~* coswt] = f cos wl e~ (34alt gy
0

[—{s+a) oSl e~ (0Ha)l 4 g—Gatadt ,gepn wt -
{s +a)? + ,2

— 5+ a
(5+a)+ 42

17-2 SiL [f(#)] = F{s), demostrar que £ [e ™)) = F(s + a). Aplicar este resultado al Problema 17-1.

Por definicion, 2 [f(8)] = f(te=w dt = F(s). Entonces,
0

0 o
' +
Como £ [cos wi] = ST'-E_E' (véase Tabla 17-1), de (/) se deduce £ [e—** cos wt) = E-_*:T}z-@m. como se ob-

tuvo en el Problema 17-1.

17-3 Hallar la transformada de Laplace de la funcién Sty =1 — e " siendo 2 una constante.

Tendremos
o b a0
L[1—e-ot] = f (1—g-otje—stgy = f e~Mdt ~ f e~ (stalt gy
0 0 0
_ .....ls—nl -+ 1 g—(a+ajkt ® - _1; —_ ) - a
s s+a A s 5+ a s(s + a)

N
174 Hallar £ l[m]

Descomponiendo en fracciones simpies,

1 _ 4 B c
s{s?~g?) s +s+n+s—a
e donde los coeficientes son
4 = 2 —af| _ a2 N ss—a}| __ T Za T s(s+a) .. 2
. _ 1 _ _y | —1/a? 1! 1/2at _q¢1 1/2a2
A | ) R B — 1f —re 1 1] 4= 1
hora bien, £ [S(SE""{IEJ:‘ £ [ : :| + L e + P

Buscando en la Tabla 17-1 las funciones del liempo correspondientes,

1 1 1 1
-~ - _ Il -
Wy ‘:s—-————-(sz - az}] & + i ¢ at -} 242 eat

1 —uoi
= -3 l(e*“+e
17

Y 5 ) = ali(cosh ai — 1)
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- s+1 :l
17-5 Hallar . I:s(sz+4s+4) .

Descomponiendo en fracciones simples,

g4+ 1 - A B C
S

s ¥ 27 Yirz Y srep

]
|
i
[ ]
B | e

: - s+1 _ 1 +1
Entonces, | A = (5+2}2‘.=0 =7 y c =5 !

El coeficiente del término de segundo grade es

dis+1 1 1
e R
d& B 1=—=1 sgL.w—z 4

o - s+ 1 — [ - —1 i %
Ahara bien. f‘[m] = "1[;]’“‘ ’[m]**"[m]

Buscando en la Tabla 17-1 las funciones del tiempo correspondientes,

1| __8+1 - 1 1 1,,-2
o l:s(si'+4s+4)} rE 1

o om
17-6 En el circuito serie RC representado en la Fig. 17-12 /_‘\

la carga inicial del condensador es g, = 2500 x 1076
culombios. En el instante ¢ = 0 se cierra el interruptor,
con o que al circuito se le aplica una fuente de tensién
constante ¥ = 100 voltios. Hallar la intensidad de la
corriente que circula aplicando el método de la trans- o 50 uF
formada de Laplace. : :r

+
100 v =-

La ecuacién del circuito en el dominio del tiempo, después
de cerrar ¢l interruptor, es Fig. 17-12

N _ - b 1 (i =
Rt-l-E,f:dt = V o bien 101-#-50)(104,!1&: = 100

Aplicando la transformada de Laplace 2 los términos de (/) se obtiene la ecuacitn en el dominio de la variable s,

I(s) do _ oo

0I6) + g5710-65 T 561005 — g

Como se muestra ¢n ¢l circuito, ia polaridad de la carga ¢, es opuesta a la correspondiente de la fuente: por

tanto, lg ecuacidon en el dominio de la variable s es

Hs) 2600 X 10~ 100
1048 + BOX10-86s — BOX10-%g  §
Agrupando términos J{s){w’ +2X 10"} _ 150
5 B
o bien = .16
' Is) 2T Zx 108

Aplicando ahora la transformacion inversa de Laplace resulta la funcion del tiempo

- ~ 5 = p- 15 = -8 103
£ i) = & = £ i[m] =  15e~-8x10%

Si la carga inicial g, fuera positiva en la armadura superior del condensador el signo de g,/sC

en la ecuacién (3) seria positivo. En estas condiciones, ¢l segundo miembro de la ecuacion (4) seria 50/s, con
lo que circularia una corriente de intensidad i = 5e7 219 A,

17-7  Eor el circwito RL representado en la Fig, 17-13 el interruptor permanece en la posicién 1 hasta
que sc establece ¢l régimen permanente, y el instante ¢ = 0 pasa a la posicién 2. Hallar la inten-
sidad de la comriente que circula.
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Supongamos que el sentido de circulacion de la corriente es ef
que aparece en el esquema. La intensidad inicial es iy = — 50/25 =
-2 A . I g2 . ‘\ 250
La ecuacion en el dominic de! tiempo es
+
25i + 0,01{difdt) = 100 HsovE=E E=iwov
: . + 001 H
Apiicando la transformacién de Laplace en (/),
25 1(s) + 0,0is f(s} — 0,01 i{D+) = 10O/s (2)
Fig. 17-13
Sustituyendo i(0+) por su valor,
25 I(s) + 0.01s d(s) + 0.01(2) = 1005 3)
- P 160 0,02 104 2
5] = = = e
LIRS )T S001s + 25) T 001 535 sts T 3500) ~ 5 33556 #)
. .
Desarrollando —~— - de la ecuacién (4) en fracciones simples,
s{s + 2500} :
104 . A, _ B
s(s + 2500} s s+ 2500 (5)
- = 100 = - 1
Entonces. = ¥ 2500),., = 4 y = e by = 4
Sustituyende en la ecuacion (4),
. 4 _ 4 _ 2 _ 4 _ 6
I8 = 5 - s =00 s+2500 ~ s 5+ 2500 ()
La transformada inversa de Laplace de la ecuacion (6) es i = 4 — go—2500r
178 En el circuito serie RL representado en la Fig. 17-14 se
cierra el interruptor en el instante ¢ = 0, con lo que al cir- 0 e
cuito se aplica un generador de tensién exponencial p = T8 N :
50e~'%% voltios. Hallar la intensidad de la corriente que LY
¢ircula. : B t
La ecuacion de este circuito, en el dominio del Liempo, ©s 02 H
Ri 4+ Lidi/fdt} = v {1)
En el dominic de la vanable s, l2 ecuacion (/) adquiere la forma Fig. 17-14
g.17-
RIts) + sLI(sy — Li(0+) = Vis) (2)
Sustituyendo en (2) las constantes del circuito y la transformada de Ja fuente Vis) = S0/(s + 100},
- 50 : 250
0f 0.2 PR —— =
108} + s{0.2)fis) =T 100 © bien (s} s 100)(s 30 I8}
Mediante la formula del desarrollo de Heaviside, £ —1 {(I{s)}] = -t fﬁl] = EAC) et donde
Q(S} n=]1,2 Q'(ﬂ‘u} '

P(s) = 250, Q(s} = s®+ 150s+ 5000, Q'(s} = 2s + 150, 8 =-100 y a,=-50. Por tanto,

o= LUUis)) = E%%e—-wo: + gs%ge—”‘ =  —be~l00¢ | fe—il
179 Al circuito serie RC representado en la Fig. 17-15 se le —
aplica un generador de tension senoidal v = 180 sen (20007 /:\

+ ¢1 voltios y el condepsador tiene una carga inicial Go = 400
1250 x 107% culombios con la polaridad indicada. Hallar v C,..DI

la intensidad de fa corriente que circuia por el circuito si
se cierra el interruptor en el instante en que ¢ = 90°. Q'oT 25 uF

La ecuacién del circuito, en ¢l dominic del tiempo, es

. 1 . N .
401 + 25><—10:Ef‘ dt = 180 sen {2900£+99°] (1) Fig.17-15
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Aplicando la transformada de Laplace a la ecuacion {/) resuita {a ecuacion en ¢l dominio de fa variable s,

1 2o - s sen 90° + 2000 cos 90°¢° »
016 + o995 1® t Exio-0s 130{ f T 4xX 100 } )
ntroduciendo en (2} el valor de iz carga inicial g,
4104 _ 1260 x 10-%  _ 180 s
8016} + ——1Hs) + S 0ey T FFAKI0
, _ 4,5 52 _ 126
o bien I8 = @i ixie+ri9 s+ 10 )
Aplicando {a férmula del desarrollo de Heaviside al térmi 4,5 s ;
plicando {a . isl érmino T X108 TS de (4) resuita
P(s) = 4552, @Q(s) = s + 10922 + 4X 1085 + 4 X 10% Q'(s) = 8s2 + 2X103s + 4 X108,
a, = —j2X 103, a; = j2X 205 y ag = —10% En estas condiciones,
e = P2 x10%) et ;o PUZ X109 paxiyote | P(Z10%) g _ ~10°
T gCExI T eEan T g e T Lk
= (1.8 — j0.9)e 210 L {18 + j0,9)/2* 10 _ 0,35, 10" (4)

= —1,8 sen 2000 + 3,6 cos 2000t — 0,35¢ '°¥

= 4,02 sen {2000: + 116,6°) — 0.35¢ 710"

Para r = 0, la corrienile viene dada per el cociente entre la 1ensidn instantinea —tension de la fuente
mas tension de la carga del condensador— y la resisiencia. Esto es,

— &
iy = (1302n90°4%)/40 = 325A

§i hubiéramos hecho ¢ = 0 er la ecuacién (4} se habria obtenido ¢! musmo resultade.

17-10 En el circuito serie RL representado en la Fig. 17-16 la
tension senoidal del generador viene dada por v = 100
sen (500¢ + @) voltios. Hallar la intensidad de corriente Y
que circula si se cierra el interruptor en el instante en 0
que ¢ = 0. v GDI
La ecuacton general de un circuito serie RL, en el dominio
de la variable s, es .01 H
Ri(s) + sLI(s) — Lild+) = Vis) {H
0 es V(g — 500100}
La transformada de la fuente para ¢ = O es V(s) = ST+ (5001 Fig. 17-16
Como no existe corriente inicial en la bobina, L {0+ = 0. Sus-
tituyendo las constanies del circuilo en la ecuacidn (/)
B x 104 b x 108
= e s = 2
bI(s) + 00! I{s) T L8 % 10b - de donde  I(s) T 95 X 1090 T 500). {2)
Desarrollande (2} en fracciones simples,
_ 1+ ~1~j 10
LS 5<s T jsuo) t 5(5 = jEOD) T iTE0 )
Entonces, la transformada inversa de (3} es
i = 10sen 5008 — 10 cos 500t + 10e—300t = 10e—30% 4+ 14,14 sen (500t — v/4)

17-11 En el Problema 17-10, si la funcién de tension se escribe en la forma
v = 100gi0n ' (1)
se introduce un términc coseno en el generador. Hallar la intensidad de corriente por el cir-

cuite del Problema 17-10 mediante la ecuacién (/).
Para v = 100, Vi(s} = 100/(s — j500), y la ecuacidn ¢n ¢l dominio de la vanable s ¢s

5is ~ 0.01I(s) = 100/(s— 500} y I(s) = 10%/({s— ;500)(x + 500) (£
_ | 10— 410 , ~10 + §10 :
Desarrollando en {racciones simples, I(s) = =——oor + —“rgis (£
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17-12

17-13

Aplicando ahora la transformada inversa de Laplace # Ia ecuacién {3), la intensidad de corriente en funcién

del tiempo es
i = {10+ jl0)eis00t 4 (—10 + j10}e~ 590t

= 14,14ei(500t—7/4) L (—10 + 710)¢ 500t

= 1414{cos (5001 — #/4) + jsen (500t —wn/4)} + (—10+ jlo)e-s00¢ (4)

Como el generador de tensidn def Problema 17-10 solo contiene la parte imaginaria de (/), la intensi-

dad que circula es la parte imaginaria de la ecuacién 4), -
i = 1414 $en{b00L — v/4}) + 10g-—500¢

En el circuito serie RLC representado en la Fig. 17-17 no
existe carga inicial en el condensador. Si se cierra el inte-
rruptor en el instante 1 = 0, hallar la intensidad de co-

rriente que circula.
La ecuacion del circuito, escrita en el dominio dej liempo, es

. di 1 (.., _
Ri+ L+ g yid = ¥ (2)
Aplicando la transformada de Laplace a los términos de (4), se Fig.17-17
deduce la ecuacién en el dominio de la variable 5,
RIi(s) + S o S
(8) + sLiI(s) — Lif0+) + ol t 5 = T ., (e)
Las condiciones iniciales son L i{0+) = & ¥ 4o/sC = 0. Sustituyendo las constantes del circuito en (2) resulta
2I(s) + 1si(s) + L = 59 | @)
0.3 8
— b0 - 50
de dond? i) = s2+2s+2 s+1+4is+1—j o
Desarrollando (4) en fracciones simpies,

(s+1-+7 (s+1—7)

y aplicando la transformada inversa de Laplace a (5) se deduce &l vaior de |a intensidad de corriente en ef do-

minio dei tiempo,
T = Feb{el-1-Dt — el—lﬂin} = B50e-tsent

En el circuito de dos mallas representado en la Frg. 17-18 se eligen las dos corrientes de malla
como s¢ indica en el esquema. Escribir, en forma matricial, el sistema de ecuaciones en el do-

minio de la variable s y construir el circuito correspondiente,

¥ H 2 H 5 2% 2::!;(_?\‘4‘)
=0 oA e T [ Ny —""‘“‘"*-——‘v‘v‘v‘v‘v“"r' oo
N 3 o, 1/25
v t h oy, 2 ﬂ 60 ¥Fis) r 1,(8M I(s) 5
l 72/2s
Fig. 17-18 Fig. 17-1%
El sistema de ecuaciones en el dominio dei tiempo &s
5¢ + % fii dt + 51 = v y 10y + 2(diy/dt) + 6i;, = w {1
Aplicando la transforthada de Laplace en ¢/) resulta e} sisiema correspondienie en el dominio de la variuble s,
SIG) + 5o hiis) + o + BL(s) = Vi 1004) + 2806) — 2604) + 5L = Vi (2)

Ahaora s¢ puede determinar el circuito pedido en el dominio de la variable s mediante las mairices Z(s),
Ns) v Vis). {(Véase Figura 17-19.} - .

5+ 1/2s 5 [Ilis)i] [ Vis} — go/2s ]
B 10 + 2s | | T,(s) Vis) + 26,(0+)
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17-14 En el circuito de dos mailzs representado en la Fi-

17-15

gura 17-20 hallar las intensidades de corriente que \"—"vm% '
circulan al cerrar el interruptor,
El sistema de ecuaciones del circuito, en el dominio /_:\ /—_:;\\
del tiempo, es L -
107, + 0,02 %1 _ g,00 % R ho2 gﬁn
i, + 0, i ’2E=]00
p {7
: "
00222 4 sii -~ 002 _ g
dat d! Fig.17-20
Aplicando la transformacion de Laplace en (/),
(10 + 0,025) £,(s) — 0,02 [y(s) = 100/s (5 + 0,025} Jy(s} — 0,025 I,fs) = O 2)

De la sepunda ecuacién de (2) se obtiene

Lisy = Is) (ﬁ) ()

y sustituyendo en la primera ecuacién del dominio de la variable s,

10 + 0.02sM,(s) — — 5 . 100
{ Hht - D"UZS{I‘(SJ (s T 250)} = )
de donde Iis) = ¢6,67]- 5+ 250 l :
: T sls +166,T) | (%)
De la segunda ecuacion de (2) se obtiene
- 10 3,33 _
Mo = 5 T S¥aesy conloaue f = 10 - g3emimne (@
Sustituyendo (5) en la ecuacion (3) resulta la ecuacidn en el dominio de la variable s,
I - s + 250 5 — 1 . . _
#{s) 6,67 {s(s+ 166.7) [ 5+ 250 687 | — 1557 165,7 conloque 1, = 6.67c~ 1687t (7)

Aplicar los teoremas del valor inicial y final a las ecuaciones /,(s) e 7,(s}, en el dominio de la
variable s, del Problema 17-14,
Las ecuaciones en el dominio de la variable s de! Problema 17-14 son

i) = 667]_s+250 1 e I(s) = (;
1ls) {s(s +166,7} | als) 867 5T 1667
El valor inscial de i, viene dado por
: - . = : s + 250 -
1,(0) ‘lirri [s 1,(s)] slinl I:S,ﬁ'? (s__"-i- 16&7)] = 667A
y el valor final es
. L . s + 250 B _
o) = lim[she) = lm [6.67 (T"‘“‘“‘+ 1 55,7)] = 667(250/166T) = 10 A

El valor inicial de {; viene dado por

. — : '_ . S -
) = 'i_l.nl [s I,(s})] = nlivn:u- [6,6'? (——5 T 166,7)} = 667A
y el valor final es '
. s - _ s —
B=) = lmfshis)] = lim [6'67 (s 11667 )} 0

Examinemos ¢l circuito representado en la Fig. 17-20 para comprobar cada uno de tos valores inicial
¥ final. En el instante de cerrar ¢! interruptor, la bobina presenta una impedancia infinita ¥ la corriente tiene
una intensidad i, = i; = 100410 + 5) = 6,67 A. En cambio, en el régimen permanente, la bobina ¢s un

contocircutto; es decir, § = 10 A, i, = 0.
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17-16 Hallar la impedancia equivalente del circuito representado en la Fig. 17-20 y construir el cir-
cuito con esta impedancia.

En el dominio de ]a variable s, la bobina de 0,02 H tiene una impedancia Z(s} = 0,02s, con la qué se pue-
de operar igual que con jolL en el régimen permanente senoidal. Asi, pues, la impedancia equivalente vista
desde el generador es

; - 0.02s(dy _ 03s +50 s + 166,7 ;
Z() L +ﬁ,023 +5 ~ 002s+85 15( s + 250 {1)
Fl circuito de la Fig. 17-21 muestra la impedancia equivalente.
La intensidad de la corriente que circula ¢s o o
L = Y o 1_@.9{ s + 260 } he
L - - TEie 1 1EE-TY . .
Z{a) s | 10{s + 166,7) ® = 00/s Z(s)
[ s+ 250 1
= S iseT | | |
Esta expresion es idéntica a la expresion (5) del Problema 17-14, Fig.17-21
: con lo que la funcién del tiempo es i) = 10 — 3,33¢71°%7,
17-17 En el circuito de dos mallas representado en la Fi- 10 f
gura 17-22 no existe carga inicial en el condensador. — O ARAAAN
Hallar las intensidades de las correntes de malla 2
i, € i, que circulardn al cerrar el interruptor en el : A
instante ¢ = 0. +] Yy
50 V= - 0.2 F gmn

El sistema de ecuaciones del circuito, en €l domimo : -
del tiempo, s

! : .
1011 +C‘_'Ef‘ll di + 10?2 = Bo

BOi, + 105, = GO

1
) Fig. 17-22

y el correspondiente en el dominio de la variable s,

10 1,(s) +b-]2—51'1(s) + 101,03} = 50/s EO I {s) + 101,(s) = B0/s (2)

0 bien en forma matricial,

Po + 1/0.2s 10" ‘"1,{.-.)1 [50/.]
L 10 60

4 da(s)]

de donde 7,(s) = 5/(s + 0,625) ¢ i, = 5™ %%,
Para hallar i, se sustituye el valor de i, en la segunda ecuacidn (/) del dominio del tiempo:

—0,625%

50i, + 10(5e™ %257 = 50, de donde i, =1—¢

17-18 En el Problema 17-17 hallar 1a impedancia equivatente del circuito en el dominio de la varia-
ble s y calcular la intensidad de corriente total y las corrientes en las ramas.

La impedancia equivalente, en el dominio de la variable s, ¢s

40{1/0.2s)  B0s + 60 s + 5/8
Z@ = 10+ 02 T B+l w(s n 1/3) ()
En la Fig. 17-23 se representa el circuito equivalente por el que circula una corriente de intensidad
_ Viy _ B50) s+1/8 . 5+ 1/8
Iy = z9 = {10{54@8)} = st 5/m i

Desarrollando la expresion (2) en fracciones simples,

— 1 _4 . { - —ut/a
I{s) = . 5 T T 58 de donde 1 1 + 4e N



282 ANALISI{S DEL REGIMEN TRANSITORIO POR LA TRANSFORMADA DE LAPLACE [CAP. 17
- T '
I{s) 5
I(s) 1 2
1 I,(s)
60/5 = [] Z(s) 1/0,2s 4090
Fig. 17-23 Fig. 17-24

Ahora bien, las corrientes 7,(s) & {,(s) se deducen facilmente mediante la regla de las corrientes deriva-
das. En la Figura 17-24,

40 B ' : _
el = 1) (40 +I;’{J.25) = ;e (dedonde = 5enO
= ____l,f{]ls - = l — ._i I | -0,625
Lsp = 16 (40 ¥ l_,-’ﬂj's) = " sTgs dedende h=lo e

17-19 En el circuito representado en la Fig. 17-25 se

; ] . 100
cierra el interruptor en el nstante ¢ = 0y no 3 oM
w—— I .
+| i | F "J-'{]‘f, F
S0V T

existe carga inicial en los condensadores. Haliar
la intensidad de corriente resultante /i que se

muestra en el esquema. 54 50

La impedancia equivalente del circuito, en el do- ' :
minio de la variable s, es Fig. 17-2
(5 + 1s)(5 + 1/0.5s) _ 1258" + 438 + 2
(10 + i/s + 1/0,3s) s(10s + 3)

Zis) =10+

y la intensidad de corriente,
_@_E s{10s + 3) o 4(s + 0,3} . 3
= Zie) s (125% + 458 + 2) (s + 0,308)(s + 0,052) o

HEY)

Desarrollando la corriente en ¢l dominio de la variable s en fracciones simples,

1/8 + 31/8
s + 0,308 s + 0,052

i
f(s) = de donde [ = E g~ 0308 3{; g~ 00521

20 Aplicar los teoremas det valor inicial v final a la corriente, en ¢l dominio de la variable s, del
Problema 17-19.

C Hi 13 + L/ la corriente inicial e
= — mnicial es
omo lis) = — oo ¥ s o052 *
0 = I o e (L] a1l s _
W) = lim[slE) = lim [3 (s +0.308) + 3 (s +u.052)} = 4 A
v la corriente final es
: _ . I 1 5 a1 s —
=) = lim 8] = [ [8<s+0,308) g (s+0‘osz>] =0

Exammando el circuito tepresentado en la Fig. 17-25 sc deduce que, inicialmenle, la resistencia total
de] mismo es R = 10 + 5(5)/10 = 12.5 ¥, por consiguiente, #(0) = 50/12,5 = 4 A. En el régimen perma-
nente, pues, los dos condensadores s¢ cargan a la tensién equivalente de 50 V y la intensidad de corrente por

ellos es nula.
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17-21

17-22

17-23

17-26

17-27

17-28

Problemas propuestos

Hailar la transformada de Laplace de cada una de las funciones siguientes:
(@) flr) = At {¢} fUry = e ™ sen w {e) f{) = cosh awr
(b} fle) = re™ (d) f(1) = senh wt ) (1) = e " senh wr

{4

Sol. (a)-(e) Véase Tabla 17-1, {f) PRt —.

Hallar 1a inversa de las transformadas de Laplace de cada una de las funciones siguientes:

- s _ 3 - 25
(a) Fis) s+ 8 +1) @ Fi) = 5{sZ + 65 + 9 ) Fis) = T+ 4)(s + 6}
— 1 _ $ + 6
() Fls) = 2+ 75+ 12 (e) Fis) = 2+ 2% +6
_ bs _ 25 + 4
{¢) F(s) = ¥ riasTa {f) F(s) = 21 ds + i3
Sol.  (a) 2e~2 — ¢—¢ (d) § — fe~3% — te~u (@) M cos2t + Fsense — Jfeo—u
(6) e 3t — ¢-u (¢} e~ *{cos2t + 2 sen 2t |

(¢) 10e=2t — gt {f) 2e—% poa 31

Un circuito serie RL, con R = 10 chmios ¥y L = 0,2 henrios, se le aplica en el instante 1 = 0 una lensidn cons-
tante } = 30 voltios. Hallar la intensidad de la corriente por el circuito aplicando el método de la transfor-

mada de Laplace. Sof. =5 - 5750 5

En el circuito serie RL representado en la Fig. 17-26 se mantiene cerrado el Interruptor ¢n la posicién 1 hasta
que se establece el régimen permanente y se pasa a la posicion 2 en el instante ¢ = (. Hallar la intensidad de
corriente que circula. Sol. = 5730 A,

+ 0.5 H

Fig,17-28

En el circuito representado en la Fig, 17-27 se cierra el interruptor | ¢n el insiante 7 = O, y en el instante
t = 1" = 4 milisegundos se abre el interruptor 2. Hallar la intensidad de corriente en el régimen transitorio
considerande losintervalos0 < r < 'y ¢ < 1. Sol. i=2(1 — ™A i = 1,06e" 15001 4 (66T AL

En el circuito serie RL representado en la Fig. 17-28 se cierra el interruptor en la posicion 1 en el instante
t =0, yenelinstante { = " = 50 microsegundos se pasa a la posicién 2. Hallar la intensidad de corriente en

el régimen transitoric considerando los intervalos 0 <z < 'y ¢ > ¢
Sol. F=0,1{l — 7% A; i = 0,06¢72000°1) _ 05 A

El condensador de un circuito serie RC con R = 10 ohmios y € = 4 microfaradios tiene una carga inicial
do = 800 x 107° culombios en el instante en que se cierra el interruptor v se aplica una tension ¥ = 100 vol-
tios. Hallar la intensidad de corriente en ¢l régimen transitorio si la polaridad del condensador es (¢r) del mis-
mo sentido que la polaridad de [a fuente, (b} de sentido contraric.

Sol. la) i = — 1023 10% A (b} j= 30 25%10% 4

El condensadoer de un circuito serie RC, con R = 1000 ohmios v C = 4 microfaradios, tiene una cierta carga
imicial ¢, en el instante en que se cierra y se aplica una tensién ¥ = 50 voltios. Szbiendo que la intensidad de
corriente €8 i = 0,075¢7°" amperios, hallar la carga g, y su polaridad.

Sof. 500 x 107° C, de polaridad opuesta a la correspondiente de la {uente.
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I7-29  En el circuito RC representado en la Fig. 17-29 se cierra el interruptor en la posicién ! en el instante = 0

17-30

17-31

17-32.

17-33

17-34

17-35

Nl
1

17-37

y en el instante't = ' = | 7 (constante de tiempo} se pasa a la posicién 2. Hallar la intensidad de corriente en
¢l régimen transitorio considerando los intervalos 0 < ¢ < ¢ yr>t.

Sol. i =057 A < 0,516¢72900-1) A

o o

/ ] - o !
1 . | TN
! looa 5000
: 1 comnlouy .

+ 5 ,JF—TN %o :-:3 :F v ""DI

N -2V

'I' + Tsc uE \\L/ "“T”'s -
+

=)

-+

50 v

Fig.17-29 Fig.17-30 Fig. 17-31

Eu el circuito representado en la Fig. 17-30 el condensador, de capacidad €, tiene una carga inicial
g = 300 x 107° culombios en el instante en que se cierra el interruptor. Hallar ita intensidad de corriente
én ei régimen transitorio. Sof. §=275e743%10% a

En el circuito serie RC representade en la Fig. 17-31 la carga inrcial del condensador es g, = 25 x 1078 cu-
lombios y la fuente aplicada tiene una tensidn v = 100 sen (10007 + #) voltios. Hallar la {ntensidad de co-
rriente que circula si el interruptor se cierra en el instante en que ¢ = 30°

Sol. i = (,1535e7%%9% 4 0,0484 sen (1000r + 106%) A,

En un circuito serie RLC, con R = 5 ohmios, L = 0,t henrios ¥ € = 500 microfaradios, se aplica en el ins-
tante 1 = 0 una tension constante ¥ = [0 voltios. Hallar la intensidad de 1a corriente que circula,
Sol. i= 0,722 sen 139; A.
En el circuito serie RLC representado en la Fig. 17-32 la carga ini- /'
cial del condensador es g, = 1073 culombios y el interruptor se en- e 2 \

_]_ 55
9

cuentra en la posicién | hasta que se estabiece ¢! régimen perma-
nente. Hallar la intensidad de la corriente transitoria que circula

por el circuito al pasar por ¢! interruptor de la posicién 1 a 2 en el + )
instante r = 0, 0 v _::_ 200 uF
Sol. i=e 3" (2 cos 222r — 0,45 sen 2221) A. + %ﬂ-l H

A un circuito serie RLC, con R = 5 ohmios, L = 0,2 henrios ¥
C = 1 faradio, se le aplica una tensién » = 10e 2% yoltios, en el
instante : = 0, Hallar la intensidad de corriente que circula. Fig. 1792
Sol. i = —0,666e71%% 4+ 0,670e %% — ,004e- 2 A, )

Un circvito serie RLC, con R = 200 chmios, L = 0,5 henrios y C = 100 microfaradios, contiene un genera-
dor de tensidn senoidal » = 300 sen (500t + ¢} voltios. Hallar la intensidad de [a corriente transitoria que
circula al cerrar el interruptor en ¢l instante en que ¢ = 30°. :

Sol. i =0517e >4 — 0,197¢7 98¢ 4 0,938 sen (500: — 19°) A.

Un circuito serie RLC, con R = 5 ohmios, L = 0,1 henrios y C = 500 microfaradios, contiene un generador
de tensién sencidal v = 100 sen {2507 + ¢) voltios. Halar la intensidad de corriente que circula si se cierra

el interruptor ec el instante en gue ¢ = 0°
Sal. =€ (542 cos 13%r + LRY sen 1391} + 5,65 sen (2501 — 73,6} A.

En el circuite de dos mallas representado en la Fig. 17-33 se eligen las corrientes como se indica en ¢l esquema.
Escribir el sistema de ecuaciones del circaito en et dominio del tiempo, transformarlo en el correspondiente
en el domunio de la variable s y aobtener las intensidades de corriente transitorias i e iy

Sal. ) =251 + e ') A; {, = 5¢71%M 4

:"'" mrl

N N

gy S 1040 oy, 2 F

Fig. 17-33
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17-38 En el circuito de dos mallas representado en la Fig, 17-34 hallar las intensidades de corriente iy € i; que mrcu-
lan al cerrar el interruptor en el instante 7 = 0.

Sol. iy = 0,101e™ 1% + 989957 395% A j, = 5050710 4 5 4 05079950 A
T g T in :
5 o—AAA
+ i\ } 3 . m 100 }
0 v 2= o~ 20 4F oo v 2
o1 H 1 H 109
Fig. 17-34 . Fig.17-35

17-39 En el circuito representado en la Fig. 17-35 el generador de 100 voltios hace circular una corriente continua
por la primera malla y el interruptor se cierra en el instante ¢ = 0 introduciendo la resistencia de 10 ohmios
en paralelo con la rama que contiene la asociacion en serie¢ de R = 10 ohmios y L = 2 henrios. Hallar las in-
tensidades de corriente que resultan. Sol. iy =167 %" 4+ 5 A; i, = ~0,555¢"56™ 4+ 5 A.

1740 El circuito de dos mallas representado en la Fig. 17-36 contiene un generador de tension senoidal p = 100 sen
(2001 + ¢) voltios. En el instante t = 0, en que el &ngulo ¢ = 0, se cierra el interruptor poniendo en paralelo
la segunda resistencia de 10 ohmios con la primera. Hallar las intensidades de las corrientes de malla que circu-

lan con los sentidos marcados en el circuito.
Sol. i, = 3017100 4 896 sen (200t — 63,4°) A; iy = 1,505¢— 100 4 4,48 sen (200t — 63,4°) A.

wus H

Fig. 17-38
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Acoplados, circuites, 177, 182
flujo de pérdidas, 77
flujo mutuo, 177
Acopla, coeficiente, 178
Activa, potencia, 225
Activo, ¢ircutio, 139
Adelanto, dngulo de fase, 26, 29
corriente, 26, 29
factor de potencia, 69
potencia reactiva (VAR} 71
Adicion [{véase Suma)
Adjunto, 104
Admitancia, 36
circuito paralelo, 56, 57
circuito sene, 58
diagrama, 81, 32
entrada, 124
matnz, 123
transferencia, 124
Alterna, corriente, sistema bifési-
co, 195
sistema trifisico, 1935
(ransitoria, 249
Alternador, 196
Amortiguamiento, 248
Amperio, 2, 4
Angular, velocidad w, 45
Angulo de fase en adelanto o en
retraso, 25, 46
Arbol de un circuito, 101
Armonicos, 21, 220, 223
Auvtoinducciodn, 3, 177

B isimbolo de la susceptancia), 57

Banda, ancho (AB), 84

Bifasico, 195, 207

Bobina. factor de calidad @, 83
flujo de pérdidas, 177

Campo, eléctrico, 3, 246
magnético, 3, 244

INDICE

Capacidad, 3, 4
asociacion en paraielo, 10, 11
asociacion en serie, 10, 11
re.> ~ion carga-corriente, 3, 247
Capacitiva, reactancia, 30, 44
Caracteristica, ecuacion, 248
Carga, 1, 4
transitoria, 247
Circuito, acoplado, 177
activo, 139, 141
arbol, 144
bifasico, 95
bilateral, 157, 158
constantes, 3, 4
determinante, empleo, 104
dominic de la variable s, 272
ecuaciones de Kirchhoff, 99
elementos, 3, 4
equivalencia estrelia o tridngulo,
i55
fuente de intensidad constante,
143, 144
grafo, 11
tineal, 139
mallas o lazos, 99
matriz de impedancia, 107
método de las corrientes de ma-
la, 99
método de las tensiones en los
nudos, 121
nudos, 101, 121, 122
paralelo, 55, 56
pasivo, 68, 108
R, 25, 57
Ry C 2557
RylL, 26,57
ramas, 101
resonancia, 81
serie, 54
teoremas, 139, 155
trifasico, 197
Circular, diagrama {véase Lugares
geométricos, diagramas)
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Coeficiente de acople, 178
Compensacidn, teorema, 159
Complejas, magnitudes, argumen-
to, 36
cociente, 37
conversion, 38
forma bindmica, 36
forma de Steinmetz, 36
forma exponencial, 36
forma polar, 36
forma trigonométrica, 36
logaritmo, 38
mddulo, 36
multiplicacién, 37
suma, 37
Complejo conjugado, 36
raices, 248
Complejos, sistema de nimeros, 33
Complementariz, funcién, 242
Concentrados, elementos, 3
Condensador, 3
encrgia almacenada, 10, 246
Conductancia, 57
Constante, fuente, 5
Continuna, corriente, 3
Coentinuidad, corriente por una bo-
bina, 254, 255
tension en bornes de un conden-
sador, 256, 257
Conversion, estrella-tridngulo, 155,
157 -
fuentes, 139, 141
triangulo-estrelia, 157
Corriente, circuito paralelo, 33
circuito serie, 26, 54
dominio de la variable, 266
fasor, 46
fuente, 140
equivalente de Norton, 140
intensidad, 2
lugar geométrico, 87
matriz, 107
ramificacidn o division, 55, 56



Corriente, sentido, 2
iransitorio, 242
Corriente cantinua, circuito RC, 245
circuito RL, 242
circuite RLLC, 247
transitorio, 242
Cosenos, serie; valor eficaz, 17
Cramer, regla, 106
Cuadrada, onda, 6, 20, 228, 232
Cuatro conductores, sistema trifd-
sico, 196, [98, 200
Culombio, 1, 4

Delta, conexién {véase Tridngulo,
conexién)
Desarrolio, métodos, fracciones
simples, 269
Heaviside, 271
Desequitibrada, carga trifdsica. co-
nexidn en tridngulo, 199
estrella con cuatro conducto-
res, 200
estrella con tres conductores,
201, 2672
Desplazamierio det neutro, méto-
do, 2G]
Deternunante, 104
Diziécirica, constante, |
iJiente de sierra, Fourier, 219 .
onda, I7
vaior eficaz, I8
valor medio, 18
Diferenciales, ecuaciones, 242
Dirichlet, condiciones, 218
Distintas, rafces, 248
Dominio, pulsacidn compleja, 265
pulsacion o frecuencia circular, 46
iempo, 46
variables, 265, 272

Eficaz, funcidén senoidal, 18
seric de Founer, 225
valor, 16

Eléctnico, campo, 3, 246

Fleciron, 1, 2

Energia, 2, 84

Entrada, admitancia, 124
impedancia, 07

Equilibrado, carga en estreila, 198
carga en tridngulo, 197
método de los dos vatimetros, 204
potencia, 203
sisterna trifésico, 197

Equivalente, admitancia, 56
circuito, 56, 57, 182
impedancia, 54

Escaldn, funcidn, 265

Especifica, capacidad inductiva, |

- INDICE

Espectro de lineas, 223
Cstrella, conexidn, alternador, 196
conexion de cargas, 198, 200
Estrella-tridngulo, transformacién,
157
Euler, férmula, 36, 43
Exponencial, forma, magnitudes
complejas, 36
series de Fourier, 220

Factor de potencia, 69, 70
angulo, 69, 70
correccién, 71
elevacion, 71
en adelanto, 69
en retraso, 69
Faraday, ley, 177
Faradio, 3, 4
Fase, dngulo, 25, 46, 249
diferencia, 46, 47, 57
en adelanto o en retrase, 25, 46,
47, 57
secuenciz (polifasico), 196
Fasor, 43, 46
Final, teorema del valor, 272
Flujo, 177
Forma de onda, analisis de Fourier,
218
periodica, valor medio, 16
stmeétrica, 17, 221
" sintesis, 224
suma, 222
valor eficaz, 16
Forma, factor, 17
Fourier, series, forma exponencial,
220
forma ingonométrica, 218
Frecuencia, alta, polencia mitad, 84
ancho de banda, 34
baja, potencia mitad, 84
dominio, 46
espectro de lineas, 223
natural, 25}
resonante, paralele, 82
serie, 81
Fuente, compleja, 43
de intensidad, 140
de tensidn, 139
equivalente, 139-142
no senocidal, 226
Funcidn, complementaria, 242
escalon, 265
impar, 221
par, 221
periodica, 16, 218

¢ (simboic de conductancia), 57
Generacidn polifasica, 195, 196
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Giratoerio, vector, 45
Grafo, circuito, 101

Heaviside, método de desarrollo,
271

Henrio, 3, 4

Homogénea, ecuacion, 245

Imaginaria, parte, admitancia com-
pleja, 56
impedancia compieja, 43
numero complejo, 35
Imaginario, namero, 35
impar, funcion, 221, 222
Impedancia, 25
circuito paralelo, 55, 56
circuito serie, 54
compleja, 43
diagrama, 44
entrada, 107
equivalente, 54
equivalenie de Thevenin, 139
lugar geométrico, 85
matriz, 107
transferencia, 108, 158
Induceion, 3, 4
asociacién, en paralelo de bobi-
nas, 9
en serie de bobinas, 8, 9
coeficiente, de autoinduccidn, 3
de mnduccidén mutua, 178
energia almacenada, 3, 244
muiua, 177
Inducida, tensién, 177
Inductiva, reactancia, 30, 44
susceptancia, 57
Inducter, 3 .
Inicial, teorema del valor, 271
Iniciales, condiciones, en el transi-
torio, 242
Instanidneo, valores, intensidad de
corriente, tension, 2, 6, 7, B
potencia, 2, 6, 68 '
Inversa, matriz, 104

Julio, 2, 4
Kirchhoff, leyes, 4, 26, 54, 55

L {simbolo de coeficiente de auto-
induccidn), 3, 4

Laplace, transformada, 265, 267

Lazos de corriente, 99 {vdase Ma-
llas, corrientes)

Lenz, ley, 180
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Linea, corrientes {polifdsico), 198
impedancias, 214, 215

Lineal, ecuacién diferencial, 242

Lineales, elementos de circuito, 3,

158

Lineas, espectro, 223 _

Lugares geométricos, diagramas, 85
elementos variables, paralelo, 87
elementos variables, serie, 83
intensidad de corriente, 87

M (simbolo del coeficiente de in-
duccién mutua), 177
Maclaurin, serie, 41
Magnético, acoplo, 177, 1719
campo, 3, 244
Mallas, corrientes, 99 p
forma matrcial del sistema, 107
sistema de ecuaciones, 99, 100
Matriz, 102
admitancia, 123
cuadrada, 104
impedancia, 107
inversa, 104
multiplicacién, 103
orden, 102
suma, {03
Mixima, impedancia, 82, 97
polencia transmitida, 160
Media onda, simetria (véase Semi-
onda, simetria)
Media, potencia, 225
Medio, valor, 16
funcién periédica, 16
onda no senoidal, 16, 219
onda seno, en un semiperiodo,
17
Megaohmio, 57
Menor, 104
Mddulo, nimero complejo, 36
Monofisico, equivalente, 198
Mutua, induccién, 177
asociacidn en paralelo, 184
asociacion en serie, 183, 184
igualdad de M, ¥ My, 178
notacién de puntos, 180
polaridad de tensién, 179

Natural, corriente, 18¢
frecuencia, 251
Neutro, corriente {polifdsico), 198
Norton, teorema, 140
Notacién, de doble subindice, 63,
64, 197
Nudo, principal, 123
de un circuito, 53, 104, 121
referencia, 121
sistema de ecuaciones, 121

INDICE

Nudo, tensién, 121

Nuameros, compiejos, 33
imaginarios, 33
reales, 35

Ohm, ley, 46, 107
Ohmio, 3, 4
Oscilacidn en e} transitorio, 248

Par, funcidn, 221, 222
Paralelo, circuito, 3, 26, 55
admitancia, 56, 57
conductancia, 37
factor de calidad @, 85
impedancia, 56, 37
lugar geométrico, 87
maiximo valor de la corriente,
82
maximo valor de la impedan-
cia, 82
potencia y factor de potencia,
73, 14,73
resonancia, 82
Particular, solucion, 242
Pasivo, circuito, 68, 155
Pérdidas, 8ujo, 177
Periédica, forma de onda, 16
funcién, 16, 218
Periodo, 16, 213
Permanente, régimen, 24, 43, 242,
243
Permeabilidad magnética, 3
Permitividad eléctrica, 1
Polar, forma de una magnitud com-
pleta, 36 -
Polaridad de tensiones, 2, 63, 64, 140
Polifisico, sistema de tensiones, 195
- bifasice, 193
conexién en tridnguio, 197
corniente de linea, 198
cuatro conductores, 198
de seis fases, 23
de tres conductores, 196
equivalente monofasico, 198
generacion, 195, 196
meétodo de los dos vatimetros,
204, 205
neutro, 196, 198
potencia, 203, 204, 205
secuencia, 196
tnfisico, 195
Potencia, 2, 4, 16, 68
aparenie, 69
arménicos, 225, 227
circuito paralelo, 74
circuito serie, 72
instantdnea, 6, 68
méaxima transferida, 160

Potencia, media, activa, 2, 68, 69
mitad, puntos, 84
no senoidal, 2235
reactiva, 70
sistema polifisico, 203
tridngulo, 70
Posencial, 2, 54
Proton, 1
Puente, circuito, 64, 118, t51, 187
Puntos, regla; bobinas acopladas,
180 :

O (simboio dei factor de calidad), 83
gircuite RC, &4
circuito RL, 84
circnito RLC, 83
definicién, 83

Raices, complejas conjugadas, 248,
270
de un namero complejo, 38
distintas, 248, 269
iguales, 248
multiples, 248, 270
reales, 248, 269
Raiz media cuadritica, 16
Rama, corriente, 26, 56
variable, 85
Reactancia, capacitiva, 44
inductiva, 44
Reactiva, potencia, 70
Reales, raices, 248
sistema de nimeroes, 35
Reciprocidad, teorema, 158
Referencia, nudo, 121
Regla de cdlculo, 38
Resistencia, 3, 4, 43
Resistivo, elemento, 3
Resonancia, circuito paralele, 82,
83
circuito serie, 81
Retraso, angulo de fase, 25, 29
corriente, 25, 29
factor de potencia, 69
potencia reactiva (VAR), 1

S (simbolo de la potencia aparenie),
&5
s, dominio de la variable, 265, 272
Secuencia, sistema polifdsico, 196
Semionda, simeiria, 17, 122
Semiperiodo, valor medio, 17
Seno, onda, perniodo, 17, 218
rectificada por compieto, 19
representacidn fasorial, 45, 46
valor eficaz, 17, I8
valor medio, 18



Seno, onda, valor medio en un se;
* miperiodo, 19
Senoidal, corrientes y tensiones, 24
régimen permanente, 24, 249
Sentido, de fuentes, 4, 140
de las corrientes de malla, 100
del arrollamiento, 179, 180
Serie, circuito, 4, §, 26
impedancia, 43, 4
intensidad de corriente, 26, 54
lugar geométrico de impedan-
cia, 85, 86
RC, 28, 57
resonancia, 81
RL, 27, 57
RLC, 29, 54
Simetria, 17, 221
Simples, desarrollo en [racciones,
269 '
Sintests, 224
Sistema, de unidad mksa, 1, 4
internacional de unidades, S. L., |
Steinmetz, forma de un nimero
complejo, 36
Suma, corrientes, 4, 26, 30, 51, 35
fasores, 51, 52, 54, 55
impedancias, 34
numeros complejos, 37
tensiones, 4, St, 52, 54
Superposicion, teorema, 157, 226
Susceptancia, 57

INDICE

Sustitucion, teorema (compensa-
ci6n), 159

Tension, 2
caida, 4, 54
compuesta entre lineas, 196, 197
equivalente de Thevenin, 139
funcidn de transferencia, 114, 130
inducida, 177
nudo, 121
simple de fase, 198
subida, 54
Teorema, circuito, 155
compensacién, 159
del valor final, 272
del valor inicial, 271
Norton, 140
reciprecidad, 158
superposicion, 157
Thevenin, 139
Thevenin, teorema, 139
Tiempo, dominio, 46
Transferencia, funcién de tensidn,
114, 130
impedancia, 108, 158
Transformada de Laplace, 265, 267
Transitorio, circuito RC, 250, 266
circuito RL, 242
circuito RLC, 251, 273
corriente alterna. 249
corriente continua, 242
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Transitorio, método de Laptace, 265
Trnédngule, conexidn, carga equih-
brada, 197
corrientes, 197, 198
desequilibrada, 199, 200
potencia, 203
Tridngulo-estrella, conversién, 157
Trifdsico, 195
Trigonomeétrica, forma de un no-
mero complejo, 36
series, de Fourier, 218

Uniforme, velocidad angular, 45

Valor eficaz, 16

definicion, 16

serics de Fourier, 225
Vatimetro, método de los dos, 204
Vatio, 2, 4 :
VYectores, 45, 46
Voltio. 2. 4

Weber, 177

Y (simbolo de la admitancia), 56
Y-A, transformacion, 157
Y, plano, 86

Z (simbolo de la impedancia), 43
Z, plano, 86
ZY, conversion, 57



