1.- Considerar el elemento finito triangular de 4 nodos mostrado en la figura.

y A a) Calcular las funciones de forma del
elemento en coordenadas globales
: considerando una interpolacion de la
funcion incognita:
1 9
! _ 2
| O(X,y) = ap + 04X + oy + 03y
! 3 > X
‘ 1 ‘ b) ¢, Es valido este elemento ? Justificar
B - ! - la respuesta.
(%, y) = ag + X + opy + 05y
(1 x v v o] (o] |F1 -1 0 0 1|[a01 ()
[l X3 ¥, y%|0‘1 _¢2 N |1 10 0|0‘1 :¢2
I X3 Y3 y§| o, b3 {1 1 J oy 0
\\1 Xy Y4 yiJ o3 ¢4 1 0 05 025 Ol ¢4
[oco _ o1 + &)
2
R J| ot

oy =—=15¢; = 15¢; — ¢3 + 4y
{0‘3 =0+ 0y + 203 — 40,4

_>¢(X’y):¢1;¢z+¢2;¢1x+
(=150 — 150, — d3 + 404)y + (d; + &y + 203 — 404) ¥’
1—x =3y +2y? 1+ x =3y + 2y?
S pxy) =Y Y CEXTIVEEY b vy - 16y + 4y(1 - y)by

2 ! 2

Ni(x,y) = (1—x =3y +2y?)/2
No(x,y) = (1+x =3y +2y*)/2
N3(x,y)=y(2y - 1)
[Ny(x.y) = 4y(1 - y)

La interpolacion no es valida ya que, por ejemplo, N no es lineal en el segmento 13.



6.- El elemento triangular lineal mostrado tiene espesor (t) constante.

Ya
i a) Calcular el vector de fuerzas nodales
3| equivalente a la presion (constante)
1 ¥ aplicada en el lado 23.
» D b) Definir el mismo vector para un
1 » elemento arbitrario, es decir de
p coordenadas nodales (x1,y1), (X2,y2),
Y ,,l,o Y x (X3,y3)-
L r
a)
fref = e[ NI {p} s
-1 [—1 N, 0 N, 0 Ny 0
el LYY
-1
[NI"{p} = EP[NI N; N, N; Nj N3]T
-1
[N]T{p})23 :ﬁp[o 0 N, N Ny Ny
J. Nl dS = %
0
0
el T __bpe 1
fref = e[ INT" phas = =24
1
1
b)
0
0

el Pe)¥3— Y2
{f}__2 X; — X

2~ X3
Y3 = Y2
Xy = X2
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2.- Sobre un lado de wun elemento
cuadratico esta aplicada un presion
definida por su valor en los nodos
correspondientes (pi, pj ¥y px). Obtener las
expresiones que permiten calcular las
fuerzas por unidad de superficie en
direcciones x e y para cualquier punto del
lado del elemento.

v

Como el lado del elemento es cuadratico, utilizaremos un elemento unidimensional
cuadratico para definirlo, de forma que:

X = Z N,(&)x;, |u= ZNi(g)ui o
y= ZNi(EJ)Yi V= ZNi(a)Vi i 1 J 1 5

o
(o}

o~

La presion p, conocido su valor en los nodos, se interpola con las funciones de forma
del elemento unidimenional:

p(é) = ZNi(é)Pi

La direccion de la fuerza por unidad de superficie debida a p es normal al contorno, por
lo que deberemos definir el angulo o

dx
dx dg
cosa = 2 2 - 2 2
\/dx +dy (dx] +(dyj dx dN;,
ax ay dx _ s di;
dg dg dg dg
dx &y _ s N
sena = dy ds dg dg

\/dX2+dy2: dixz—i—gz
de de

De esta forma, el vector de fuerzas por unidad de superficie es:
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1.- (2.5 PTS)

Dado un elemento triangular cuadratico de lados rectos y con los nodos de los lados
situados exactamente en la mitad del lado:

1.- Evaluar las funciones de forma en coordenadas de area (L;, L, L;), justificando
brevemente el proceso de obtencion de dichas funciones de forma.

2.- Una expresion para la evaluacion exacta de integrales de area, dependiente de
coordenadas de area es:

1blc!
J- I L L Ldxdy = $2A (A = area del tridangulo)
(a+b+c+2)
Explicar si seria posible utilizar directamente esta expresion en el caso de que el

elemento triangular tuviese contornos curvos

Apartado 1

La figura muestra un elemento
triangular cuadratico sobre el
que se han representado algunas
rectas correspondientes a la
ecuacion  L;=cte, para las
coordenadas de area L; y L,

Para determinar la funcion de forma del nodo 1, N;(L;L,L;), recordamos que las
funciones de forma han de tomar un valor unitario en el nodo al que estan asociadas y 0
en los demas.

Observamos en la figura que la recta que pasa por los nodos 2, 3 y 5 corresponde a la
expresionn L; = (), y que la recta que pasa por los nodos 4 y 6 corresponde a la expresion
L;- 0.5 = 0. Por lo tanto, si NV; incluye el producto L; -(L; — 0.5 ) la funcion se anulara en
los nodos 2, 3, 5, 4 y 6. Para forzar ademas que N; tome el valor unitario en el nodo 1 la
expresion de N; tendrd que ser:

N; =Ly (2L;-1),y de la misma forma N, = L' (2L>-1) y N3 = L3*(2L3-1)

La funcién de forma N, ha de incluir el producto L;-L; para que sea nula en los nodos 2,
5,3, 6 y 1, ademas, para que valga 1 en el nodo 4, que tiene por coordenadas L;=0.5 y
L,=0.5, la funcion tendra que ser:

N4 = 4L1L2, y de la misma forma N5 = 4L3L2 yN6 = 4L1L3

Apartado 2

Si el contorno es curvo, se ha de realizar ademas una transformcidon de coordenadas para
convertir el elemento con lados rectos en un elemento con lados rectos, por lo que el
integrando incluirda ademas al Jacobiano de la transformacion de coordenadas. Debido a
la complejidad adicional del integrando no se podra aplicar directamente la expresion
mostrada.
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2.- (2.5 PTS)

La figura muestra una malla de elementos finitos y
compuesta por 2 elementos triangulares lineales
de espesor unitario. J

y
Sabiendo que la densidad del material utilizado @
es p, y que en cada elemento el vector de fuezas 1 v v
equivalentes en nodos debidos a fuerzas por
unidad de volumen se calcula como VOU I\

{£s )= [INT" {byav

Ve 1

Evaluar el vector global de fuerzas equivalentes en nodos {F)}! debidas a las cargas
gravitatorias mostradas en la figura.

Solucion:
Elemento 1:
Funciones de forma: N;=1-x-y N, =x Ny=y

Vector de cargas: Las cargas por unidad de volumen tienen solamente componente
vertical. La fuerza de la gravedad sobre un volumen V=area-espesor serd F, = pVg por lo
que la fuerza por unidad de volumen sera |by| = pg. Por lo tanto, el vector de cargas por

unidad de volumen, teniendo en cuenta el sentido negativo de la accion de la gravedad
. T T
sera:  {b} = {buby} ={0,- pg}

Por lo tanto:

_Nl 0] F 0]
0 N, N,
N, 01[0 0
{fl }: [N]T {b}dV — 2 dv = -1 pg dA
b 0 N N
2 U 2 |lP8) Al
N, 0 0
L 0 N4_ _N4_

Por tanto se ha de evaluar la integral de cada una de las funciones de forma sobre el area
del elemento. En este elemento todas las integrales son iguales y de valor | NjdA=A/3,
siendo A el area del triangulo (A=1/2). Por tanto, el vector de cargas equivalentes sobre

1

nodo en este elemento sera {fb}:—%g[o 13 0 1/3 0 1/3]", que es equivalente a

decir que la fuerza de la gravedad se concentra a partes iguales sobre los tres nodos que
forman el elementos.
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Elemento 2:

De la misma forma el vecto de cargas equivalentes sobre nodo en este segundo elemento

sera: {sz}: —%[0 1/3 0 1/3 0 1/3]", estando referido en este caso a los nodos 2, 3

y 4 que forman este elemento.

Vector global de fuerzas equivalentes en nodos:

Expandiendo cada uno de los vectores al tamafo total del problema, y ensamblando se

tendra:

0
1/3
0

F,}= )+ F2f=-PE 13|

210
0
0

Siendo M la masa total (M = p-A¢arrespesor = p-1-1)

/3]

Pg

_Pg

0
1/3
0
2/3
0
1/3
0

1 2/3]

_Mg

2/6]

0
1/6
0
2/6
0
1/6
0
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2.- (2 PTOS)

Dado un elemento unidimensional lineal (2 nodos) en coordenadas locales:
a) Deducir y representar graficamente sus funciones de forma estandar

b) Deducir y representar graficamente todas las funciones de forma de elemento
jerarquico cuadratico.

b) Deducir y representar graficamente todas las funciones de forma de elemento
jerarquico cubico.

Solucion:
Apartado a)

En el elemento unidimensional lineal en coordenadas locales las funciones de forma se
determinan, por ejemplo, sabiendo que cada una de las funciones de forma ha de tomar
valor unitario en el nodo al que est4 asociada y nulo en el otro.

N,@©)= (-8)
1 H k)
N (§)=-(1+8) e
H 48
5
Apartado b)

Consideremos en primer lugar el caso unidimensional, inicialmente definido mediante
interpolacion lineal con las funciones de forma estandares:

u(€) = N (E)u; + Na(E)us

Para aumentar el grado de la interpolacion, podemos incluir una nueva funciéon de forma,
Nj», y el correspondiente grado de libertad asociado, a;:

u(E) = Ni@ur + Na@ua + Nip(©)a

La funcion de forma adicional debera ser cuadratica en este caso y cumplir la condicion
de que su valor en los nodos del elemento sea cero, ya que hemos mantenido las
funciones de forma estandares del elemento lineal y el valor de la funcion incognita en
los nodos como g.d.l.. De esta forma, la nueva funcién de forma debe ser:

Nip =t (1 - &%)
La constante 0y en principio puede ser arbitraria. Dependiendo de su eleccion

obtendremos como g.d.l. a, una u otra magnitud escalada correspondientemente.
Debemos, por lo tanto imponer una condicion adicional para definir completamente la
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nueva funcion de forma, que por ejemplo, puede ser que su valor en el punto & = 0 sea la
unidad. De esta forma, se obtiene:

Np=1-¢

La representacion grafica de todas las funciones de forma del elemento jerarquico
cuadratico sera por tanto:

Apartado ¢)

Si deseamos afiadir un g.d.l. adicional, debemos afiadir a las funciones ya existentes una
nueva funcién de forma polinémica cubica:
_ 2 3
Ni3(€) = 0o + ou& + 08" + 03§

Como en el caso anterior debemos exigir que sea nula en los nodos, y ademas podremos
imponer dos condiciones adicionales. Por ejemplo, considerando que sea nula en el
centro del elemento (§ = 0) y tenga pendiente unitaria en dicho punto, se obtiene:

Nis(§) =&(1 - &%)

H ()

Hoi8

.e
H jal8)

H a0k E . .
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3.- (2 PTOS).

La tabla siguiente muestra los puntos de integracion y sus correspondientes pesos, para la
regla de cuadratura de Newton-Cotes.

n & H; n & H; n & H;
2 -1.0 1.0 3 -1.0 1/3 4 -1.0 1/4
1.0 1.0 0.0 4/3 -1/3 3/4

1.0 1/3 1/3 3/4

1.0 1/4

a) Justificar que 2H; =2

b) Supongase que se dispone de una regla de cuadratura para realizar integracion
sobre un tridngulo definido en coordenadas locales, conociéndose por tanto los
valores de & y de H;. ;Cuanto vale en esta ocasion XH,?

Apartado a)

Se puede demostrar que XH; =2 pensando que mediante la regla de cuadratura de
Newton-Cotes se puede integrar de manera exacta una funcion constante. Supongase por
ejemplo que se pretende integrar la funcidn 7(&)=1 en el intervalo /-1,1]. El valor exacto
de dicha integral corresponde a la longitud del intervalo, es decir 2.

Por lo tanto, realizando esta integral mediante la cuadratura de Newton-Cotes, para un n
(n>1) se tendra

2=[ 1de=YtE)H, =Y 1 H, = YH=2

De hecho, sea cual sea la regla de cuadatura utilizada el valor de 2H; ha de ser siempre
igual a la longitud del intervalo donde se realiza la intergracion.

Apartado b)

De la misma forma, en el caso de integracion sobre un triangulo el valor de 2H; ha de
corresponder al area del triangulo sobre el que se realiza la integracion. Suponiendo el
triangulo definido en coordenadas locales habitualmente utilizado, puesto que su area es
0.5 tendremos que 2H; = 0.5
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3.- (2.5 PTOS)

En la figura se muestra un elemento prismatico de 6 nodos de base triangular.

Un elemento finito en coordenadas reales esta definido por las coordenadas definidas en
la tabla. Asi mismo se indican los desplazamientos nodales a los que esta sometido dicho

elemento.
T 6
|
4,/(')\15
\/ I \
X | vy|z]Ju]l|v]|w /I
Nodot[ O Jo[oJofo]o /1,
Nodo2| 2 |2 0f2]01{O0 T 3 n
Nodo3] 0 | 3] 0] O] O[O N\
Nodo4] 0 | 0O | 3 J 0] 0[O 1 N 2
N
Nodo5| 2 |2 [2]2]0]0 - o & £
Nodo6] 0 | 3| 2]10] 0|0
1

Calcular la posicion en coordenadas reales y el desplazamiento del punto definido por:

£=0.2, 1=0.3, 1=0.5

Las funciones de forma de cada nodo y el valor de las mismas en el punto considerado se
muestran en la siguiente tabla:

Ni(E,n,7) N;(0.2,0.3,0.5)
Ni(En,1) = (1-1)(1-E) 0.25
Na(En,1) = (1-1)€ 0.1
N3(En,7) = (1-1)n 0.15
N4(En,1) = 1(1-&-n) 0.25
NS(@WT) = Ti 0.1
Ne(E,1n,7) =1 0.15

Una vez que se han obtenido las funciones de forma, y conociendo los valores nodales de
las coordenadas globales y los desplazamientos correspondientes, la coordenadas del
punto considerado y su desplazamiento se calculan mediante las siguientes ecuaciones:

x =ZNi(EM,1) X4 u=2Ni(Em,7)u

y= Ni(&anﬂ)'y V= ZNi(&,T],’C)‘V
z=2Ni(EMn,1)z w = 2XNi(§,n,1)'w
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En la siguiente tabla se muestra el resultado de la aplicacion de las ecuaciones anteriores.

Nixi | Nivi | Nizi | Nirui | Nievi | Ni'w;
0.25 0 0 0 0 0
0.1 0.2 0 0.2 0 0
0.15 0.45 0 0 0 0
0.25 0 0.75 0 0 0
0.1 0.2 0.2 0.2 0 0
0.15 0.45 0.3 0 0 0
x=0.4 |y=1.3 |z=1.25|u=0.4|v=0 |w=0
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3.- (1 PTOS).
Considérese un solido elastico 2D, mallado con un elemento cuadrilatero lineal
isoparamétrico, tal como se muestra en la figura:

El campo de desplazamientos nodal impuesto es el

\ \ siguiente:

0
1
0
B 1
o
1
0
1

1 0 O

[D]=]l0 1 0

0 0 05

Se pide:
1) (Cudl es el estado de deformacion del elemento?. ;A qué tipo de movimiento
corresponde?
2) (Qué valor tendra la energia de deformacion elastica?. ;Coémo es la matriz de
rigidez?
L oyr
U= LW KT
Solucion:

1) El estado de deformacion del elemento es nulo. Se corresponde con un movimiento de
solido rigido.
fej=10 0 of

2) La energia almacenada sera cero ya que el estado de deformacion es nulo. En tal caso,
la matriz de rigidez es definido positiva.
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PROBLEMA 5 (2 PTOS)

Considérese el elemento cuadrildtero serendipito de 4 grado mostrado de la siguiente
figura:

n

a) Determinense los términos del tridangulo de Pascal que estarian involucrados en las
funciones de forma de este elemento.

b) (Qué problema plantearia la utilizacion de este elemento?
¢) (Qué podria hacerse para resolver dicho problema?

Solucion:

Apartado a

Este elemento, por estar formado por 16 nodos incorporara 16 términos del triangulo de
Pascal. Utilizariamos los 15 primeros términos del triangulo de Pascal para completar los
términos de 4° grado, y después se tendria que tomar un solo término de 5° grado. Dando
lugar a las siguientes 6 posibilidades:

1 1 1
€ n E n £ n
g &n n’ g e n & & 7
g &n e’ o’ g &n &’ v g & &’ n’
g & &n &n’ n' e en &’ &nd 0’ et en &’ &’ '
g &' &n’
1 1 1
€ n E n £ n
& &n 0’ & &n n’ & &n o
g &n & 7’ g &n &’ 7’ g &n &’ n’
g & &n? &n’ 0t g &n &n’ &n’ ' g &n & &’

&n’ &n’ n’
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Apartado b

El problema que plantea la utilizacion de este elemento es que en ninguna de las anterioes
configuraciones se obtiene la isotropia geométrica ya que hay 6 términos de 5° grado de
los cuales solamente se puede tomar uno. Asi pues con el elemento de la figura no se
podria obtener la isotropia geometrica a no ser que se modificara para incorporar otro
término polindmico de 5°, de marera que, en principio se podria optar por una de las 3
siguientes posibilidades:

1 1 1
€ n € n E€
g &n 7’ & & n £ &n v
& &n e’ n’ & &n e’ v’ g & e’ n’
g en &’ &y’ g &n &' &' 7t g en &' & 1t
& n’ &' &n’* &n’ &n’

Apartado ¢

Una posible solucion para incorporar un nuevo término en el tridangulo de Pascal es la de
introducir un nuevo nodo en el elemento. El lugar mas l6gico para hacer esto seria
situarlo en el centro del elemento:

n
+1

Jre

-1

Otra posibilidad, mucho mas elaborada es la de introducir una funcion de forma sin
ningun nodo asociado (nodeless shape function). La funcion seria (1-%)(1-n?) que se
anula en todos los nodos del contorno del elemento. Sin embargo no se fuerza al resto de
funciones de forma a anularse ni en el centro del elemento ni en ningin otro punto
concreto del elemento. En el caso del problema elastico 2D el elemento, en principio,
tendria 16-2 grados de libertad asociados a los 16 nodos del contorno y 1-2 grados de
libertad no asociados a ningin punto en concreto del elemento. Posteriormente, cuando
se forman las matrices de elemento se procederia a eliminar las ecuaciones
correspondientes a estos ultimos grados de libertad mediante condensacion estatica. La
condensacion estdtica es una técnica utilizada para reducir el tamafio de las matrices de
rigidez de elemento mediante la eliminacion de aquellos grados de libertad cuyas
funciones de forma son nulas en todos los nodos del contorno, y que por lo tanto no estan
asociados a grados de libertad de otros elementos. Evidentemente, esta ultima posibilidad
esta fuera de los objetivos que se persiguen en esta asignatura y no se espera que el
alumno la conozca.
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PROBLEMA 7 (4 PTOS).

Determinar el vector de fuerzas equivalentes en nodos debido a la accion de la gravedad del
elemento mostrado en la siguiente figura:

Datos
Espesor =¢
Densidad = p

()= [N o v

En la integracion considerar integraciéon numérica con un punto de Gauss.

Tabla 1.- Puntos de integracion y pesos de la Cuadratura de Gauss

n +01 Hi
1 0.0 2.000 000 000 000 000
2| £0.577 350 269 189 626 1.000 000 000 00O 000
3| £0.774 596 669 241 483 0.555 555 555 555 556
0.000 000 000 000 000 0.888 888 888 888 889
4| £0.861 136 311 594 953 0.347 854 845 137 454
+0.339 981 043 584 856 | 0.652 145 154 862 546

Solucion:

Para evaluar el vector de fuerzas equivalentes en nodos se utilizardn coordenadas
normalizadas:

-1-1

J= [INT'{b Jav =e [[N(e.n)]" {b det[1(z, n)la&dn

Ve —1-1
Se han de determinar las expresiones que definen {b}, [N(§n)] y det[J(E,n)].
Calculo del vector de fuerzas por unidad de volumen {b}

Este vector es debido a la accion de la gravedad, que por lo tanto sera:

(2]

Calculo de la matriz de funciones de forma [N(&,n)]

Las funciones de forma del elemento cuadrilatero lineal en coordenadas normalizadas
son:
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N, =(1-m)(1-¢)4
N, =(1-n)(1+&)/4
N, =(1+n)(1+&)/4
N, =(1+m)(1-8)/4

[N]_[Nl 0 N, 0 N, 0 N, 0}
. -

0 NN 0 N, 0 N, 0 N,
Calculo del Jacobiano det[J(E)]

La expresion de la matriz Jacobiana asociada a la transformacion de coordenadas es:
ox 0y

% ok
DE| 2; oy

o on
Utilizando elementos isoparamétricos la coordenada global x vendré dada por:

X:Z N, (&a H)X

por lo tanto el primer término de la matriz Jacobiana sera:

aN
Z &n

1

De manera similar se determinarian los cuatro términos de la matriz Jacobiana.

Para evaluar la matriz se han de calcular las derivadas de las funciones de forma con
respecto a las coordenadas locales:

aNl(éan):_l(l_n) aNl(é’n):_l(l_a)
o 4 on 4
5Nz(§ﬂ1)_ 1 _ 5Nz(§,n)__l
T&_JFZ(I n) on 4(1+§)
5N3(§=n)_ 1 5N3(§,11)_ l
a£—+4(1+71) on —+4(1+§)
8N4(§,n)__l 5N4(§,ﬂ)_ l _
—% - ;1) o =+,(1-¢)

Integracion numérica.

Desarrollemos primero la integral a evaluar
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N o
“1-1 ~1-1 0 Nl 0
tts J=e [ [INE] {b etli(en)ledn =¢[ [| ¢ {_pg }det[J(g,n)]dadn
o TN, 0
| 0 Ny
o e
“1-1 Nl fyl
=—pge| [| i (det[J(&,n)kdedn = |
-1 0
_N4_ _fy4_

Las integrales a evaluar para calcular el vector de fuerzas equivalentes en nodos son del
tipo:

-1-1

£, =—pge| [ N(& n)det[J(&,n)ldedn

-1-1

Para evaluar las integrales se procede a utilizar integracion numérica utilizando la regla
de Cuadratura de Gauss con 1 punto de integracion, por tanto las integrales a determinar
se calcularad como:

-1-1 1

£, =-pge[ [ Ni(&nKet[J(€,n)kdedn ~ -pgey > N (em, Ketle i,

—1-1 j=1 k=1
=—pgeN,(0,0)det[7(0,0)}2-2

Por tanto, para el calculo final se han de determinar las funciones de forma y la matriz
Jacobiana en el punto de coordenadas (0,0):

i n00) oN,(0,0) | oN,(0,0) v |y,
g on

1| +1/4 ~1/4 ~1/4 010

2 | +1/4 | +1/4 ~1/4 2 10

3| +1/4 | +1/4 +1/4 2 |1

4 | +1/4 ~1/4 +1/4 1|1
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Puesto que todas las funciones de forma valen 1/4 en el punto de integracién se tendra:

£, == peeN (00Me0.0)12-2 = -pee = 4= pee

Por lo tanto el vector de fuerzas equivalentes en nodos sera:

{f§ }= ipge

_0 = O = O = O




