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1-Intro 2-Formas basicas 3-Int.Nodal.FForma 4-Prop.FForma

TEMA 4 INTERPOLACION. FUNCIONES DE FORMA DE 5-Elem 1-D 6-Elem 2-D  7-Elem 3-D 8-Transf Coordenadas

CONTINUIDAD C° 9-Integracién Numérica  10-F Forma jerarquicas

1.- Introduccion

Interpolacion ¢ () constante
L. ¢ (X)=ag
polinomica | /N .
unidimensional
>
X
‘4 elemento »‘
ox) 4 lineal o) 4 cuadrética
b (X)=a5 +a X O (X) =8 + 8 X +aXx°

>
‘4 elemento »‘ g ‘4 elemento 4
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TEMA 4: INTERPOLACION. FUNCIONES DE FORMA DE 5-Elem 1-D 6-Elem 2-D 7-Elem 3-D  8-Transf Coordenadas

CONTINUIDAD C° 9-Integracién Numérica ~ 10-F Forma jerarquicas

1.- Introduccion

INTERPOLACION DE FUNCIONES EN EL MEF:
« Interpolacion a tramos (dentro de cada elemento)
« (G.D.L=variables nodales (con elementos convencionales)
* Interpolacion polinomica (en general)
« Aumento grado polinomico = Aumento de precision

« Formulacion sencilla (derivacion, integracion, etc)

ﬂ ﬂ ﬁT' |
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1.- Introduccion

Interpolacion mediante funciones de forma

(%, y,2)= Y Ni(x,y,2)a, =N(x, y, 2)a’
 E.F convencionales: Grados de libertad = Variables nodales

0%, y,2)~ Y N, (x, . 2)0, = N(x, ¥, 2)p° = ¢<x,y,z>~N¢eJ

» E.F. jerarquicos: Grados de libertad # Variables nodales

Funciones de forma no arbitrarias. Requisitos:

» grado polindbmico minimo
« completitud
* continuidad
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1.- Introduccion

Planteamiento de las funciones de interpolacion
« Coordenadas Globales
« Coordenadas Locales

Se cumplen los requisitos para asegurar convergencia

Ay .
o t)* D N(En, 1) N(a,n,r)aeJ
n
=x(&n,7)
=y(Emn,1)
7= Z(&,n,t) 3
1
X
>
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1.- Introduccion 1.1.- Requisistos de interpolacion

e Continuidad C°

* Inclusion de términos
constante (mov. cuerpo rigido)
y lineales (deform. constante)

* Isotropia geomeétrica

« Uso de polinomios completos
error = f (orden polinomio completo)
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1.- Introduccion 1.1.- Requisistos de interpolacion

e Continuidad C°
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1.- Introduccion 1.1.- Requisistos de interpolacion

* Inclusion de términos
constante (mov. cuerpo rigido)
y lineales (deform. constante)

/\ /\ /\
AN A
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1.- Introduccion 1.1.- Requisistos de interpolacion

* Isotropia geomeétrica
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1.- Introduccion 1.1.- Requisistos de interpolacion

« Uso de polinomios completos
error = f (orden polinomio completo)
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2.- Formas basicas de elementos. Clasificacion 2.1.- ElIm 1D
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2.- Formas basicas de elementos. Clasificacion 2.1.- EIm 2D

Lineal Cuadratico Cubico
A A A
y
" y y
O
S
@)
c
&
| -
|_
X ) X o X
Lineal Cuadratico Cubico
U) A
(@] A y
| -
5 y
)
\©
i~
©
(qv]
=
@)
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2.- Formas basicas de elementos. Clasificacion 2.1.- ElIm 3D

Hexahedros Tetraedros

Prismas
Triangulares
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TEMA 4:

CONTINUIDAD C°

INTERPOLACION. FUNCIONES DE FORMA DE

1-Intro 2-Formas basicas
5-Elem 1-D 6-Elem 2-D

9-Integracion Num

ica

3-Int.Nodal.FForma 4-Prop.FForma
7-Elem 3-D
10-F Forma jer

2.- Formas basicas de elementos. Clasificacion

Libreria de elementos de Ansys
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CONTINUIDAD C° 9-Integracién Numérica  10-F Forma jerarquicas

3.- Interpolacion Nodal. Funciones de forma

o P, Yo oo || 04
(|)(x,y,z)=(1 X y .. x“szY) o, —> b, |= Yo e ||,
On 9, L% Y a,

! !

d(x, y, Z)T p'a ¢°=Co mmmp ¢ T C¢°
|

d(x,y,z)=p"C¢° d(x, y,z)=N¢° J
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CONTINUIDAD C°
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4.- Propiedades de las funciones de forma

\ De la definicion de 1sii=]
1 = N¢° N.(x,y.,z)=
\) funciones de forma: 00 y,2)=No* = N;(x.¥,.2) { L

Nf \
E) leNi(X,y’Z)ﬂJ Dem: f(x,y,2)= ZN X,y,2)-f(x,y.,2)

k:i'\'i(x,y,z)-k

k:kiNi(X’yl) ii_fl:Ni(X,y,Z)=
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5.- Elementos uni-dimensionales

Funciones de forma = Polinomios de Lagrange

0
(S =, o ) =,

(XI _Xl)"'(XI _Xl—l)(xl _X|+1)"'(X| _Xq)

170~

=0
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5.- Elementos uni-dimensionales

Funciones de forma = Polinomios de Lagrange

159 (x) = (’}74)( —/ )x u/(ﬂ) (//)

- Nl N2 S Nl N2 N3
1 1
i —» & i
1 2 1 2 3
L 1 JA 1 _ 1 JA 1
1 1
N(©) = 0-9) N, (©) = EE-D)
N,(©) =2 +8) N,(6) =1-¢
N,(©) = &(5+D)
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6.- Elementos bi-dimensionales 6.1.- Coord. globales

Polinomio de interpolacion:
u(x,y)=a, +a,x+a,y+a,xy

Funciones de forma:

X Xy 1
N,.(X,y)=1-—-— — N,(X,y)=—(X—-X
O e A (X, Y) 2( y)

N, (X, y)=—-y+Xy N,(X,y) =2y —Xxy

En x=y: u(x, x)=u, + sz)
Coordenadas globales: Cuadratica

“ , o 0
No garantia de continuidad C Depende de valores de

« Cont. C%solo en triangulos y tetraedros nodos fuera del lado
» Limites de integracion complejos
— Seusaran func. de forma en coord. locales J
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6.- Elementos bi-dimensionales 6.2.- Cuadrilateros

Elemento de referencia y
. \4
coordenadas normalizadas *
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6.- Elementos bi-dimensionales

6.2.- Cuadrilateros

6.2.1.- Elementos Lagrangianos
n

N

(1,J)
(1,m)

 Func. de Forma faciles de formular

» Contienen términos de muy alto grado
(son poco eficaces)

Ny, = P2 E)IM ) J

n

Cuadrilatero
cuadratico

Términos
Parasitos
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6.- Elementos bi-dimensionales 6.2.- Cuadrilateros

6.2.2.- Elementos Serendipitos

» Se situan nodos solo en el contorno

« Se afladen los nodos interiores necesarios para C°

N, = (A-n)(1-E)/4
N, =(1-n)(1+E)/4
N,=(1+n)1+&)/4

N, =(@0+n)1-5)/4

Cuadrilatero lineal
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6.- Elementos bi-dimensionales 6.2.- Cuadrilateros

6.2.2.- Elementos Serendipitos N, = —(1-1)(L—-&)(L+E+m)/4
N, =(1-&%)(1-n)/2
N, =-1-n)A+E)A-E+n)/4
N, =(1-n*)A+&)/2
Ny =—(1+n)1+&)A-E—n)/4
Ng =(1-&%)(1+m)/2
N, =-1+n)Q-&)A+E-n)/4
Ng =(1-1°)(1-¢&)/2

Cuadrilatero
Cuadratico

N, = (L- &)L~ n)[9(&? +n?) ~10)/32
N, =9(1-£2)(1 - n)(L-35)/32
N, =9(1—£7)(1-m)(L+3€)/32
WON, = L+ E)A-n)[9(E? +n?) —10]/32

Cuadrilatero
Cubico
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6.- Elementos bi-dimensionales 6.2.- Cuadrilateros

6.2.3.- Determinacion de funciones de forma.

f&mn)=(1-¢)-(1-n)-(@+&+n) f(en)=[1-8) (L+&)-1-n)
f(E, 1-£)-(1+£)-(1-
f(~1-1)= (2~ (-1))- (A=(=1)- (1+(-1)+(-1))= 4 N, (&,m)= f((o’ _nl)):( )- : )-(1-n)
F(&, —G)-L—M)L+c+ ,
()= f(fgl?)l): b ?3{ skl Nz(@ﬂ)=(1_& )2'(1—11)
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6.- Elementos bi-dimensionales 6.2.- Cuadrilateros

6.2.3.- Determinacion de funciones de forma.
Reglas:

* Rectas por los lados que no
contengan al nodo

» Rectas con maximo numero de
nodos para minimizar términos
polinbmicos

» Expresiones sencillas, si es posible
en funcion de una sola variable

fEn)=(1-¢)-0-n) -0+&+n) - Isotropria = tantas rectas
f(=1-1)=(1=(-1)- (1= (=1))- (14 (-D)+(-1)) =4 horizontales como verticales

__fen) (-0 ompagen) | COTPIORTAUEENCGD 2
N1(‘2’n) f(—l,—l) _4
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CONTINUIDAD C°
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6.- Elementos bi-dimensionales 6.3.- Triangulos

Ventajas e inconvenientes de trianqgulos sobre cuadrilateros

Aproximacion mas sencilla de contornos (generacion automatica de
mallas)

« Distribucion de nodos similar a téerminos en triangulo de Pascal:
interpolacion sin términos parasitos

« Superficie modelado por un elemento triangular de tamano ‘h’ menor
gue la correspondiente al cuadrilatero del mismo tamaro
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6.- Elementos bi-dimensionales 6.3.- Triangulos

6.3.1.- Coordenadas de area L,,L,, L,
Elem. Lineales

Ni=L; Ny=L, N;=L;

Elem. Cuadraticos

N, =4L,L, (lado)

Elem. Cubicos

N,o = 27L,L,L, (interior)

L+L,+L,=1 J
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6.- Elementos bi-dimensionales 6.3.- Triangulos

6.3.1.- Coordenadas de area L,,L,, L,
Elem. Lineales

Ni=L; Ny=L, N;=L;

L]_:.Q.O

Elem. Cuadraticos

N, =4L,L, (lado)

Elem. Cubicos

N; = (3L;-1)(3L;-2)L,/2 (vért)
alblc! Ny =9L,L,(3L,-1)/2  (lado)

” L LSdxdy = 2A Njo =27L,L,L,  (interior)
!
| (a+b+c+2) )

Integracion:;
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6.- Elementos bi-dimensionales 6.3.- Triangulos

6.3.2.- Coordenadas normalizadas

N; = (1-€m)(1-2&-2n)

N, = E(1-29)
N; = -n(1-2n)
N, = 4&(1-En)
N5 = 4Sn

Ng = 4n(1-E-n)
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7.- Elementos tri-dimensionales

LINEAL
CUADRATICO

A

|
NN

S=E& »  Mo=nn; ; To=TT;

N; :%(1"‘ E )L +np)(1=75)
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8.1.- Elementos isoparamétricos
8.2.- Célculo de matrices de elemento
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8.- Transf. coordenadas.

Funciones de forma en coordenadas normalizadas (§,n,t)

Transformacion de coordenadas

(x| (&) x=x(&,n,7)
yp=f y=y(Emn1)
z=12(¢m,7)
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8.- Transf. coordenadas. 8.1.- Elem. Isoparamétricos

* Transformacion de coordenadas con funciones de forma N’:

Xx=Y» N.(&,n,1)X

Z : (Sm.7) ' N’ no necesariamente funciones de
y= Z Nil En 1y, interpolacion de desplazamientos (N )
L= Z N; (&N, 1)z,

* Requisitos:

Continuidad C° = . . .,
Limitar distorsion

Elementos Isoparamétricos: N’=N J
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8.- Transf. coordenadas. 8.2.- Calculo matrices elemento

aNi ON. ax ON. ay ON. oz B ON. ON. oN. No
o0&  OX 6& oy ag 0z on - ox "oy oz disponibles
L) (ON,| [ox oy ozl[oN,| [oN,] (0N, (0N, |
ot | | e ee ot || ox Ox Ox ot
3 ON, V= ox oy oz <6Ni $:J<%> =) <%>:J_l<%> = B
on on on on|| oy oy oy on
ON, | |ox ay az||oN | [oN; oN; oN;
| 0t ] |0t Ot Ot || 0z | | 07 | | 07 | | 0T
b dV = |J|dzdnds
X:ZNi(E: n T)
111
X s N, K* = [B'DBdV = [ [ [B'DB Jdedndr
> o i e -1-1-1

= Integracion numerica
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9.- Integracion numerica

9.1.- Integracion numeérica unidimensional
9.2.- Integracion numérica en 2D y 3D
9.3.- Orden de integracion requerido. Integracion reducida
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9.- Integracion numeérica.

Matrices de elementos finitos en coordenadas locales. Ejemplo:

111
K® = IBTDBdV = J‘“‘BTDB‘J‘didndr e Limites mas sencillos

Ve -1-1-1 , -
e Integrando mas complejo
Requiere
integracion
numeérica
En general:

G(x,y,z)dxdydz=[ G(&n,t)|J] dgdndr
Vi
J

Vg
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9.- Integracion numeérica. 9.1.- 1-D

. i IRG

=] f(e)e~d H, (&) pray

H, = peso asociado a punto i

e e e

Cuadratura Newton-Cotes: * wai 1

Puntos de muestreo &;
» Puntos muestreo predefinidos equi-espaciados

» Ajuste de polinomio a puntos muestreo

* Integracion exacta del polinomio (= Calculo de H;)
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9.- Integracion numeérica. 9.1.- 1-D

5 f(&)d&ngi f(&)

Cuadratura Newton-Cotes: S SRR PR -
< - >
n| § H; n| g H; ni & H; |= f(&)di
2 1-10| 10 | |3|-1.0| 1/3 4|-10 | 1/4 —11
1.0 | 1.0 0.0 | 4/3 -1/3 | 3/4 (
1.0 | 1/3 1/3 | 3/4 ¥ P&)s
10 | 174 e 1)+ f (+1)
Regla Trapecio Regla Simpson
7 puntos 9@@@
= integracion exacta de polinomios de grado n-1 = _ ZH f(i )
= errorde grado n O(hM)
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9.- Integracion numeérica. 9.1.- 1-D

Cuadratura Gauss:

Newton Cotes

Gauss

N
v

= [ f(e)de
21 f (1) +1- f (+]) =ZH f (&)

=2-1(0) = HE(€7)
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9.- Integracion numeérica. 9.1.- 1-D

Cuadratura Gauss:

n *E, H; Integra exact
1 0.0 2.000 000 000 000 000 p=1
2 +0.577 350 269 189 626 1.000 000 000 000 000 p=3
3 +0.774 596 669 241 483 0.555 555 555 555 556 _
0.000 000 000 000 000 0.888 888 888 888 889 p=>5
4 +0.861 136 311 594 953 0.347 854 845 137 454 _
+0.339 981 043 584 856 0.652 145 154 862 546 p="7
5 +0.906 179 845 938 664 0.236 926 885 056 189
+0.538 469 310 105 683 0.478 628 670 499 366 p=9
0.000 000 000 000 000 0.568 888 888 888 889
N puntos | Newton Cotes Gauss
Integra exactamente polinomios de grado n-1 2n-1
Error de grado n O(h") 2n O(h2")
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9.- Integracion numeérica. 9.1.- 2-Dy 3-D

Cuadrilateros y hexaedros: Extrapolacion del caso unidimensional

=j f(&)dazi H, (&) — R

I~
L

ﬁf(& n)dedn=3 > HH, T (Em,)

-1 i=1 j=1

I=]] ] 1(& n)dednek

= JHH H, f(&.m,.7)

i=1 j= k=1
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9.- Integracion numeérica. 9.1.- 2-Dy 3-D

=[[ tEm)detn=Y Y HH, tEm,)

Tridngulos y tetraedros:

Puntos de integracion especificos | j‘
n E; n; H; Integra exactamente 0
1 1/3 1/3 1/2 p=1
3 1/6 1/6 1/6 ~
D71/ 6 1/6 p=>2
1/6, g /3 1/6
3% 172 0 1/6
T/2 D 1/6 p=>2
0 1/2 1/6
4 1/3 1/3 -217/96
1/5=%T/5 25/96
VA < 25/96 e
1 s Y 25/96
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CONTINUIDAD C°

9.- Integracion numérica.
9.3.- Orden de integracion reguerido. Integracion reducida

T Num. ptos = ! Error de integracién numérica
T Precision anélisis
1 Coste computacional

En Elementos distorsionados:

J # Cte

J-1 no tendréa grado finito

Ke — jBTDBp dv j- {a 0} BT DB |J| no tendra grado finito
VI

Regla de muy alto grado
« J, 13,3t ctes. (No necesaria)

- B=B(J4,...) = B términos lineales . .,
=e = ‘ ¢,Grado integracion?
- BTDB |J| términos cuadraticos

=> Integr.exacta con 2x2 ptos Gauss
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9.- Integracion numeérica.
9.3.- Orden de integracion reguerido. Integracion reducida

Recomendaciones para
cuadrilatero cuadratico serendipito

Considerablemente

En general distorsionados
Zienkiewicz y Taylor 2X2 2 X 2
Burnet 2X2 3x3
Bathe 3x3 Superiores
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9.- Integracion numeérica.
9.3.- Orden de integracion reguerido. Integracion reducida

Criterio de Burnett para elementos no muy distorsionados:

La regla de integracion debe preservar la velocidad de convergencia
de la energia de deformacion global

Orden de errores de discretizacion:

Integracion Integracion
Elemento 9 g

u O(hP+1) reducida estandar
> 1 o) 1pto 3 ptos
1= EIST DedV  O(h?)

' 4 ptos 6 ptos

=0(h?P) en la Integracién numérica
= Integracion exacta de pol 2p-1
Integracion reducida

1x1ptos 2x2ptos

Ventaja:
mismos puntos que los de

superconvergencia de tensiones

2x2ptos 3 x3ptos

Rhp )
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9.- Integracion numeérica.
9.3.- Orden de integracion requerido. Integracion reducida

Posibles situaciones;

Resultados mucho mas precisos que la estandar,
cuando un parametro se aproxima a su limite.

: . . . EsS necesario
Ej: materiales casi incompresibles y placas delgadas ‘

experimentar

Resultados desastrosos. Singularidades en K

Regla general:

Elementos poco distorsionados = Integracidon reducida
Elementos distorsionados = Integracion estandar

Buen comportamiento de integracion reducida. Justificacion:

» Formulacion en desplazamientos sobrestima K Compensacion

« Integracion reducida subestima K de errores
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10.- Funciones de forma jerarquicas

Las funciones de forma convencionales (nodales) de un elemento se
modifican al aumentar el orden de aproximacion polindbmica

Funciones 1

convencionales Se modifican las matrices
. de elemento y hay que
N, ==(1-¢) realizar todos los calculos
Elemento 2
ineal 1 de nuevo
N, = §(1+§)
O
NE =g
Elemento ! —Eg( -5
cuadratico o1
N, = E§(1+ £)
Ny =(@1-¢&°)
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10.- Funciones de forma jerarquicas

Las funciones de forma correspondientes al orden p de aproximacion
polindmica estan incluidas en las de orden p+1

Funciones Funciones
convencionales jerarquicas
Elemento
lineal l
Elemento
cuadratico
*Los g.d.l. no son

valores nodales
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10.- Funciones de forma jerarquicas

Caso unidimensional

N N N u9(e) = N!(£)u, + NA(E)u,

Interpolacion lineal:

Interpolacion cuadratica:

A
A 4
A
v

u®(e) = Ni(e)u, + Ny(E)u, + NI (),

funcion adicional

Valor nulo
en los nodos Condicion
_ adicional |
NI (€)= 0,(1-&") g N/ () =1-¢°
NJ(0)=1
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10.- Funciones de forma jerarquicas

Caso unidimensional

Interpolacion cubica:

() = Nj(&)u, + Ny (&)u, + NJ(€)a, + NJ(

funcion adicional

NJ (&)= g + 0, & + 0,82 + o 8

Condiciones:
|\|3j (_1) -0: |\|3j (1) — (0 (valor nulo en los nodos)
NJ(0)=0
dN/
dg

£=0
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10.- Funciones de forma jerarquicas

Caso unidimensional

Las funciones de forma Requieren condiciones
jerarquicas no son unicas ” adicionales para su definicion

| f

. 1
Diferentes familias de Por ejemplo H(ép -1) p par

funciones jerarquicas m— N (8) = p=2

i'(&p —&) p impar
p:

\

Se pueden buscar familias de funciones jerarquicas que resulten ventajosas)

Por ejemplo:
dN . dN Se pueden definir las
k& = IC" %_jdx e, E J'c__ % j d¢ funciones de forma para que
- Yodx dx h? 1de dE i ..
1 a integral sea nula para 1 #J
Término de la matriz de rigidez (matriz K diagonal)
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10.- Funciones de forma jerarquicas

Caso unidimensional

Polinomios de Legendre.- Cumplen la propiedad de ortogonalidad anterior:

STRERELCR')

p-1)12°%  dgP

V4

NJ'

p+1

: 11 dPe2-1)f
O-Fpu- Lot 4 le )

q b

Nj=g' -1 ; Nj=2(8-¢)..

Desacoplamiento unicamente en el caso unidimensional,
pero en general existe un mejor condicionamiento numeérico
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10.- Funciones de forma jerarquicas

Caso bidimensional y tridimensional: Cuadrilateros y hexaedros

La construccion de las funciones de forma es Multiplicando funciones
analoga a la de las funciones lagrangianas de los - de forma del elemento
elementos convencionales unidimensional

L Nl N 2 N3
Cuadrilatero
lagrangiano 2
)

Cuadrilatero
jerarquico
)N3(n) J(n) Ny(Em)=N;
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10.- Funciones de forma jerarquicas

Caso bidimensional y tridimensional: Triangulos y tetraedros

La construccion de las funciones de forma jerarquicas se puede realizar de
forma similar al caso anterior a partir de las funciones del elemento triangular
lineal y de las funciones del elemento unidimensional expresadas en
coordenadas de area
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