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1 Prob elastico. Prob discretos 3 Formulacién desplazamientos
TEMA 3: PLANTEAMIENTO VARIACIONAL DEL M.E.F. 2 Método de Rayleigh-Ritz 4 Convergencia

1.- Problema elastico. Resolucion problemas discretos.
1.1.- Revision de conceptos basicos

PROBLEMA ELASTICO

DATOS:
b = [b,, by, b,]" Fuerzas volumétricas
t=[t,t,t] Fuerzas superficiales
P Fuerzas puntuales
INCOGNITAS:
u=[uv,w]" Desplazamientos
diferencial
o=[o 0, 0, 1y, T, Tl Tensiones ENFOQUES
: variacional
e=ls g & Ky K 7l Deformaciones

Departamento de Ingenieria Mecanicay de Materiales Fundamentos del MEF y Aplicaciones
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TEMA 3: PLANTEAMIENTO VARIACIONAL DEL M.E.F. 2 Método de Rayleigh-Ritz 4 Convergencia

1.- Problema elastico. Resolucion problemas discretos.
1.1.- Revision de conceptos basicos: Ecuaciones

Definicidon de deformacion

0
| @ May |-y
S Loy _Lma X OX ou
(>D % 8X: X = a =
t rg 1 0 — do OX
>y X ay
&y 0 0
€ ou, |\ a7 ov
Lo | | u+dy |97 — X Y=
B Iy (7|6 a;@yj X (‘Jy ax@(J =L
Vg =P1t P2= 5 AWy = v T oax
Yy y @k X y OX
o 0
,YZX 0 ~ A
i ) oz 0oy
9 4 2
2 | 02 OX |
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1 Prob elastico. Prob discretos 3 Formulacién desplazamientos
TEMA 3: PLANTEAMIENTO VARIACIONAL DEL M.E.F. 2 Método de Rayleigh-Ritz 4 Convergencia

1.- Problema elastico. Resolucion problemas discretos.
1.1.- Revision de conceptos basicos: Ecuaciones

Relaciones tensiones-deformaciones

_ T
c—[csx G, G, Ty Ty, Ty

— [S:CG O o=Ds¢ Ley de Hooke ]

8:[8>< €y & Yy Ty yZX]T

C . Matriz simétrica de flexibilidades L, v v . .
D: Matriz simétrica de elasticidad 1;” . ; ; ;
Coef. const. = elasticidad lineal 110 . . .
General = 21 coef. Independientes [D]=(1+E§)l(?_))20) . 1-20 .
Ortotropo = 9 coef. Independientes | ) 1-2v
[Is()tropo = 2 coef. Independientes] 4 21(120)
i v
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1.- Problema elastico. Resolucion problemas discretos.
1.1.- Revision de conceptos basicos: Ecuaciones

Relaciones tensiones-deformaciones

_ T
c—[csx G, G, Ty Ty, Ty

— [S:CG O o=Ds¢ Ley de Hooke ]

8:[8>< €y & Yy Ty yZX]T

y

Tensiones y deformaciones iniciales — sp [6@8—80)+60] (6=Ac+o, )
0

Deformaciones térmicas —>para la temperatura adecuada

=al
. N o€ e=a
 Coeficiente de expansion térmica — o=— T 17
(expansion libre) or g =jadT =al « :?IadT
0 0

* Definicion de coeficientes de expansion térmica en funcion del material (general, ortétropo, isotropo)

» Expansion libre, caso ortotropo:

go=|o,T @, T &,T 000[; 6,=0 6,=—D[o,T o, T o, T 000]"; =0
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1.- Problema elastico. Resolucion problemas discretos.
1.1.- Revision de conceptos basicos: Ecuaciones

Ecuaciones de equilibrio estatico

EQUILIBRIO INTERNO

0c
oy

dy

A
v
&
+
IS
4
O
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o
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1.- Problema elastico. Resolucion problemas discretos.
1.1.- Revision de conceptos basicos: Ecuaciones

Ecuaciones de equilibrio estatico

EQUILIBRIO EN CONTORNO

dA=tds dx=mds dy=1ds

espesor cosenos directores

@tds :@tdy +@tdx

t, tds=o,tlds+ 7, tmds

normal

dy

t=lo +mz,

dx t.=lo, +mt,, +nt,

A
v

t=It,, +mo, +nt,,

t,=It, +mt, +no,
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1 Prob elastico. Prob discretos 3 Formulacién desplazamientos

TEMA 3: PLANTEAMIENTO VARIACIONAL DEL M.E.F. 2 Método de Rayleigh-Ritz A CamEEETEE

1.- Problema elastico. Resolucion problemas discretos.
1.2.- Planteamiento del problema elastico

Planteamiento diferencial mp ° Metodo de Desplazamientos

(nivel local) » Método de las Fuerzas

» Método de Desplazamientos - Fuerzas
(Métodos Mixtos)

Planteamiento integral

(nivel global)

~ Principio de Minima Energia Potencial Total J

- Principio de los Trabajos Virtuales

Variacional (Bnergetico) < pyincipio de Minima Energia Complementaria

ENFOQUES < Principio de Energia Estacionaria de Reissner

Residuos ponderados

-
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1.- Problema elastico. Resolucion problemas discretos.
1.2.- Planteamiento del problema elastico

Energia Potencial Total
de un sistema conservativo:

Hp —_ I1 — Wp
(energia deformacion) (trabajo fuerzas exteriores)

I, = | (lsTDs—sTDao+sToojdV ~ [u'bdv - Ju'tds -U'P
\Y 2 \ S

El campo u solucion minimiza I'; e 31T, (u) = 8TT(u) — W, (u) = 0
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1.- Problema elastico. Resolucion problemas discretos.
1.2.- Planteamiento del problema elastico

Energia Potencial Total

I, = I (ESTDS—STDSO —I—STGOjdV —~ judeV E IuTtdS -uU'p
2
\Y \ S
Considerando la relacion deformacion-desplazamientos: e=Lu

1

M, = | (E(LU)T D(Lu)-(Lu) Dg, + (Lu)Tcoj dv — Judev - é[uTt ds —U'P

\Y

Energia Potencial Total en funcion del campo de desplazamientos

MEF: APROXIMACION DEL CAMPO DE DESPLAZAMIENTOS
|—> ECUACIONES DE EQUILIBRIO APROXIMADAS
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1 Prob elastico. Prob discretos 3 Formulacion desplazamientos
TEMA 3: PLANTEAMIENTO VARIACIONAL DEL M.E.F. 2 Método de Rayleigh-Ritz 4 Convergencia

2.- Método de Rayleigh-Ritz

(1°) Supone una aproximacion U ala solucion u Incégnitas

Funcion de prueba

~

I a fi (X’ y,Z)

i=1

= < Zm:ai f.(X,y,2)

i=l+1

Zn:ai fi (X! y1 Z)

\|:m+1

VT

/

Eleccion apropiada__ funciones polindomicas que

de fi = cumplan cond. contorno
esenciales
(2°) Evaluacion Ilp I1, » IL(a.a2, a,)
- .
i, = I1 i
(3°) Minimizacion llp d P-0: i=12..1 (n ecs..algebr.amas,
o8, con n incognitas &)

NGm. términos T (a,1) =P precision T

Departamento de Ingenieria Mecanicay de Materiales Fundamentos del MEF y Aplicaciones
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2.- Método de Rayleigh-Ritz

Cond. Contorno: A = Area seccién transversal constante

z((())L)::OO E = Mddulo de elasticidad constante
Solucion 12 solucidn 22 solucion
exacta aproximada aproximada
- — - ---=-_ |
E A n 2
.GéJ u(x) G (x) = a,x 0, (X) = a,X +a,X
©
N
= cL? cL
o 2 A . A —_ = . 2
§ u(x)— (3L X — X ) 0, (X)= " a,(x) 12E(7LX 3X )
% 2
" CL
S o,(0==(-x) 64 (X)= 6, (X )— (7L 6x)
17 2 3
c
2
Solucion mas rigida que la exacta J
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1 Prob elastico. Prob discretos 3 Formul. desplazamientos
TEMA 3: PLANTEAMIENTO VARIACIONAL DEL M.E.F. 2 Método de Rayleigh-Ritz 4 Convergencia

3.- Formulacion en desplazamientos

(1°) Discretiza el dominio en “elementos”

(subdominios muy simples)
Nodo k

Elemento e

Nodo ] Nodo i

(2°) Supone una aproximacion ala solucion u en cada subdominio

A partir de las estimaciones para los
desplazamientos nodales U;

1

Interpola U en cada elemento

‘/Xi
N\
(8% Evaluacion Iy I, = T, (ug, Uy, ... Uy)
o1l

o .
(4% Minimizacién Iy <®_g . j—12 .. N (N ecs.algebraicas,
ou; con N incdgnitas U;)
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1 Prob elastico. Prob discretos 3 Formul. desplazamientos
TEMA 3: PLANTEAMIENTO VARIACIONAL DEL M.E.F. 2 Método de Rayleigh-Ritz 4 Convergencia

3.- Formulacion en desplazamientos

[Funciones de forma = Funciones de interpolacion en cada eIementoJ

Aproximacion a partir de los valores nodales:

—> Func. de forma = Polinomio

V(xy) = (%) = Ni(%y)]vi + NjO- v+ Ny () vy

,Ui.
Vi

{O(X,y)}_ N(xy) 0 N 0 NO 0 )y

W T 0 Ny 0 NO 0 N,

(En 2D y para elementos de 3 nodos) \lj:i

u(x,y,z) ~ G(x,y,z) =N(X,y, z)ueJ
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1 Prob elastico. Prob discretos 3 Formul. desplazamientos
TEMA 3: PLANTEAMIENTO VARIACIONAL DEL M.E.F. 2 Método de Rayleigh-Ritz 4 Convergencia

3.- Formulacion en desplazamientos

Energia potencial total 1, :J.(laTDa —£'Dg, + aTcoj dV - [ubdV - [u'tdS - U'P
\Y% 2 \Y% S

Discretizacion
V=Uvj
e=1

Continuidad C°

M=y (%STDa ~&'De, + aTcoj av -y judeV—fjuTtds ~U'P

e=1se e=1ge

I, =2j6('—u)TDLU —(Lu)' Dg, + (LU)TGOJ dVv — i Jubdv - ijuTtdS _ UTPJ
e=1ys¢ e=1yse e=1ge
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3.- Formulacion en desplazamientos 3.1.- Matrices k¢ y vectores f¢

I :[ J%(LU)TDLU dV} - [(Lu) Dgydv + [(Lufe,dv - [uTbdv  —[u'tds
A A A S¢

Ve

. l @Aproximacién nodal

e T e
+sz E(|_|\|u J DLNu® dv
. | B
+%jueTBTDBue dv
. i
I ~ +%ueTL[BTDB dv}ue— ueT{\;[BTDsodV}— ueT{—IBTcOdV}—ueT{\iNdeV}—ueT{iNTtdS}

LN

Ve

[\ ~ vl - -~ ) (. ~ vl “ ~ J %{_/
. e (S
k® Matriz. fso fco fbe fte
derigidez B — —

f® fuerzas equivalentes en nodos

I1 zin‘;— UP = T~ Eiu‘gkeue — iueTfe— U'P

e=1 ;; e=1 e=1




1 Prob elastico. Prob discretos 3 Formul. desplazamientos
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3.- Formulacion en desplazamientos 3.1.- Matrices k¢ y vectores f¢

I, = %gueTkeue - gueTfG— UTPJ

(0)
u, 0
Vl ( fifax fifax
Vectores y matriz u, fe fe
c . ” Ly iy
expandidos U={v, fo= Jf° ! mmmp Fi=J Q|
(Ej. en 2D y elem. de 3 nodos) :
\fk'yJ 6 fke,y
Von ) N :
L O N
I, ~ %U U-U>F-UP
e=1

Matriz de rigidez global

Hp x 1UT
2
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1 Prob elastico. Prob discretos 3 Formul. desplazamientos

TEMA 3: PLANTEAMIENTO VARIACIONAL DEL M.E.F. 2 Método de Rayleigh-Ritz T

3.- Formulacion en desplazamientos 3.1.- Matrices k® y vectores f®

X|X|X
k! = [X[X[Xx k2 =
X|X[X 6X6 4x4
k® =
8x8
K* K? K3 K* K
X|X|X X|X|X
X| X[ X X| X[ %
XXX VIVI VIVl _ XIxlglgldely
+ + + VI Vvl — Vv |Vl
LR
AV/AV/EAViAY
14x14 14x14 14x14 14x14 14x14
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3.- Formulacion en desplazamientos 3.1.- Matrices k_ y vectores f,

13 2 Hop12, 13
Ko : Ko7 : i KggtKgg
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3.- Formulacion en desplazamientos 3.1.- Matrices k_ y vectores f,

13 2 Hop12, 13
Ko : Ko7 : i KggtKgg
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TEMA 3: PLANTEAMIENTO VARIACIONAL DEL M.E.F.

1 Prob elastico. Prob discretos 3 Formulacién desplazamientos
2 Método de Rayleigh-Ritz 4 Convergencia

3.- Formulacion en desplazamientos 3.1.- Matrices k. y vectores f,

k¢ k®
ke: ii ij
kji kjj

Propiedades:
*simétrica
*semidefinida positiva

*en banda

U'KU >0

..............
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1 Prob elastico. Prob discretos 3 Formul. desplazamientos

TEMA 3: PLANTEAMIENTO VARIACIONAL DEL M.E.F. 2 Método de Rayleigh-Ritz T

3.- Formulacion en desplazamientos 3.1.- Matrices k® y vectores f®

U Solucion = U Minimiza la Energia Potencial Total J
1
I, = “U'KU-U'F
2
aHp Sist. algebraico Ecs. de
=0 ‘ KU=F Necs. N inc()g, = equilibrio
oU (indeterminado) en nodos

Vector solucion de desplazamientos nodales: u, )

) -
v, vl
. . . u i

KU=F Restricciones en desplazgmlentos b U= Y o = Ju b

(cond. contorno esenciales) ) v,
(Vi J
\an’l, N °
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1 Prob elastico. Prob discretos 3 Formulacién desplazamientos
TEMA 3: PLANTEAMIENTO VARIACIONAL DEL M.E.F. 2 Método de Rayleigh-Ritz 4 Convergencia

3.- Formulacion en desplazamientos 3.1.- Matrices k. y vectores f,

Desplazamientos nodales prescritos:

U, gdl restringidos K,
U, gdllibres K

rl

Obtencion de desplazamientos de gdl libres:

KU +K, U =k = | KU =k -KU

Obtencidn de reacciones F, (gdl restringidos): K, U+K U =F
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TEMA 3: PLANTEAMIENTO VARIACIONAL DEL M.E.F. 2 Método de Rayleigh-Ritz 4 Convergencia

3.- Formulacion en desplazamientos 3.2.- Calc. de tensiones

Matrices y vectores son
funciones de punto

b Deformaciones: e = Bu® J

@‘ Desplazamientos: u=NUu J

b Tensiones: ¢ =D(e-¢g,) + o, J

Tensiones menos precisas
Precision del calculo de tensiones: que los desplazamientos

> Elementos lineales: centroide

> Elementos de orden elevado: puntos 6ptimos de calculo de
tensiones cercanos a los de integracion numérica

» Obtencion de tensiones en otros puntos mediante extrapolacion.
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TEMA 3: PLANTEAMIENTO VARIACIONAL DEL M.E.F.

INDICE

4.- Requisitos de convergencia
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TEMA 3: PLANTEAMIENTO VARIACIONAL DEL M.E.F. 2 Método de Rayleigh-Ritz 4 Convergencia

4.- Requisitos de convergencia

El error en la solucion

Convergencia de la : :
solugi(’)n VIEE =) proximadatiende acero al
[aumentar el numero de gdl]

Considerando:

A 4

(1 ne (refinamiento)}

* Interpolacion polindbmica
 Variable ¢ = ¢(x,y,2) y funcional IT = I'l(¢) con derivadas de orden m

Requisitos generales de convergencia:

* Dentro de cada elemento la aproximacion de ¢ debe contener un polinomio de
grado completo m

» Debe existir continuidad en ¢ y en sus m-1 derivadas a lo largo de los contornos
entre elementos

« Amedida que la malla se refina, debe poder representarse un valor constante de
cualquier derivada m-ésima de ¢ cuando se aplican las condiciones de contorno
apropiadas sobre la malla
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1 Prob elastico. Prob discretos 3 Formul. desplazamientos
TEMA 3: PLANTEAMIENTO VARIACIONAL DEL M.E.F. 2 Método de Rayleigh-Ritz 4 Convergencia

4.- Requisitos de convergencia

Variable u = u(x,y,z) y funcional IT = IT(u)
con derivadas de orden m=1

Problema elastico J >

Requisitos generales de convergencia:

» Dentro de cada elemento la aproximacion de ¢ debe contener un polinomio de
grado completo m:

U(h)’ﬂ”):ao +alx+a2y+a3§g+... J

» Debe existir continuidad en ¢ y en sus m-1 derivadas a lo largo de los contornos
entre elementos:

Continuidad C° J

« A medida que la malla se refina, debe poder representarse un valor constante de
cualquier derivada m-ésima de ¢ cuando se aplican las condiciones de contorno
apropiadas sobre la malla

A medida que se refina pueden representarse tensiones constantes J
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