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1.- INTRODUCCION.

Un problema de contorno es aquel que estd gobernado por una o mas ecuaciones
diferenciales o integrales dentro de un dominio, y por condiciones de contorno en la
frontera de dicho dominio. Como ejemplo, los problemas de andlisis estructural estan
gobernados por las siguientes ecuaciones:

(1) Relaciones deformaciones - desplazamientos.
(2) Relaciones tensiones - deformaciones.
(3) Ecuaciones de equilibrio.

En general, para resolver un problema de contorno, se puede utilizar uno de los
siguientes métodos.

a) Solucidn analitica. Generalmente no aplicable cuando la geometria no es muy
simple.

b) Solucion aproximada. A efectos de aplicacion ingenieril, si no es posible
encontrar la solucion exacta, basta con encontrar una solucién aproximada en
la que esté acotado el error cometido. Para el caso que nos ocupa, se pueden
utilizar, entre otros, métodos de diferencias finitas, de elementos finitos o de
elementos de contorno. De estos, el mas utilizado en la actualidad es el de
elementos finitos. No obstante ciertos tipos de problemas pueden ser tratados
con mayor eficacia mediante diferencias finitas o elementos de contorno.

Los problemas fisicos pueden clasificarse en dos categorias: Sistemas discretos y
sistemas continuos. Considerando las leyes de la fisica, un problema de ingenieria se
representa por:

- Un sistema discreto caracterizado por un conjunto de ecuaciones algebraicas
que relacionan un nimero finito de incognitas o grados de libertad (gdl).

- Un sistema continuo que estd caracterizado por un conjunto de ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales con sus correspondientes condiciones de
contorno. En ocasiones, es posible obtener una formulacion equivalente en
términos de ecuaciones integrales.

La solucion del problema, en el primer caso es relativamente simple, ya que consiste en
encontrar la solucion (analitica o numéricamente) del sistema de ecuaciones
algebraicas. En el segundo caso, la solucion del problema es mas compleja.

La mejor forma de resolver un problema gobernado por ecuaciones diferenciales es
obtener la solucion analitica. Sin embargo, existen muchas situaciones en que la
solucion analitica es dificil de obtener. Por ejemplo, el dominio de definicion del
problema puede ser complejo, las propiedades pueden variar dentro del mismo, o las
condiciones de contorno pueden ser no simples.

Cuando no es posible encontrar la solucion analitica hay que recurrir a una solucion
numérica (que es generalmente aproximada). El objetivo serd encontrar una solucion
con un error inferior al admisible para su utilizacion en ingenieria. Existen diferentes
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métodos aproximados para la resolucion de ecuaciones diferenciales. Los mas generales
se pueden resumir en los siguientes:

1.1.- Método de las diferencias finitas.

En este caso, el dominio de definicion del problema se discretiza en una serie de puntos,
denominados nodos, y el valor de las derivadas de la funcion incognita se determina en
términos de su valor en los puntos que lo circundan utilizando un método de diferencias
finitas. Por ejemplo, el valor de las derivadas de una funcion f{(x,y) evaluada en el punto
ij puede aproximarse mediante

™ Fany Pany ™ Fany
\V) A\ A\ U A\
ij+2 a f f _ f
il T iy
o o o o o ox i h

L i it

Y
FanY FanY o FanY o
AV AV AV U U
2§ |+ | | 2 of| _ fz 4l _fi, j
oy|. k
o o o o o y

A4 A4 A4
L1 | il | il

6006 0 0 | S 2
h 2| = 2
— ox i h
X
a) Malla regular de diferencias finitas. b) Aproximacion de las derivadas

Figura 1.- Cronologia del MEF.

Sustituyendo la aproximacion de diferencias finitas en la ecuacion diferencial para cada
uno de los nodos de la malla obtendremos un sistema de ecuaciones cuyas incognitas
son el valor de la funcion en los nodos.

Las dificultades basicas que aparecen en la utilizacion del método son las siguientes:

- Es dificil tratar con geometrias o condiciones de contorno complejas. La forma
simple de plantear el método consiste en utilizar discretizaciones en puntos
dispuestos regularmente, lo que no es facil de realizar cuando el contorno es
complejo.

- Puede ser necesario utilizar esquemas iterativos en la resolucion del problema,
dependiendo la estabilidad numérica de diversos parametros. Las ecuaciones
resultantes pueden estar mal condicionadas.

- El algoritmo de resolucion depende del tipo de ecuacion planteada y es dificil
de generalizar.

En la actualidad se han desarrollado métodos de diferencias finitas apropiados para la
utilizacion con mallas no regulares. Estos permiten tratar problemas con contornos
complejos, y en general se han desarrollado para aplicaciones especificas. El método
por lo tanto no es general.
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1.2.- Método de las funciones de prueba.

Se supone que la solucion del problema se puede expresar en funcién de un ntimero
finito de parametros incognita. Por ejemplo, en un problema bidimensional, podriamos
suponer que la solucion del problema se puede aproximar mediante un polinomio,
definido para todo el dominio,

u(x, y)= 4(x, y)=a,+a,x+a,y+a,x’ +axy+...

siendo los parametros a determinar los coeficientes a;. El grado del polinomio a
considerar, y en consecuencia el numero de coeficientes incognitas, determinaran la
precision del resultado obtenido. Para encontrar tales pardmetros se puede aplicar la
condicién de estacionariedad de un funcional (método de Raileigh-Ritz) o minimizar el
error ponderado sustituyendo la aproximacion en las ecuaciones diferenciales (método
de los residuos ponderados). De la aplicacion de estos métodos resulta un sistema de
ecuaciones cuyas incognitas son los parametros a;.

Las desventajas de este método se pueden resumir en las siguientes:

- El suponer una tnica solucion, vélida para todo el dominio, puede requerir un
nimero excesivo de términos, con un grado polinémico elevado, dando lugar
posiblemente a errores computacionales elevados.

- Los coeficientes a; del polinomio no son facilmente interpretables desde el
punto de vista fisico.

- Es dificil satisfacer condiciones de contorno generales.

- En general, el sistema de ecuaciones resultante tiene una matriz de coeficientes
llena. Esto significa que deberemos almacenar y operar con todos los términos
de la matriz para resolver el sistema de ecuaciones. Por otra parte, en general la
matriz de coeficientes estara bien condicionada, facilitando la resolucion
numérica del sistema de ecuaciones.

1.3.- Método de los elementos finitos (FEM).

En el MEF, el dominio se subdivide en un conjunto de subdominios (elementos finitos)
definidos por los nodos que conecta. Para cada elemento se aproximan localmente las
funciones incdgnita, en general mediante funciones polindmicas, en funcién de un
conjunto de variables discretas (por ejemplo, valor de la funcién incdgnita en los nodos
que definen el elemento, si la interpolacion es nodal). Considerando la condicién de
estacionariedad de un funcional o un método de residuos ponderados se plantean las
ecuaciones algebraicas correspondientes (ecuaciones de comportamiento aproximadas).
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Figura 2.- Dominio y discretizacion del dominio en elementos.

De la solucion de este problema, se obtiene el conjunto de variables discretas que
definen la solucidon aproximada al problema planteado.

Las ecuaciones de comportamiento aproximadas pueden calcularse mediante
ensamblado de las ecuaciones de comportamiento de cada elemento finito. Esto es una
gran ventaja del método, ya que permite realizar gran parte de los calculos de forma
sistematizada.

En cierta forma puede considerarse que el método de los elementos finitos equivale a un
método de las funciones de prueba considerando un soporte local (basado en elementos)
de las mismas junto con un ensamblado de las ecuaciones locales.

1.4.- Método de los elementos de contorno (BEM)

En el método de los elementos de contorno, las ecuaciones diferenciales que gobiernan
el problema se transformar en integrales definidas sobre la frontera del dominio. Puesto
que el problema se expresa solamente como funcidén de la solucion en el contorno se
consigue reducir en una las dimensiones del problema, siendo solamente necesario
discretizar la frontera del dominio en elementos.
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2.- DIFERENTES ENFOQUES DEL PLANTEAMIENTO DEL MEF

Como se ha indicado anteriormente, para plantear las ecuaciones algebraicas a partir de
las cuales se obtendra la solucion aproximada del problema se pueden considerar los
siguientes planteamientos alternativos:

- Aplicar un método de residuos ponderados.
- Aplicar la condicion de estacionariedad de un funcional.

2.1.- Planteamiento mediante residuos ponderados
Consideremos un problema planteado mediante una ecuacion diferencial, definida en un
dominio 4 :

L(u)+f=0

Donde L es un operador diferencial y f una funciéon definida sobre el dominio.
Tendremos ademas unas condiciones de contorno, que por simplicidad en este momento
no vamos a considerar. Para esta ecuacion diferencial podemos definir la funcion
residuo R(#) como:

R(u)=L(u)+f

Consideremos ahora una funcion de ponderacion ', definida para el dominio. Para todo
el dominio podemos definir la integral:

W (u)= j ¥ R(u)dA

que es evidentemente nula si u es la funcidn solucion del problema. La funcion W se
denomina funcidon de ponderacion. Ahora, la solucion de la ecuacion diferencial se
puede plantear como la busqueda de la funcidon u que anula la forma integral para
cualquier funcion de ponderacion V.

Consideremos ahora la solucién aproximada # . En este caso, el residuo no serd nulo,
resultando:
R@)=L(@)+f
W ()= j W R(1)dA
A

Supongamos que la aproximacion de la funcion u depende de m coeficientes a;.
Consideremos que se han elegido convenientemente m funciones de ponderacion W, .

Como la funcién aproximada depende de los coeficientes a;, el residuo ponderado para
cada funcion de ponderacion sera también funcion de los coeficientes, es decir:
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W, ()= j ¥, R@)dA=W (a,a,) J=lm
A

La solucion aproximada del problema puede buscarse como aquella que anula el residuo
ponderado para todas las funciones de ponderacion (V) seleccionadas, y por lo tanto

consiste en calcular los coeficientes a; a partir del sistema de ecuaciones:
VVJ- (CZ1 s, )=0 j=l,..m

En general, cada una de estas ecuaciones dependera de todos los coeficientes a;. El
sistema de ecuaciones resultante es lineal si la ecuacion diferencial lo es. La solucion
encontrada es una solucion aproximada, ya que hemos supuesto la forma de la misma
(polindmica por ejemplo) y hemos anulado el residuo ponderado para un conjunto de m
funciones de ponderacion.

2.2.- Planteamiento variacional

En este segundo caso, la formulacion integral da lugar a un planteamiento fisico mucho
mas claro del problema, lo que ha hecho que tradicionalmente sea la forma mas habitual
de plantear el problema en el entorno de la Ingenieria Mecanica.

Esta alternativa para plantear las ecuaciones de elementos finitos consiste en utilizar un
principio variacional para determinar las incognitas del problema. Por ejemplo, en
problemas elasticos resulta comun utilizar el principio de minima energia potencial
total. Mediante este planteamiento se determina el valor aproximado de un funcional IT
como funcion de las incognitas a determinar:

I ~1l(a,,a,) j=l,.m

Planteando la estacionariedad de dicho funcional con respecto a las incognitas a
determinar se obtiene el sistema de ecuaciones a resolver:

ort _

—=0 j=l,..m
oa,
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3.- INTRODUCCION HISTORICA.

El Método de los Elementos Finitos (MEF) ha evolucionado gradualmente, en base a las
contribuciones de ingenieros, matematicos y fisicos. Las ideas esenciales comenzaron a

aparecer principalmente durante la década de los 40.

Matematicos | Fisicos Ingenieros
1940
Courant Pragery |Hrenikoff
Schoenberg | Synge McHenry
Newmark Génesis de Introduccion de
1950 conceptos del computadores
MEF digitales
Polya Synge Langefors
Hersch McMahon | Argyris
Weisberger Turner, Clough,
Greenstadt Martin, y Topp Afios
1960 formativos
Friedrichs Clough
White Melosh; Bessenling
Jones;
Fraeijs de Veubeke
Zienkiewicz y
Cheung Afos de
1970 maduracion

Figura 1.- Cronologia del MEF.

El articulo de Courant en 1943 es un clasico. Aunque fue uno de los primeros, y pronto
olvidados, detalla un enfoque similar al que aparecié de nuevo a mediados de los 60.
Para resolver el problema de torsion en elasticidad, define polinomios lineales sobre
regiones trianguladas. El articulo de Schoenberg, en 1946, define el nacimiento de la
teoria de los splines, recomendando la utilizacién de polinomios definidos a tramos para
aproximacion e interpolacion. A mediados de los 50, Polya, Hersch y Weinberger
utilizan ideas similares a las de Courant para estimar limites de valores propios. En
1959, Greenstadt divide un dominio en "células", asignando una funcién diferente a
cada una de ellas, y aplica un principio variacional. White y Friedrichs utilizan
elementos triangulares para desarrollar ecuaciones en diferencias a partir de principios
variacionales.

En la comunidad de fisicos, el trabajo de Prager y Synge conduce al desarrollo del
método del hipercirculo, que proporciona una interpretacion geométrica para los
principios de minimo de la teoria de elasticidad clasica. Synge utiliza funciones lineales
definidas sobre una region triangulada conjuntamente con un procedimiento variacional
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de Ritz. McMahon resuelve un problema tridimensional electrostatico utilizando
elementos tetraédricos y funciones lineales.

Entre los ingenieros, Hrenikoff propone la idea en 1941 de que el comportamiento
elastico de una placa continua puede ser similar, bajo ciertas condiciones de carga, a un
conjunto de elementos viga conectados entre si en puntos discretos. El problema puede
tratarse mediante métodos computacionales similares a los utilizados para estructuras de
barras. McHenry y Newmark refinan posteriormente esta idea.

A partir de la introduccion comercial de los computadores digitales a principio de la
década de los 50, diversos investigadores, principalmente Langefors y Argyris mediante
articulos publicados entre 1954 y 1955, reformulan el problema del analisis de
estructuras a una forma matricial perfectamente adaptada para el calculo eficiente por
ordenador.

En 1956, Turner, Clough, Martin y Top sobrepasan el concepto de entramado de barras,
modelando estructuras de aviones mediante el ensamblado de pequefios paneles de
forma triangular. Es un avance conceptual importante ya que hace posible modelar de
forma mas realista estructuras bi y tridimensionales mediante el ensamblado de piezas
similares. El resumen de su trabajo contenia una observacion realmente profética,
"Considerable extension of the material presented in this paper is possible."

En este momento se ensamblan todos los ingredientes: computadores, métodos
matriciales, y el concepto de elemento. Los ingenieros reconocen rapidamente que estan
ante una nueva herramienta, rapida y potente. Esto quizd marca el comienzo del
crecimiento rapido del MEF. En los siguientes 5 o 10 afios existe una gran profusion de
articulos relacionados con aplicaciones practicas a estructuras de ingenieria civil y
aeroespacial.

El nombre del método, "elementos finitos", aparece por primera vez en un articulo de
Clough en 1960. Los trabajos de Melosh y Besseling en 1963, y el de Jones y Fraeijs de
Veubeke en 1964 muestran que el MEF puede identificarse como una forma del método
variacional de Ritz utilizando funciones definidas a tramos. En 1965 Zienkiewicz y
Cheung mostraron que el MEF es aplicable a todos los problemas de campos que
pueden ser definidos en forma variacional.

La época de mediados de los 60 se puede identificar con la transiciéon de los afios
formativos al principio de la "era moderna". La primera década (mediados de los 50 a
mediados de los 60) ha sido dominada por las aplicaciones estructurales a gran escala, y
el enfoque se ha caracterizado por el concepto fisico de imaginar la estructura
descompuesta en piezas fisicamente separadas.

A partir de mitad de la década de los 60 hasta el final de los 70, el MEF se difunde mas
allad del analisis estructural a otros campos de aplicacion , y la tendencia es mas
matematica. Estos son los afios de maduracion, en los que por ejemplo aparecen
alrededor de 7000 publicaciones en el afo 1976. Los matematicos comienzan a
establecer los fundamentos con pruebas rigurosas de convergencia, limites del error, y
estabilidad. Las técnicas se extienden por encima de los métodos variacionales para
incluir residuos ponderados y principios de balance de energia globales. Los algoritmos
numéricos se refinan. Se desarrollan los generadores automaticos de malla, la
interaccion, y otras capacidades de pre y postproceso.
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En la actualidad el MEF es una de las técnicas mejor asentadas para la resolucion de
problemas de contorno que aparecen en la ingenieria. La tendencia actual es la de
facilitar al usuario la resolucion de problemas complejos. Los problemas no lineales
(plasticidad, viscoelasticidad, contacto, etc.) pueden ser tratados con mayor facilidad y
de forma méas eficaz, y es posible resolver problemas combinados en los que
interaccionan problemas que anteriormente eran tratados por separado (analisis
tensional, térmico, interaccion fluido - estructura, interaccion estructural con campos
magnéticos, etc.). Como la soluciéon de elementos finitos es aproximada, es necesario
estimar el error que se introduce. En los ultimos afos se ha realizado un avance
considerable es el desarrollo de técnicas fiables y rdpidas de estimacion del error de
discretizacién y técnicas de redefinicion automadtica de la solucion que permitan
garantizar un error menor que el deseado, sin intervencion por parte del usuario. En
definitiva, la tendencia es a automatizar completamente el proceso de analisis, para que
el usuario pueda dedicar mayor tiempo a la interpretacion de resultados y estudio del
problema que esta analizando.
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1.- INTRODUCCION

En el presente capitulo presentaremos la metodologia seguida en la resolucion numérica
de una ecuacion diferencial en derivadas parciales, mediante la aplicacion del método
de los elementos finitos.

Cada uno de los pasos efectuados se ilustrard con su aplicacion sobre la ecuacion
diferencial lineal de segundo orden genérica:

d*u o*u
DXG7+DY¥—GH+Q:O (l)

definida en un dominio A € R? cuya frontera denotaremos por S, con condiciones de
contorno dadas por:

u=1u en S, (cond. contorno tipo Dirichlet)
ou ou )
ngnx + Dygny =q enS, (cond. contorno tipo Neumann)
siendo $;NS,=Fy S;US,=S, ny y ny las componentes del vector unitario normal al
contorno S,, y donde u(x,y) es la incognita del problema, con Dy, Dy, G y Q constantes,
0 a lo sumo funciones de x e y pero no de u, puesto que si asi fuera, el problema no seria
lineal.
Y 4

v

2.- RESIDUO

Se define el residuo como el valor que ofrece la ecuacion diferencial cuando se
sustituye en la misma un campo arbitrario u (x,y), y lo denotaremos por R(u).
Obviamente se tendréa que siendo u la solucion de la ecuacion diferencial:

R(u*)zO siu’ =u

R(u*)¢0 siu #u

)
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Luego puede entenderse que resolver la ecuacion es lo mismo que hacer que el residuo
sea nulo.

Para la ecuacidn diferencial considerada, el residuo sera:

* o*u” o*u” *
R(u):ny—FDyV_Gu +Q (4)

3.- EL METODO DE LOS RESIDUOS PONDERADOS

El método consiste en buscar la anulacion del residuo exigiendo la anulacion de la
forma integral:

W(u)= | ¥R(u)dA = 0 (5)

donde la funcién ¥ se conoce con el nombre de funciéon de ponderacion o funcion de
peso.

Sélo en el caso en que se verifique la ecuacion 5 con independencia de la funcion ¥ que
se tome, esto es

W(u) = | WR(u)dA =0
A (6)
para toda ¥

serd equivalente buscar la funcion u que verifique la ecuacién diferencial, haciendo nulo
el residuo 3, o buscar la funcién que verifique 6.

La forma integral del residuo ponderado correspondiente al ejemplo planteado es:

& &
W)= | (D;}f—‘j +D W5 -GWPu+ ‘PQJ dA 7)
" 0x oy

4.- INTEGRACION POR PARTES

En general, y por razones que en el proximo punto se pondran de manifiesto, conviene
proceder a integrar por partes la forma integral 6 hasta que el orden de derivacion sobre
la funcion ¥ y sobre la funcion u se igualen.

Considerando la ecuacion diferencial planteada y suponiendo que Dy, Dy son
constantes:

-Integrando por partes el término integral con segundas derivadas en x una sola vez
respecto a x, resulta:
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oY
u=Y

*u du=—dx
ou _ X
”Dx\Péxded}’— . _az_ud A =

V—a > dx v = ox

—”Dx x aXdxderJ.D ‘P;ﬂdy

-Integrando por partes el término integral con segundas derivadas en y una sola vez
respecto a y, resulta:

oy u="4Y du = %de
‘UDY‘PWdXdy = ou u [
dv =—dy V=—
ay
HD dxdy+_[D Y —dx

-Si denotamos por ny y ny a las componentes del vector unitario n, en la direccion

b
normal exterior al contorno S, que también se pueden expresar como cosO y
sen respectivamente, se tendra

dx = dSsen0 = nde
dy = dScos®=n_dS

Resultando de la agrupacion de las integrales de contorno

IDX‘P%dy+IDy‘P%dx:I‘P(DX%nX +D %n jds

De este modo, se llega finalmente a la expresion

oY du oY ou
W(u)——_[( Xa 8_X Dy8y8 +¥YGu - ‘PQ]dAJr

(8)
ou
+J\Y( Xa 8 JdS

Como la funcién de ponderacion W es arbitraria, podemos elegirla de forma que se
anule sobre la parte del contorno S;. De este modo
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ou ou
I‘P(D —_n,+Dy —n de:I‘P(D —_n,+Dy —n de
S X Yoy 7 s, X Yoy

y, dado que en la frontera S, se tiene la condicion de contorno dada por 2, la ecuacion
anterior se simplificara, resultando

_[‘P(D @n + Dy @n JdS=I‘I’qu 9)
S 0x Y oy S,

y finalmente, la ecuacion 8 resultara:

oY du oV du
W)= (D, < o Dy8—8—+‘I’Gu—‘PQ)dA+_[\I’qu (10)
A S,

5.- DISCRETIZACION

La division del dominio en una serie de subdominios disjuntos recubriendo el dominio
original, propio de la técnica de elementos finitos, nos lleva a considerar la forma
integral W(u) como la suma de las formas integrales particularizadas a cada subdominio
o elemento finito. Este resultado es inmediato a partir de las propiedades de la integral.
No obstante, la interpolacion de elementos finitos que posteriormente se aplique debera
cumplir ciertas condiciones de continuidad para que esto sea cierto.

Suponiendo, por lo tanto, el dominio A descompuesto en N, elementos, se tendra:
W(u) = iWe(u) (11)
e=1

donde W*(u) resulta

O du oW du
W(u)_—I(DXa - Dy6—5+‘I’Gu—‘PQ)dA+ [wqds (12)
S, NS¢

siendo S° el contorno del elemento A°.

Puesto que W°(u), al integrar sobre A°, s6lo hace intervenir la solucion u en el elemento
A®, que denotaremos por u®, y andlogamente para la funcion de ponderacion, podemos
igualmente escribir

o¥° ou® o¥° ou®
We(u)=-|(D, +D +¥°Gu-PY°Q)dA+ |W¥Y°qdS (13)
/;[ ox 0Ox Y Oy Oy SZLS

donde u® hace referencia a la solucion u en el elemento A, y de forma analoga para V*.

Cuando en cada elemento, la solucion u® sea aproximada, se requerird que la
aproximacion permita mantener la continuidad entre elementos, puesto que de lo
contrario no resultaria correcta la equivalencia dada por la ecuacién 11 considerando
W¢(u) dada por la ecuacion 13.
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6.- APROXIMACION NODAL

Si en cada elemento se efectiia una aproximacion nodal a partir de n nodos, resultara
n n
W y) = 2N y) (i yi) = 2 Ni(x,y)uf (14)
i=1 i=1

En escritura matricial puede representarse como
u(x,y) = [NJ{u® (15)

donde [N] representa el vector de las funciones de forma transpuesto y {u°} el vector
que contiene el valor de la funcidn incégnita en los nodos del elemento considerado.

7.- FUNCIONES DE PONDERACION. FORMULACION DE
GALERKIN

Como se coment6 con anterioridad, las funciones W son a priori arbitrarias. Cuando esta
funcion, \P¢, en un elemento e se aproxima en la misma base que la funcién incognita u°,
se dice que la formulacion es de Galerkin. En este caso, podemos escribir

n n
LACRIEDRCRINLCRAED RN (17)

i=1 i=1

que matricialmente puede representarse por

we(x,y) = [N]{ ¢ (18)

donde [N] es el vector de funciones de forma transpuesto del elemento y {¥°} es el
vector que contiene los valores nodales de la funcion de peso en el elemento
considerado.

8.- PLANTEAMIENTO MATRICIAL DE LA FORMA INTEGRAL

8.1.- Definiciones

-Definimos el operador [L] como:

[ o]

| 5|
[Ll=| %

oy )

-Definimos la matriz [D] como:

(20)
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D, 0]
D=y p,| 21)

-Definimos la matriz [B] como:

[B] = [L][N] (22)

8.2.- Desarrollo

Partiendo de la forma integral para el elemento e dada por la ecuacion (13), se tendrd,
considerando las definiciones anteriores:

S L A o e
ox ox Doy oy )dA:—[{e( ([L1we)" [D] ([L]u ))dA

We(u) = | (D,
9

Utilizando la aproximacion nodal de la funcion W° y de la funcién u®, indicadas en el
punto anterior, resulta

wic = J[ (o) o1 (imifus]) Jaa

A

que reordenando, habida cuenta de que las componentes de los vectores {¥°} y {u°} son
valores nodales, siendo por lo tanto constantes, resulta

wew = - (]! { J( 181" 101 (81 dA} oo ] el ey
Ac
Por otra parte, definiendo W5 (u)

W(u)=— | G¥*usdA (24)

A¢

aproximando nodalmente las funciones W¥* y u®, obtenemos

ws(u) = - {we}’ {j G[N]T[N]dA} fue) = fwe}’ [ks] e (25)
.
Definiendo W5 (u)
W(u) = | Q¥eda (26)
‘.

resultara andlogamente

wi(u) = {we)' {I Q (NI dA} —{we} {£] 27)

Ac
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Finalmente, la integral de contorno tiene una contribucion en el elemento e dada por la
forma integral Wy (u) definida por

T T
wiw= | weqds={we { J q[N]TdS} = (e} {5 (28)
S,Ns¢ S,Ns¢
La forma integral del elemento e, W*(u), resultara de
WE(u) = Wr'(u) + Wy (u) + W5'(u) + Wy (u) (29)

Efectuando ahora los productos de matrices e integraciones que aparecen en las
expresiones de las diferentes formas integrales parciales, resulta

wewy = {wel' k] {u] (30)
con: [k§]=— [ [BI" [D] [B] ) da 31)
A
ws(w) = e}’ [ks] {u] (32)
con : [k¢]= - | GINIT[N]dA (33)
A
wi(u) ={we) (£5] (34)
con: {£5] = [ NTaA (35)
A
wiu) = {wel {f5) (36)
con : {ff}: .[ q[N]"ds (37)
S, Ns*

Sumando ahora estas expresiones, se obtendrd, de acuerdo con 29, la expresion
matricial de la forma integral W°(u)

wea = el (k] fe]) o} + () + {e) )
resultando finalmente la expresion

weeuw) = {we} (k] fus} + {£}) (38)
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9.- ENSAMBLADO

Obtenida la forma integral de cada elemento e seglin lo visto en el anterior punto, resta
ahora efectuar la operacion de ensamblado de los elementos, segiin

Ne
W(u) = 2 We(u) =0
e=1
Supongamos el nimero total de nodos en el dominio igual a M, y sea la expresion de la
forma integral elemental genérica W°(u)

weeuy = {web ( [k (e} + {re) ) (39)

En la anterior expresion solo estan involucrados los valores nodales de la funcién ¥ y u
correspondientes a los nodos del elemento e.

Definiendo ahora los vectores con las variables nodales de todo el dominio {U} y {¥},
debemos expandir la matriz de coeficientes [k°] y el vector {f°} dando lugar a [K®] y el
vector {F°} respectivamente.

El elemento de [k°] situado en la fila i, columna j, multiplica de acuerdo a la ecuacion
39 a la i-ésima componente de {¥°} y a la j-ésima de {u°}, de modo que se debera
posicionar en [K°] , en la fila asociada al nimero de nodo correspondiente a la
componente i-ésima de {¥°}, y en la columna asociada al nimero de nodo
correspondiente a la componente j-ésima de {u°}. Analogamente, se procedera en la
expansion de {f ¢}, posicionando la componente i-esima del vector {f°} en la fila de
{F°} asociada al nimero de nodo correspondiente a la componente i-ésima de {¥°}.

El ensamblado ofrece

Ne
W(u)= D2 We(u) =

e=1
(Ne \

By B

= {¢} T ([K]{U} +{F})=o

(40)

Podria pensarse que dado que la anterior expresion es valida con independencia de la
funcién de peso W, y por lo tanto de sus valores nodales recogidos en el vector {V},
¢ésta conduciria al sistema algebraico de ecuaciones

[KI{U} + {F} = {0} (41)

Pero ésto todavia no es cierto, puesto que como ya vimos la funcién de ponderacion ¥
se toma de modo que se anula sobre la parte del contorno S;, con lo cual para todos los
nodos situados sobre esta parte del contorno los valores nodales del vector {¥'} resultan
nulos. Asi, si n; es el nimero de nodos que hay sobre S;, en el sistema 41 existiran n;
ecuaciones linealmente dependientes. Este problema queda solventado al introducir las
condiciones de contorno de u sobre S; que pasamos a analizar en el punto siguiente.
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10.- CONDICIONES DE CONTORNO ESENCIALES

En este punto vamos a proceder a introducir las condiciones de contorno de Dirichlet, es
decir las asociadas al valor de u sobre el contorno S;, puesto que las condiciones de
contorno sobre la frontera S, estdn implicitas en la formulaciéon como se ha puesto de
manifiesto a lo largo del tema.

Para la imposicion de éstas condiciones basta eliminar del sistema algebraico 41 las
ecuaciones asociadas a los nodos donde el valor de la funciéon W resulta nulo,
sustituyéndolas por una ecuacion que exprese que en dicho nodo el valor de la funcion
incognita u esta impuesto.

Si suponemos que en el nodo j es conocido el valor de la funcion incognita, esto es
U(Xj,}’j) = ﬁj (42)

Procederemos eliminando del sistema algebraico de ecuaciones 41 la ecuacion j-€sima,
lo cual se lleva a cabo poniendo a cero todas las entradas de la fila j en la matriz [K],
salvo la correspondiente a la columna j en la que pondremos un 1. Por otra parte, en la
fila j del vector {F} pondremos el valor de u j- De este modo, la nueva ecuacion j-ésima

resultante de 41 reproduce la ecuacion 42.

Este procedimiento se debe repetir para todos los nodos donde el valor de la funciéon u
esté especificado.
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1.- EL PROBLEMA ELASTICO. RESOLUCION DE PROBLEMAS
DISCRETOS

1.1.- Revision de conceptos basicos de elasticidad

La teoria de la Elasticidad trata los conceptos fundamentales, definiciones, y ecuaciones
utilizadas en el analisis de tensiones y deformaciones. Estos fundamentos se utilizan en
la resolucion de problemas por métodos clasicos o mediante elementos finitos. La teoria
de la elasticidad establece las condiciones que debe satisfacer la solucion exacta y
ademds ayuda a establecer el rango de aplicabilidad de soluciones aproximadas. Se
utilizara un sistema de coordenadas cartesiano ya que es el mas usual.

X, U

Figura 1.- Cuerpo elastico y fuerzas actuantes.

Las fuerzas que actuan sobre un cuerpo elastico cualquiera (ver Figura 1) se pueden
subdividir en volumétricas, superficiales y puntuales. Las fuerzas volumétricas se
definen como fuerzas por unidad de volumen (por ejemplo, las gravitatorias, las debidas
a aceleraciones centrifugas conocidas, etc.) y se pueden definir mediante un vector de
funciones que denominaremos b. En un problema tridimensional, el vector b tendra tres
componentes, b = [b,, b,, bz]T y sus unidades seran de fuerza por unidad de volumen.
También pueden actuar fuerzas por unidad de superficie. Al vector que define tales
fuerzas lo denominaremos t. En el caso tridimensional, el vector t, que es funcion de las
coordenadas, tendrad tres componentes, t=[t, £, tZ]T. Las fuerzas puntuales son una
simplificacion de las fuerzas superficiales que actiian en una superficie muy pequefia a
efectos del analisis que queremos realizar. Al vector que define todas las fuerzas
puntuales aplicadas lo denominaremos P.

Bajo la accion de estas fuerzas, y considerando las condiciones de soporte (contorno), el
cuerpo eléstico se deformard, desplazandose cada uno de sus puntos. Al vector que
define los desplazamientos de cada uno de los puntos del cuerpo elastico lo
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. o . , T
denominaremos u, y en el caso tridimensional tendra tres componentes, u = {u, v, w} ,
funciones de las coordenadas, segun la direccion de los tres ejes coordenados.

El problema por lo tanto consiste en calcular los desplazamientos de todos los puntos
del cuerpo eléstico, asi como otras magnitudes como pueden ser las tensiones y
deformaciones que aparecen.

Para plantear el problema elastico existen béasicamente dos enfoques. El primero de
ellos consiste en plantear las relaciones que deben satisfacerse en cualquier punto del
continuo. Este enfoque es el denominado planteamiento diferencial. En el segundo
enfoque, se busca encontrar las ecuaciones que deben satisfacerse a nivel global. Este
segundo enfoque es el que se utiliza cuando se consideran los principios variacionales.
Ambos enfoques del problema eldstico son utiles para el planteamiento del problema
mediante elementos finitos, si bien la utilizacion de principios variacionales facilita la
obtencion de las ecuaciones.

1.1.1.- Ecuaciones basicas de la Elasticidad

1.1.1.1.- Definicion de deformacion

En la Figura 2 se muestra un elemento diferencial en dos dimensiones. Las lineas
perpendiculares 01 y 02 representan la situacion no deformada. Como resultado de la
deformacion, las lineas se convierten en 0'l' y 02'. Por definicion, la deformacion
normal es la relacion entre el cambio de longitud con respecto a la longitud original. De
esta forma:

Gl
u+—dx |~u
gx:LO’l’x_LOI _ Ox :a_” (1)
Ly, dx ox
De forma similar, obtendremos la deformacion normal en la direccion y:
ov
E = 2
o )

La definicion en ingenieria de la deformacion tangencial est4 basada en la variacion del
angulo recto. Como los incrementos de desplazamientos son pequefios, B,~tgfB, y

B,~tgP,. De esta forma, la deformacion tangencial ingenieril se define como:

u+a—udy —u v+@dx -V
oy 0x ou Ov
+ =—+

dy dx - oy ox

Yo = B +B, = (3)
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u
ut —dy
- y »
u
——>
< B
'
& A2
+
> v
2
1'
!
. 0
)
B B
>
o | olc
+
0 1 >
ou
+_
dx " 6xdx

Figura 2.- Desplazamientos y distorsiones de las longitudes diferenciales dx y dy

Resumiendo los resultados, en dos dimensiones tenemos las siguientes relaciones entre
deformaciones y desplazamientos.

_u
tox

_ov ou Ov

€ =_— =—t—
7 0y Yo o0y Ox

€

4

En tres dimensiones, con w como desplazamiento en la direccion z, un anélisis similar
conduce a las ecuaciones anteriores junto con las siguientes.

ow ov ow ou Oow
€. =— V=t Vot (5)
ox 0z Oy 0z Ox

donde u, v y w son funciones en este caso de x, y y z. Las relaciones anteriores pueden
expresarse mediante un operador matricial. En dos o tres dimensiones resulta:
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i 0 0
ox
0
- - 0O — 0
o, o oy
~ €
£, ox ¥ 0 0 i u
u €, 0z
e, = 0 —{} =5 5 ve < ¢€=Lu (6)
ay v ’Yvy . _ 0
’YX)’ i i sz 8)/ ax w
_ay 8x_ y () i i
- dz Oy
9 4 9
| Oz Ox |

La matriz L. es un operador que relaciona el campo de desplazamientos del cuerpo
elastico con el campo de deformaciones.

1.1.1.2.- Relaciones tensiones-deformaciones

Denotaremos los vectores que definen los campos de tensiones y deformaciones como:

o:[csx 6,0, T, T, sz]l

(7)

8:[8)( Sy 82 YXy sz YZX]T
No considerando el efecto de los cambios de temperatura, que se tratara posteriormente,
las relaciones tension — deformacion del tipo mas general, son

¢=Co 6 o=D¢ (8)

donde C es una matriz simétrica de flexibilidades de material, D una matriz simétrica de
rigideces de material o de elasticidad, y C = D™. Si las matrices C y D son de
coeficientes constantes, tendremos el caso elastico lineal En el caso mas general de
anisotropia, C y D contienen 21 coeficientes independientes, considerando que ambas
matrices son simétricas.

Un material ortétropo es un material anisétropo que presenta valores extremos de
rigidez en direcciones perpendiculares. Estas direcciones se llaman principales del
material. Six, y, z son las direcciones principales, las tensiones normales oy, 6, y G, son
independientes de las deformaciones tangenciales Yy, 7, Y Y- Para un material
ortétropo la matriz D contiene inicamente nueve coeficientes independientes.

Un material isétropo no tiene direcciones preferentes. Las propiedades de material se
expresan usualmente en base a las dos siguientes propiedades: mddulo de elasticidad £
y coeficiente de Poisson v. En la parte triangular superior, la matriz D contiene 12
coeficientes nulos y 9 coeficientes no nulos.
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1 v v 0 0 0
1-v 1-v
1 L 0 0 0
1-v
1 0 0 0 9
_ E(-v) ©)
(1+v)(1-2v) sim. 1-2v 0 0
2(1-v)
1-2v
2(1-v)
1-2v
2(1~v) |

El término tensiones iniciales define las tensiones que existen antes de la aplicacion de
las fuerzas exteriores aplicadas, y deben superponerse a las tensiones generadas por
dichas fuerzas (solo valido para elasticidad lineal). Con la adicion de las tensiones
iniciales ¢ y de las deformaciones iniciales &, la ecuacion 21 queda

6 =D(g ¢, J+o, (10)

Como ejemplos, g puede representar la deformacion térmica previa y oo tensiones
residuales. Alternativamente, ambos efectos pueden ser descritos por €, 0 € Yy Op
pueden ser vistos como formas alternativas para expresar la misma situacion.

Las condiciones de trabajo de un componente pueden dar lugar a una distribucion de
temperatura que provoque la expansion térmica del mismo. Conocida la variacion de
temperatura que sufre el componente con respecto a una referencia, es posible, mediante
el coeficiente de expansion térmica determinar el campo de deformaciones que provoca.

Por definicién, a=0e/0T cuando la deformacion no estd restringida, de forma que
e=a tUnicamente si o es independiente de 7. En otro caso

T T
8=I odT=aT con E=%I odT (11)
0 0

Si el material no es is6tropo, sera necesario considerar la definicion del coeficiente de
expansion térmica en funcion de la direccion espacial. Por ejemplo, la expansion libre
de un material ortétropo con ejes principales x, y, z produce las deformaciones
iniciales

g =o.T a7 ol 0 0 of (12)

siendo T la temperatura relativa a la de referencia para la cual el cuerpo esta libre de
tensiones, y o, a,, o. los coeficientes de expansion térmica en las direcciones
principales de material. De esta forma, para tener en cuenta el efecto de la variacion de
temperatura podemos sustituir (12) en (10) y poner oy = 0. Alternativamente, podemos
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i T .
sustituir 6o = -D[o,T o, T a.T 0 0 0] en (10) y tomar & = 0. Las tensiones 6 = oy
prevalecen cuando las deformaciones mecanicas € no estan permitidas.

En las relaciones tensiones-deformaciones debe utilizarse la matriz D apropiada a la
temperatura existente. El coeficiente de Poisson esta poco afectado por la temperatura.
El modulo de elasticidad varia mas: por ejemplo, para acero inoxidable £ decrece
alrededor de un 20% cuando la temperatura aumenta de 0 a 450°C.

1.1.1.3.- Ecuaciones de equilibrio estdtico

Equilibrio interno

La Figura 3 muestra un elemento diferencial bidimensional. Desarrollaremos las
ecuaciones que establecen que el elemento diferencial estd en equilibrio bajo las fuerzas
aplicadas en ¢l. Las fuerzas provienen de las tensiones en los lados y de las fuerzas por
unidad de volumen.

dy

l«

dx

A

_Y

Figura 3.- Equilibrio interno.

Las fuerzas por unidad de volumen las denominamos b, pueden provenir de la
gravedad, aceleraciones, campos magnéticos, etc. En un elemento diferencial de
volumen (dV = tdxdy, con t = espesor), b, y b, producen unas fuerzas diferenciales b,dV
y b,dV. Para un espesor constante, el equilibrio de momentos implica que t., = Ty El
equilibrio estatico de fuerzas en la direccion x requiere que:

oG,

0
—o tdy—1 tdx+ [Gx + dx}‘dy + (Txy-i- ;xy dy]tdx +b tdxdy =0 (13)
Y

ox
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y se puede plantear una ecuacion similar en y. Después de simplificar ambas
ecuaciones, se obtiene.

T
direccion x: %+—"y+bx=0
Ox Oy
(14)
] . oc, Ot
direccion y: +——+b,=0
oy Ox

Las ecuaciones anteriores se han obtenido a partir de consideraciones de equilibrio y no
se han considerado propiedades de material, por lo tanto son aplicables tanto a
materiales elasticos lineales como no lineales.

Equilibrio en contorno

En la superficie del cuerpo elastico pueden existir fuerzas superficiales aplicadas,
definidas por el vector t. Estas fuerzas superficiales deben estar en equilibrio con las
tensiones existentes en la superficie.

normal

dy

Txy

’ny P

dx

Figura 4.- Equilibrio en el contorno.

Las tracciones superficiales ¢, y ¢, (ver Figura 4) tienen unidades de tensiones y estan
aplicadas en el contorno. Las tracciones son fuerzas en las direcciones x e y por unidad
de area de contorno (dA =tds, con t=espesor). El equilibrio de fuerzas en las
direcciones x e y requiere que ttds = oytdy + Totdx 'y titds = Gytdx + ttdy. Pero
dx/ds =m 'y dy/ds =1, donde [ y m son los cosenos directores de la normal exterior al
contorno. De esta forma:

direccion x: ¢ =lc +mt,,

(15)

direccion y: t,=mo it
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Estas ecuaciones definen la relacion entre las tensiones en un contorno arbitrario
cuando se prescriben las tracciones ¢, y ¢, sobre dicho contorno. Estas ecuaciones son
generales, al igual que (14).

Tres dimensiones

En casos tridimensionales, aplicando argumentaciones similares a las precedentes se
llega a resultados analogos. Las ecuaciones de equilibrio interno y en la superficie son,
respectivamente:

ot, 0o, Ot

T+ —2L+—=4bh =0 (16)
ox oy o0z
ot Ot,. 0o

t,=lo +mt  +nt,,
t,=It,, +moc +nt, (17)

t,=It +mt,_ +nc,

1.2.- Planteamiento del problema elastico

La mayor parte de los problemas continuos, incluyendo los problemas mecéanicos
estructurales y de solidos, pueden formularse de acuerdo a uno de los dos métodos
siguientes:

= método de ecuaciones diferenciales y
= métodos variacionales.

En ambos casos, las incdgnitas del problema son los campos de desplazamientos, de
deformaciones y de tensiones. Sin embargo, es posible definir el planteamiento del
problema considerando como incognitas fundamentales alguna de ellas y calculando las
restantes en base a las ecuaciones de la teoria de la elasticidad.

Para un continuo tridimensional elastico, existen seis relaciones tension — deformacion,
seis relaciones deformaciones — desplazamientos y tres ecuaciones de equilibrio y las
incdgnitas son seis tensiones, seis deformaciones y tres desplazamientos. Mediante la
combinacion de las ecuaciones anteriores se pueden obtener las tensiones en funcion de
los desplazamientos, y sustituyendo éstas en las ecuaciones de equilibrio se puede
obtener las tres ecuaciones de equilibrio en funcién de las tres componentes de
desplazamiento. Se deben satisfacer naturalmente requisitos adicionales como las
condiciones de contorno cuando se busca la solucion en desplazamientos. Considerando
las ecuaciones diferenciales resultantes, y utilizando un método de residuos ponderados
por ejemplo, es posible plantear las ecuaciones de elementos finitos correspondientes,
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en las que figurardn como incognitas fundamentales los desplazamientos. Este enfoque
conducird a un método de elementos finitos denominado en desplazamientos. También
es posible realizar un planteamiento en el que se consideran como variables principales
las tensiones o un método mixto con desplazamientos y tensiones como incdgnitas. Sin
embargo, la mayor parte de los programas de elementos finitos estan planteados con un
método en desplazamientos, y a este planteamiento nos cefiiremos en la asignatura.

Otra alternativa para plantear las ecuaciones de elementos finitos es utilizar algin
principio de la elasticidad. En el caso en que busquemos un planteamiento en
desplazamientos, se debe de considerar el principio de minima energia potencial.

Consideremos un cuerpo eldstico, deformado por la accion de las fuerzas volumétricas,
superficiales y puntuales. La energia potencial total de un cuerpo elastico se define
como la energia de deformacién del cuerpo mas la energia potencial de las fuerzas que
actlian.

El Teorema de la Energia Potencial Total Minima se puede establecer como:

Los desplazamientos (u, v, w) que satisfacen las ecuaciones diferenciales de
equilibrio, asi como las condiciones de contorno, dan un minimo para la energia
potencial total en comparacion con cualquier otro campo de desplazamientos que
satisfaga las mismas condiciones de contorno.

Si la energia potencial total, I'l,, se expresa en términos de los desplazamientos u, vy w,
el principio de minima energia potencial resulta, en un estado de equilibrio

I, (u,v, w) = d1(u,v,w) =W, (u,v,w) =0 (18)

Es importante notar que la variacion se realiza con respecto a los desplazamientos en la
ecuacion anterior suponiendo fuerzas actuantes y tensiones constantes.

Consideremos un cuerpo elastico (lineal) que soporta un conjunto de cargas
conservativas. Sea su volumen V' y su area superficial S. La expresion de la energia
potencial total es

1
m, =| (—sTDs—sTDsoﬂTcojdV ~ Ju'bay —[u"tds -U"P (19)

2

Vv Vv N

En la primera integral de la ecuacion anterior, la expresion entre paréntesis representa
Uy, la energia de deformacion por unidad de volumen. Para obtener esta expresion
consideremos un elemento diferencial. Las tensiones que actian en las caras del
elemento diferencial realizan un trabajo durante una deformacion infinitesimal del cubo.

Este trabajo se almacena como un incremento de la energia de deformacion por unidad
de volumen dU,. Considerando que el trabajo es igual a la fuerza por el desplazamiento,

dU,=c de +o de +o.de_ +t dy  +t . dy, +1. dy_, (20)

Se han descartado los cambios en las tensiones producidos por incrementos
infinitesimales de deformacion en dU, debido a que producen términos de orden
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superior. Por ejemplo, (o, + doy) de, = c,de,. De la ecuacion anterior se concluye que la
derivada parcial de la energia de deformacion con respecto a las deformaciones son las
correspondientes tensiones. Expresando matricialmente esto y considerando las
relaciones entre tensiones y deformaciones, obtenemos:

%zc 0 adUO:Ds—Dsoﬂs0 (21)
oe og

Integrando la Gltima expresion con respecto a las deformaciones se obtiene el paréntesis
de la expresion (19). No se ha considerado una constante de integracion ya que
desaparecera en el proceso de diferenciacion al hacer que la energia potencial total sea
estacionaria.

Las integrales de (19) que contienen fuerzas volumétricas b y superficiales t representan
el trabajo realizado (y en consecuencia la energia potencial perdida) por b y t cuando se
deforma el cuerpo. Los desplazamientos en las direcciones del sistema de coordenadas
X, ¥, Z son

uT={u, v, w} (22)

De esta forma, los cambios de potencial asociados con b y t, por unidad de volumen y
unidad de area son, respectivamente

—bu-by-bw y —tu—ty—t.w (23)

T T . . ,
que son los productos -u' b y -u t. Las integrales que contienen b o t se evalian
unicamente en la parte de ¥ o S donde son no nulas.

El término final de (19), -UTP, tiene en cuenta el trabajo realizado (por lo tanto pérdida
de potencial) por las fuerzas y/o momentos aplicados. El potencial de estas cargas puede
incluirse en las integrales de superficie imaginando tracciones elevadas aplicadas sobre
areas pequeias, pero es mas sencillo considerarlo directamente.

Considerando que segin (6) las deformaciones € se pueden obtener mediante la
aplicacion del operador L al campo de desplazamientos u, la energia potencial total se
puede escribir como:

m,=| G(Lu)f DLu—(Lu)TDso—i-(Lu)TcojdV — [ubdr-[u’tds-U'P  (24)
4

Vv S

El campo de desplazamientos u, v y w que minimiza I1, y satisface las condiciones de
contorno es el campo de desplazamientos correspondiente al equilibrio. Cuando
utilicemos el principio de minima energia potencial total en elementos finitos,
supondremos una forma para el campo de desplazamientos dentro de cada elemento y
utilizaremos el funcional I1, para encontrar las ecuaciones de comportamiento de cada
elemento. El método se denomina de desplazamientos. Las ecuaciones que resultan en
este caso son ecuaciones de equilibrio aproximadas.
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1.3.- Sistemas Discretos

Los procedimientos matriciales de mecénica estructural comparten un buen niimero de
operaciones con el MEF. Son similares los procedimientos de ensamblado de elementos
para formar la matriz de rigidez global, la imposicidon de condiciones de contorno de
soporte, la solucion del sistema de ecuaciones y el procesamiento de elementos para
obtener las tensiones o deformaciones que en ellos aparecen.

En este apartado consideraremos las estructuras planas de barras articuladas, tipo simple
de estructura que utilizaremos para introducir los conceptos y métodos indicados en el
parrafo anterior. Este tipo de estructuras esta compuesto por elementos discretos: barras
articuladas en sus extremos. Sin entrar en las consideraciones relativas a cémo se
idealiza mediante el MEF el comportamiento de los elementos finitos, introduciremos
en este apartado los procedimientos necesarios para plantear y resolver el problema de
una estructura previamente discretizada.

9

Figura 5.- Estructura plana de barras articuladas.

Supondremos que las solicitaciones son estaticas, todas las barras son uniformes, con
comportamiento eldstico lineal, articuladas en sus extremos y que por lo tanto sélo
pueden transmitir fuerzas en la direccion de la propia barra. Supondremos también que
los desplazamientos que se producen bajo el efecto de las fuerzas aplicadas son muy
pequefios, de forma que se pueda considerar despreciable su efecto de la variacion de la
geometria.

Grados de libertad (gdl): Una estructura tiene N gdl si para definir univocamente su
configuraciéon deformada es necesario considerar un minimo de N parametros
independientes. En el caso considerado, la configuracion deformada se puede definir
completamente mediante los desplazamientos de los extremos de las barras (nodos de la
estructura). Cada nodo tiene 2 gdl, correspondientes a los desplazamientos u# y v en las
direcciones x e y del sistema de coordenadas. Por lo tanto N sera igual a 2 veces el
nimero de nodos que pueden desplazarse.

La matriz de rigidez de la estructura relaciona las fuerzas aplicadas en los gd!/ con los
desplazamientos de los mismos.

KU=F (25)
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donde K es la matriz de rigidez global de la estructura y F y U son los vectores de
fuerzas aplicadas y desplazamientos producidos en los gdl respectivamente. Esta
ecuacion define el comportamiento global de la estructura. La matriz de rigidez de la
estructura serd por lo tanto de N-N.

El significado fisico de la matriz de rigidez K es el siguiente. La columna j de K es el
vector de fuerzas que debe aplicarse a los gd/ para mantener un estado de deformacion
con valor unidad en el desplazamiento del gd/ j y cero en el resto de gdl. Una
interpretaciéon idéntica puede hacerse con respecto a la matriz de rigidez de los
elementos k°, que relaciona las fuerzas externas aplicadas con los desplazamientos en
los gdl del elemento. Esta interpretacion fisica permite, para elementos discretos
sencillos, la obtencion directa de la matriz de rigidez de los elementos.

1.3.1.- Ecuaciones de Elemento

Para calcular la matriz de rigidez global de la estructura K es conveniente calcular
previamente las matrices de rigidez de cada uno de los elementos discretos que la
componen Kk°.

Keu® =f° (26)

donde Kk° es la matriz de rigidez del elemento, f° el vector de fuerzas aplicadas en sus
gdl y u® el vector de desplazamientos correspondiente.

Figura 6.- Elemento barra articulada. Desplazamientos nodales impuestos u; >0 y v;=u;=v;=0

Consideremos un elemento barra articulada tal y como se muestra en la Figura 6. Este
tipo de elemento tiene un total de 4 gd! (desplazamientos u y v en las direcciones x e y
en cada uno de sus extremos). De esta forma la matriz de rigidez del elemento serd de
4x4. Supondremos un modulo de elasticidad £ y que el area transversal 4 de la barra es
constante. Para calcular la matriz de rigidez del elemento k° s6lo es necesario conocer
E, Ay las coordenadas de sus nodos x;, y;, xj € y;. Definimos en primer lugar:



3.- Planteamiento variacional del MEF 13

L:[(xj - xi)z"‘(yj_yf)z]m

Y=Y

s=senf=—~ (27)

_xj—xi

c=cosf

Para definir las columnas de la matriz de rigidez del elemento supondremos un
desplazamiento en un gdl, manteniendo nulos los desplazamientos de los gdl restantes.
Las fuerzas exteriores necesarias para mantener tal configuracion serviran para definir
la columna correspondiente de K°.

Consideremos en primer lugar el caso mostrado en la Figura 6: desplazamiento u;. Este
desplazamiento produce un acortamiento cu; de la barra (y un pequefio giro que
consideraremos despreciable por la suposicion de pequefios desplazamientos). Este
acortamiento debe equilibrarse por una fuerza de compresion de valor F' = (EA/L)cu;,
cuyas componentes en x € y son respectivamente p; =- p; = Fcy g;=- q; = Fs. Estas
componentes definen el equilibrio estatico, con lo que

2

c pi
£E4 < tu= 1 (28)
L |-c pj

—cs q;

Este procedimiento se puede aplicar sucesivamente a los desplazamientos nodales
restantes v;, u; y v;. Si todos los desplazamientos nodales pueden ser simultineamente no
nulos, superponiendo los resultados, obtendriamos:

¢’ cs —c¢* —cs u; V2
EA| cs st —es =5t ||V 4 (29)
L|i-¢® —-cs ¢ cs ||Y; - p;

—cs —s°  cs s V; q;

con c=cosp y s=senf. De forma abreviada la ecuacion anterior puede escribirse
como

ku® =f° (30)

que representa la ecuacién matricial de comportamiento del elemento.

1.3.2.- Ensamblado de elementos

Aunque estemos considerando el caso del andlisis de estructuras planas de barras
articuladas, el procedimiento de ensamblado depende muy poco del tipo de elemento,
con lo cual el procedimiento es general.
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Consideraremos el caso mas simple en cuanto a fuerzas exteriores aplicadas.
Supondremos que las Unicas fuerzas exteriores que actian estan aplicadas directamente
en los nodos. Buscamos definir las ecuaciones de comportamiento globales de la
estructura en base a las ecuaciones de comportamiento de cada elemento. Tendremos
pues que considerar en este proceso las condiciones de equilibrio estatico y las de
compatibilidad de desplazamientos.

Para definir el proceso de ensamblado es conveniente considerar conceptualmente la
expansion de las matrices de elemento al tamafio global del problema. Para ello
definimos u como el vector cuyas componentes son los desplazamientos nodales de
todos los gdl de la estructura. De esta forma, la matriz de rigidez expandida del
elemento K° se formara a partir de los elementos de la matriz k®, posicionandolos segtin
la numeracion global de los gdl de la estructura. De la misma forma se expandird el
vector f“ a F*.

Para que todos los nodos de la estructura estén en equilibrio estatico es necesario que el
conjunto de fuerzas que inciden en cada uno de ellos sea igual a la fuerza exterior
aplicada. Las fuerzas que actian en cada elemento estan definidas por el vector F¢, que
segiin la ecuacion 6 es igual a K°U®. Definiendo F como el vector (tamafio de la
estructura global) que contiene todas las fuerzas externas aplicadas

F=3 F* 5>F=Y KU (31)

e=1 e=l1

donde 7, es el nimero de elementos que componen la estructura. Si definimos

ne

K=>K* (32)

se obtiene la ecuacion matricial de comportamiento global de la estructura.
KU =F (33)

En el proceso de ensamblado no es necesario expandir realmente la matriz de rigidez de
cada elemento. Se puede entender el proceso de ensamblado partiendo de una matriz K
nula de N'N a la que se va afiadiendo la contribucion de cada elemento, considerando
las posiciones definidas por sus gd/ globales. En la Figura 7 se muestra la matriz de
rigidez ensamblada correspondiente a la estructura de la Figura 5. Cada casilla
representa la submatriz (2x2) asociada a una pareja de nodos, y en cada una de ellas se
definen los elementos que contribuyen a formarla.
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ki k
e_ | i ij
k™= ke ke
Ji J
1 2 2 1
k11+k11 k12 k13
2 3
k2 k22+k22 k3 k6 k5
21 ks +k6 23 24 25
22 22
1 3
1 3 kyyths 4
k31 k32 4 k35
+k3,
6 7
k6 k44+k44 k7 klO k9
42 k9 +k]() 45 46 47
44K yq
4 15
ké k4 k7 k55+k55 k8
52 53 54 7 8 57
kys+k
55 55
10 11
klO k66+k66 kll k14 k13
64 13 14 67 68 69
k66+k66
8 9
& Iz A kst 2
74 75 76 k11+k12 79
77 77
14 14
k86 k88
13 12 12 13
k96 k97 k99+k99

Figura 7.- Ensamblado de la matriz de rigidez (cada posicion corresponde a una submatriz de 2x2).

Si existieran fuerzas aplicadas en los elementos, en primer lugar se debera calcular las
fuerzas equivalentes en los nodos. El vector de carga global estard en este caso definido
por las fuerzas directamente aplicadas en los nodos y las provenientes de cada elemento.
Estas ultimas llevarian asociado un proceso de ensamblado similar al de la matriz de

rigidez.

Para formar K hemos considerado que se debe satisfacer el equilibrio de fuerzas. Las
condiciones de compatibilidad se satisfacen automaticamente en cada nodo ya que los
desplazamientos del mismo son comunes para todos los elementos que inciden en él.
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1.3.3.- Propiedades de la matriz de rigidez global

La matriz de rigidez global de la estructura tiene ciertas propiedades que pueden ser
muy utiles tanto para seleccionar métodos numéricos para su resolucidon como
procedimientos de almacenamiento, etc.

En primer lugar hay que indicar que la matriz de rigidez K es simétrica. Esto puede
comprobarse a partir del ejemplo presentado. Las matrices de rigidez de elemento k*
son simétricas, las expandidas K° también lo seran y en consecuencia la matriz global
(ensamblada a partir de las de los elementos) sera también simétrica. El Teorema de
Reciprocidad de Maxwell-Betti define esta propiedad de forma mas general.

Otra caracteristica importante de la matriz K es que es semidefinida positiva. Una
matriz se dice que es semidefinida positiva si para cualquier vector U arbitrario,
diferente del nulo, U'KU > 0. En este caso, la expresion U'KU representa el doble de la
energia de deformacion almacenada en la estructura en el estado definido por el vector
U. Por definicion, la energia de deformacion es siempre positiva, con lo que la matriz K
es semidefinida positiva. La energia almacenada serd nula para un vector de
desplazamientos nodales U si tal vector representa una configuraciéon en la que no
existen deformaciones. Esto puede ocurrir si el sistema discreto es un mecanismo. Otra
posibilidad es que existan movimientos de cuerpo rigido, en los que toda la estructura se
desplaza o gira sin que se produzcan deformaciones. En general, para realizar el analisis
serd necesario considerar las restricciones o soportes de la estructura de forma que K no
sea singular. Si éstos son suficientes para eliminar los movimientos de cuerpo rigido, la
matriz de rigidez resultante sera definido positiva.

Por ultimo, la matriz de rigidez global tiene gran parte de sus coeficientes nulos, y
mediante una numeracion correcta de los gd/ tales coeficientes pueden agruparse en
ciertas zonas de la matriz de rigidez. La forma de agrupamiento mas sencilla de los
coeficientes nulos es la que produce matrices en banda, es decir, matrices en las que
todos los coeficientes K;; son nulos para j >i+s,. A s, se le denomina semiancho de
banda. Si tenemos un semiancho de banda pequeno en comparacioén con el nimero total
de gdl, podremos disminuir notablemente las necesidades de almacenamiento de los
coeficientes de K, considerando unicamente los contenidos en el semiancho de banda.
Ademas, en la resoluciéon del sistema de ecuaciones resultante operaremos
exclusivamente con los coeficientes no nulos, haciendo mas eficientes los algoritmos de
resolucion.

Un coeficiente K; de la matriz de rigidez global sera nulo si no existe ninglin elemento
que conecte los gd! asociados a i y j. Esto es debido a que K se forma mediante el
ensamblado de matrices de elemento. A la vista de esto, si variamos la numeracion de
los gd! (asociada a la de los nodos) variaremos la posicion de los coeficientes nulos.
Conseguiremos un semiancho de banda minimo cuando la méxima diferencia entre los
numeros de gd/ que conecta cualquier elemento sea minima. Cuando el niimero de
grados de libertad es elevado o el sistema a modelar es complejo, no es sencillo
predefinir la numeracion optima. Por este motivo, los programas de elementos finitos
incorporan algoritmos de renumeracion destinados a generar una numeracion eficiente.
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1.3.4.- Aplicacion de Condiciones de Contorno. Resolucién en
Desplazamientos

Como se ha comentado en el apartado anterior, la matriz de rigidez global K es singular
y en consecuencia no existe una Unica solucion de la ecuacion KU = F. Sera por lo tanto
necesario simular las condiciones de contorno reales de la estructura, con lo que en
general eliminaremos la singularidad. Existen diversos tipos de condiciones de contorno
a aplicar, aunque en este apartado Unicamente consideraremos la mas sencilla que
consiste en suponer que ciertos desplazamientos nodales son nulos (soportes).

Para considerar tal tipo de condiciones de contorno supongamos que subdividimos los
grados de libertad globales de la estructura en dos grupos: los que estan restringidos, U,
(desplazamiento nulo), y los libres, U;. De esta forma

U= U 34
U (34)

”

Subdividiendo la matriz de rigidez global K y el vector de fuerzas aplicadas F de forma
analoga.

|:I:ll I:lr :|{Ul} {FI}
= (35)
K, K, ||U[ |F

La primera de las dos ecuaciones matriciales descritas por la 11 es
K,U+K,U, =F, (36)

y si consideramos que U, =0, representa un sistema de ecuaciones lineales del que es
posible obtener el vector de desplazamientos libres. La matriz de coeficientes de tal
sistema de ecuaciones es la correspondiente global del sistema en la que no se han
ensamblado las rigideces asociadas a los grados de libertad con desplazamiento nulo.
De la segunda ecuacion se obtiene

Kl‘lUl +KrrUr :Fr (37)

Calculados los desplazamientos libres U, mediante la ecuacion anterior es posible
calcular las fuerzas que aparecen en los desplazamientos de los gdl restringidos
(reacciones), de forma que se satisfaga el equilibrio.

De esta forma, tendriamos calculados los desplazamientos nodales de la estructura, y
por lo tanto tendriamos definida su deformada. En el ejemplo sencillo que nos ocupa,
las tensiones que aparecen en cualquier elemento barra serdn Unicamente uniaxiales
(tracciobn o compresion unicamente). Calculados los desplazamientos nodales es
inmediato el célculo de la variacion de longitud de cualquier barra, y en base a su area
transversal y modulo de elasticidad se pueden calcular la tension a la que estd sometida.
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2.- METODO DE RAYLEIGH-RITZ

Una estructura compuesta por elementos discretos, tales como elementos barra por
ejemplo, puede representarse exactamente por un niamero finito de gd/; estos gd! son los
desplazamientos de los extremos del elemento. Un continuo, tal como un solido
elastico, tiene un numero infinito de gd/; estos gd!l son los desplazamientos de todos los
puntos materiales. El comportamiento estd definido por un conjunto de ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales. Es dificil, incluso para los problemas mas simples,
encontrar el campo de desplazamientos o tensional que resuelve el sistema de
ecuaciones diferenciales y satisface las condiciones de contorno. Se puede eliminar la
necesidad de resolver ecuaciones diferenciales aplicando el método de Rayleigh-Ritz a
un funcional que describa el problema. El resultado es un problema aproximado que
tiene un nimero finito de gd/ y se describe mediante ecuaciones algebraicas en vez de
mediante ecuaciones diferenciales. Una solucion de Rayleigh-Ritz no es exacta en
general, pero es mas precisa a medida que se utilizan mas gd/

El método de Rayleigh-Ritz se inici6 en 1870 con los estudios sobre problemas
vibratorios de Lord Rayleigh. Utiliz6 un campo aproximado definido mediante un solo
gdl. En 1909, Ritz generaliz6 el método construyendo un campo aproximado a partir de
varias funciones, satisfaciendo cada una de ellas las condiciones de contorno esenciales
(cinematicas), y cada una de ellas con un grado de libertad asociado. Ritz aplico el
método a problemas de equilibrio y de valores propios. El procedimiento para
problemas de equilibrio (estaticos), considerando el principio de la energia potencial
total minima, es el siguiente.

Consideremos un cuerpo elastico, en donde se desean calcular los desplazamientos y
tensiones causados por las fuerzas aplicadas. El desplazamiento de un punto estd
descrito por sus componentes u, v y w. El método de Rayleigh-Ritz parte de unos
campos aproximados para u, vy w. Cada campo esta definido mediante una serie, cuyo
término tipico es una funcién de las coordenadas, f; = fi(x, y, z), multiplicado por la
amplitud a; correspondiente. Estas amplitudes, desconocidas, se denominan
coordenadas generalizadas.

1

u:Z a,f:; v:iaifi; w= Zn:aifi (38)

i=1 i=l+1 i=m+1

Cada una de las funciones f; = fi(x, y, z) debe ser admisible, es decir debe satisfacer las
condiciones de compatibilidad y las condiciones de contorno esenciales. No es
necesario que satisfagan condiciones de contorno no esenciales (aunque esto da lugar a
una mejor aproximacion para un mismo numero de gd/). Usualmente, aunque no es
necesario, las funciones f; son polindmicas. El analista debe estimar cuantos términos
son necesarios en cada serie para conseguir la precision deseada. De esta forma la serie
se trunca, teniendo respectivamente /, m-/ y n-m términos de un total de » términos.

Los gd! del problema son las n amplitudes a;. En el caso eldstico se pueden determinar
sustituyendo en la energia potencial total el campo de desplazamientos exacto por el
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aproximado. De esta forma la energia potencial total serd funcion de las amplitudes a;,
gdl del problema. De acuerdo con el principio de energia potencial total estacionaria, la
configuracion de equilibrio se define por las n ecuaciones algebraicas

oIl
e i=12,..n (39)
oa,

1
Después de resolver numéricamente la ecuacion 2 para encontrar los valores de a;, los
campos de desplazamientos estdin completamente definidos mediante la ecuacion 1.
Derivando los campos de desplazamientos se obtienen las deformaciones, y mediante
las relaciones tensiones - deformaciones se obtienen las tensiones.

Las ecuaciones 1 definen un problema aproximado ya que los infinitos gdl se
reemplazan por un nimero finito de gdl/ en el modelo matemdatico. Una solucion
Rayleigh-Ritz es en general aproximada debido a que las funciones f; son incapaces
usualmente de representar exactamente los desplazamientos reales. El proceso de
solucidn calcula las amplitudes a;, de forma que la combinacion de las funciones f; sea
la mejor posible. Cuando I, es el funcional, la mejor solucién es la que tiende a
satisfacer las ecuaciones diferenciales de equilibrio y las condiciones de contorno en
tensiones lo mas precisamente posible, ajustandose mas a medida que se afiaden mas
términos a,f; en las series.

Supongamos que resolvemos un problema sucesivamente, afiadiendo una funcion
adicional al campo supuesto. De esta forma generamos una secuencia de soluciones
aproximadas. Podemos esperar que esta secuencia converja: al valor exacto de I, a los
valores exactos de los desplazamientos y a los valores exactos de las tensiones. Una
condicion necesaria para la convergencia es que el campo supuesto sea completo. Esto
se consigue si los desplazamientos exactos, y las derivadas que aparecen en I1,, pueden
aproximarse tanto como se quiera a medida que aparecen mas términos en el desarrollo.
Una serie polindomica es completa si es de grado suficiente y no se omite ningin
término.

Una solucion Rayleigh-Ritz es, o bien exacta o mas rigida que la exacta. Esto sucede ya
que so6lo se permite deformar matemdaticamente al sistema segin las forma que se
pueden describir mediante una combinacion de las funciones fi(x, y, z) presentes en el
campo de desplazamientos supuesto. De esta manera, la forma correcta de deformacion
se excluye a no ser que el campo supuesto de desplazamientos la contenga. El campo de
desplazamientos supuesto induce por lo tanto restricciones que no permiten que el
sistema se deforme como se deformaria en la realidad. Las restricciones rigidizan el
sistema, creando un sistema mas rigido que el real.

Consideremos un cuerpo elastico sobre el que se aplica un conjunto de fuerzas definido
por F. El trabajo W realizado por las fuerzas que se incrementan gradualmente desde
cero a Fes W= U'F/2 si el sistema es elastico lineal. La solucion aproximada da lugar a
desplazamientos U tales que el trabajo W es menor que su valor exacto, ya que el
sistema esta rigidizado. Esto no significa que necesariamente todos los desplazamientos
del vector U estén subestimados. Sin embargo, si el sistema soporta una unica fuerza F,
los desplazamientos calculados U son un limite inferior de los reales. La energia de
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deformacion U es numéricamente igual a W, de forma que la solucion aproximada
subestima U cuando se prescriben las fuerzas.

Si, alternativamente, se prescriben los desplazamientos se sobrestima U debido a que
son necesarias unas fuerzas extras para deformar el sistema rigidizado
matematicamente. Cuando se prescriben las fuerzas y los desplazamientos, U puede
estar sobre o subestimada.

Las tensiones se calculan a partir de los desplazamientos, de forma que podemos
esperar que en el caso en el que se subestimen los desplazamientos, también se
subestimaran las tensiones. Sin embargo, las tensiones aproximadas pueden ser
inferiores en unas zonas y superiores en otras, con lo que no es posible aplicar ninguna
regla en este caso.
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3.- FORMULACION EN DESPLAZAMIENTOS

En este apartado consideraremos el planteamiento de método de elementos finitos en
desplazamientos. Por este motivo tomaremos como variables independientes los
desplazamientos. En este caso, la expresion del funcional apropiado para la solucion de
Rayleigh-Ritz es la expresion de la energia potencial total.

3.1.- Matrices de elemento k° y vectores fuerza equivalente f°

La obtencion de la formulacion de elementos finitos puede describirse de la siguiente
forma:

- Supondremos que discretizamos el dominio en una serie de elementos finitos.
Tales elementos estan definidos en base a sus nodos (ver Figura 8).

- Seleccionamos un campo de desplazamientos admisible, definido a tramos. Los
desplazamientos en cualquier punto del dominio se interpolan a partir de su
valor en los gd! del elemento que lo contiene (ver Figura 9)

- Evaluamos el funcional considerando la interpolacion realizada, que sera
funcion de los desplazamientos nodales. Aplicando el principio de energia
potencial total estacionaria con respecto a los desplazamientos nodales,
obtendremos un sistema algebraico de ecuaciones, a partir del cual es posible
obtener los desplazamientos nodales.

En el desarrollo del proceso, identificaremos ciertas expresiones como la matriz de
rigidez del elemento k° y el vector de fuerzas equivalentes en el elemento f°.

Figura 8.- Discretizacion de un problema bidimensional en elementos triangulares de tres nodos.
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—

Figura 9.- Interpolacion lineal mediante elementos triangulares de tres nodos.

El punto de partida es la expresion de la energia potencial total en un cuerpo elastico
lineal:

m,= j (%sTDs—sTDsOHTcO]dV - j u’bdV - j u’tdS-U’P (40)
vV vV N
en donde:
u=[uvw ]T : campo de desplazamientos.

€E={& & &Yy VY=t :campo de deformaciones.

D : matriz de propiedades de material.

€9, 00 : deformaciones y tensiones iniciales.

b = [b, by bZ]T : fuerzas volumétricas.

t=[tt, tZ]T : fuerzas superficiales.

U : desplazamientos nodales del sistema.

P : cargas puntuales aplicadas en los nodos.

S,V : contorno y dominio de definicion del problema.

Consideremos la discretizacion del dominio en un conjunto de elementos finitos (ver
Figura 8). Tales elementos tienen formas normalizadas, y se describiran en un capitulo
posterior. Considerando que la union de los dominios definidos para cada elemento es el
dominio real y que su interseccion es nula, y que existe continuidad C° de los



3.- Planteamiento variacional del MEF 23

desplazamientos en las fronteras entre elementos, la energia potencial total puede
calcularse a partir de la energia asociada a cada elemento, de forma que:

Hp:i J‘(%STD%:]CZV—

e=l pe
-5 (e, v+ [(e76, v - (41)
$ v, o)
e=l pe e=l pe

3 | ubdv-3) [u'tds—u"P

e=1 ye e=| s¢

Donde V* y §° representan al dominio y contorno del elemento finito ‘e’, y ‘ne’ es el
numero de elementos de la malla. Es posible que la modelizacion de un dominio
mediante elementos finitos no describa exactamente el dominio real, ya que la forma del
contorno de los elementos finitos no puede reproducir cualquier contorno. Sin embargo,
si el tamafio de los elementos finitos es suficientemente pequefio, las discrepancias entre
el modelo de elementos finitos y el dominio real tienden a reducirse y en el limite
(cuando el tamafio de elemento tienda a cero) para que exista convergencia a la solucion
exacta, es necesario que ambos dominios coincidan.

Los desplazamientos dentro de cada elemento se interpolan a partir de los
desplazamientos nodales u® (vector que contiene los desplazamientos de los nodos que
definen el elemento),

u(x,y,z) = N(x,y,z)u (42)

donde N es la matriz de funciones de forma. Aunque no es necesario especificar por
ahora la forma concreta de la matriz de funciones de forma N, indicar que sus
componentes son funciones de las coordenadas. Como ejemplo sencillo de
interpolacion, en la Figura 10 se muestra graficamente la interpolacion de una funcion
arbitraria ¢ en un elemento bidimensional triangular de tres nodos, en funcidon del valor
de dicha funcion en los nodos (interpolacion lineal). Cuando es necesario interpolar
varias funciones incognitas (como el caso de los desplazamientos en el problema
elastico), se puede utilizar este tipo de interpolacion para cada una de ellas.
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¢(X7J’):N,~ (x, y)¢i+Nf (x, y)(l), +N, (x, y)¢lc

}
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v
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<

ui
Vi
{u(x,y)}{N,. 0 N, 0 N 0]y
vi,»)] |0 N, 0 N, 0 Ny,
Uy
Vi

Figura 10.- Interpolacion lineal en elemento triangular de tres nodos. Funciones de forma.

A partir de este momento so6lo se requieren unas pocas manipulaciones. Las
deformaciones se obtienen de los desplazamientos mediante diferenciacion.

¢e=Lu=LNu° —» &=Bu° con B=LN (43)

La matriz operador diferencial L actia sobre la matriz de funciones de forma. El
operador L contiene en el caso del problema eléstico primeras derivadas con respecto a
las coordenadas, y las componentes de la matriz N son funciones de forma conocidas
que dependen de las coordenadas. Sustituyendo las expresiones de u y € en cada uno de
los términos de (41), y considerando que el vector de desplazamientos nodales es
constante para cada elemento, obtenemos:
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1 1
j ' DedV = —jueTBTDBuedV=
22 2}

| (44)
I [B"DBAY |u° = —u’ kU’
2 |/ 2

[&'De,dv = ueT{ [ (BTDsO}IV} —u'fe (45)
ye ye
J.aTsodV = ueT{IBTGOdV}: —uechf0 (46)
ye ve
j u’bdV = ueT{ j NdeV} =u’'f; (47)
Ve Ve
juTth = uer{ j NTth} =u’'fe (48)
. .

A partir de este desarrollo, la expresion de la energia potencial total del sistema puede
expresarse como:

1716 ely e e < el ee T
Hp:E;lu K‘u —;u f—U'P (49)

Donde los simbolos de sumatorio indican que incluimos las contribuciones de todos los
elementos finitos. Hemos definido la matriz de rigidez del elemento:

keszTDBdV (50)
Ve

y el vector de fuerzas equivalentes en los nodos:
fo=f; +7 +, +/
= [B'Dg,dv
Je
e _ T
fe = V[B 6,dV 51)
f;= [N"bdr

J.
f; = [N"tds
5
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En la integral de superficie, N se evaltia en S,. La matriz k° corresponde a una matriz de
rigidez que relaciona los desplazamientos de los nodos de los elementos con las fuerzas
aplicadas en los mismos. El vector f ¢ define las fuerzas nodales equivalentes a las
aplicadas sobre los nodos del elementos correspondientes a las deformaciones y
tensiones iniciales, y a las fuerzas volumétricas y superficiales aplicadas. Esta matriz de
rigidez y vector de fuerzas equivalentes en nodos son aproximados ya que son el
resultado de suponer una cierta forma de variacion del campo de desplazamientos
dentro del elemento (interpolacidon de elementos finitos),

Para completar el desarrollo, debemos determinar las ecuaciones algebraicas para
calcular los desplazamientos nodales. Cualquier desplazamiento nodal del vector de
elemento u® también aparece en el vector global U. De esta forma podemos expandir
conceptualmente la matriz de rigidez k° y el vector de fuerzas equivalentes f de cada
elemento al tamafio global (K°y F°). De esta forma, la ecuacion (49) queda:

1 T T
1,= U'KU-U'F (52)

K=>K* y F=P+) F (53)

Los sumatorios pueden entenderse como ensamblado de matrices de elemento por la
adicion de coeficientes que se solapan con respecto a la numeracion de los gd! globales.
Ahora I, es una funcion de los desplazamientos nodales U. Haciendo I, estacionario
con respecto a pequefios cambios en U, utilizando convenientemente las reglas de
diferenciacion, podemos escribir:

k)
2= —> KU=F (54)

ou

La ultima ecuacion matricial es un conjunto de ecuaciones algebraicas que puede
utilizarse para obtener U. Debemos remarcar que OIl,/0U,=0 es una ecuacion de

equilibrio nodal (equilibrio de fuerzas en los nodos), K es una matriz simétrica y
K,=0T1,/0U,0U,.

3.2.- Calculo de tensiones

Una vez se han calculado las matrices de rigidez y vectores de fuerzas equivalentes en
los nodos de los elementos, ensamblando y aplicando las condiciones de contorno se
obtiene un sistema de ecuaciones. La resolucion de tal sistema da lugar al vector de
desplazamientos nodales U. A partir del vector de desplazamientos se deberan calcular
las tensiones que aparecen en cada uno de los elementos finitos.
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Las tensiones G en un elemento pueden calcularse a partir de los desplazamientos de sus
nodos u‘. Estos desplazamientos son conocidos a partir del vector global de
desplazamientos nodales U. De la teoria de la elasticidad, la relacion entre tensiones y
deformaciones para comportamiento lineal es

6=D(e—¢, )+, (55)

en la que las tensiones mecanicas € =Bu‘ (véase (43)) estan producidas por los
desplazamientos de los nodos. La matriz B se obtiene de la aplicacién del operador L
(que contiene primeras derivadas) sobre la matriz de funciones de forma (que dependen
de las coordenadas), con lo que debera evaluarse en los diferentes puntos del elemento
en donde se deseen calcular las tensiones.

El calculo € = Bu® implica la derivacion del campo de desplazamientos. De esta forma,
es de esperar que las tensiones sean menos precisas que los desplazamientos. Los
elementos de bajo orden (funciones de forma bdsicamente lineales) presentan una
mayor precision de las tensiones en su centroide, menor en los puntos medios de los
lados y mas pequefia en los nodos. Los elementos de orden elevado presentan en general
diversos puntos de precision Optima para el calculo de tensiones. La posicion de tales
puntos depende de la geometria del elemento y del campo de desplazamientos, y en
general puede predecirse numéricamente (en general cercanos a los puntos de
integracion numérica). Las tensiones en otros puntos del elemento diferentes a los
optimos de calculo de tensiones se obtienen usualmente mediante extrapolacion.



3.- Planteamiento variacional del MEF 28

4.- REQUISITOS DE CONVERGENCIA

Si analizamos un problema utilizando cada vez una malla més fina de elementos,
generaremos una secuencia de soluciones aproximadas. Es importante que tal secuencia
converja a la solucion exacta, es decir, que el error entre la solucion aproxima y la
exacta tienda a cero cuando el niumero de elementos tienda a infinito (o su tamafio
tienda a cero). De esta forma podremos obtener la solucion del problema con el error
deseado aumentando el nimero de gd!/

De forma general, considerando interpolaciones polindmicas, los requisitos de
convergencia se pueden establecer de la siguiente forma. Supongamos una variable
o =0(x, y, 2), y sea I1=TI(¢) el funcional cuya condicioén de estacionariedad dI1= 0 da
lugar a las ecuaciones diferenciales que gobiernan el problema fisico. Supongamos que
contiene derivadas de ¢ hasta un orden m. Si la solucién exacta debe alcanzarse a
medida que la malla se refina, es necesario que en el limite (cuando el tamafio de
elemento tienda a cero) que :

1. Dentro de cada elemento, la forma del campo supuesta para ¢ debe contener un
polinomio completo de grado m.

2. Debe existir continuidad en ¢ y en sus m-1 derivadas a lo largo de los
contornos entre elementos.

3. Consideremos los elementos en una malla (y no individualmente). Supongamos
que imponemos unas condiciones de contorno apropiadas en la malla como
para producir un valor constante de cualquier derivada m-ésima de ¢. En estas
condiciones, a medida que la malla se refina, cada elemento debe poder
representar este valor constante.

Por ejemplo, si ¢ = ¢(x, y) (caso bidimensional) y contiene primeras derivadas de ¢, el
minimo orden polindmico aceptable en cada elemento es ¢ =a; + ay'x + asy, solo es
necesario que ¢ sea continua en los contornos entre elementos, y cada elemento de una
malla apropiadamente cargada debe de poder representar un valor constante de 0¢/ox

(o de 0¢/0y para otra condicion apropiada de carga), por lo menos a medida que se
refina la malla.

El requisito 1 asegura que se puedan evaluar los diferentes términos incluidos en el
funcional. El requisito 2 es necesario para que el funcional pueda evaluarse a partir de
las contribuciones de cada uno de los elementos finitos en los que se ha discretizado el
componente. Por ultimo, a medida que refinamos una malla de elementos finitos, el
tamafio de cada elemento tiende a cero y el niimero de elementos a infinito. En esta
condicion limite, la solucién del problema puede representarse a partir del valor
constante de las funciones o sus derivadas que aparecen en el funcional.

La satisfaccion de estos requisitos garantiza la convergencia a los resultados correctos,
pero no indica nada en relacion a la precision en una malla, o a la relacion de
convergencia. En el siguiente apartado se tratara con detalle este tema.
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Para el caso de elasticidad, el grado maximo de derivacion en la expresion de la energia
potencial total es m = 1. Como las deformaciones son primeras derivadas de los
desplazamientos, el requisito 3 impone que en una malla cada elemento pueda
representar cualquier estado de deformacion constante si se aplican las condiciones de
contorno apropiadas. Un caso concreto de deformacion constante es la deformacion
nula, que aparece cuando los desplazamientos nodales corresponden a un movimiento
de cuerpo rigido (traslaciones o rotaciones). El grado polindémico completo minimo sera
1 y solo serd necesario que se cumpla la continuidad en los campos de desplazamientos
supuestos en la frontera entre elementos.

La continuidad entre elementos se denomina usualmente C', indicando el superindice el
orden de derivacion que presenta continuidad. En el caso de la elasticidad, el orden de
continuidad exigido es C° ya que solo es necesario que exista continuidad en las
funciones de interpolacion de los desplazamientos y no en sus derivadas.

Una explicacion fisica del requisito 3 es la siguiente. A medida que la malla se refina, el
tamafio de los elementos tiende a cero. A medida que el tamafno del elemento tiende a
cero, la deformacion en cualquier punto dentro del mismo tiende a ser constante. Si un
elemento no puede representar estados de deformacion constante en el limite (cuando el
tamafio del elemento tiende a cero), la solucion correcta no se alcanzara al refinar
sucesivamente la malla.
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4.- Interpolacion. Funciones de forma de continuidad C° 1

1.- INTRODUCCION

En elementos finitos, las funciones incdgnita se sustituyen por una funcién aproximada,
construida a tramos dentro de cada elemento. En general se utilizan funciones de
interpolacion polindmicas. Tales funciones permiten formular de forma mas sencilla el
método de los elementos finitos, facilitan los calculos numéricos (especificamente la
derivacion e integracion), y permiten aumentar la precision incrementando el orden del
polinomio de interpolacion (en teoria, un polinomio de orden infinito corresponde a la
solucion exacta). Las funciones trigonométricas también poseen algunas de estas
propiedades, aunque se utilizan mucho menos que las polindmicas en elementos finitos.

A
o (x) constante

¢ (x) =29

v

P elemento N
| V‘
. A Z4:
o)t lineal o (x) 1 cuadrética
= ¢ (x)=3p +2a X b (X)=ay +a X +ax?
X X
elemento | L elemento N

A

> < >

Figura 1.- Interpolacion polindmica unidimensional.

En elementos finitos, la interpolacion dentro de cada elemento se plantea mediante las
funciones de forma. Asi, si queremos interpolar la funcion ¢ en funcién del valor de un
conjunto de parametros (a;) para cada elemento, tendremos que buscar las funciones de
forma N; tales que

o(x,y,2)= > Ni(x,y,2)a; =N(x,y,z)a° (1)

donde N es la matriz de funciones de forma (que depende de las coordenadas
espaciales) y a° es el vector que contiene el valor de los pardmetros (grados de libertad)
del elemento. En elementos finitos convencionales, la interpolacion se realiza tomando
como grados de libertad el valor de la funcion incdgnita en los nodos. De esta forma, la
interpolacion se puede expresar como:

(%, y,2)~ 3" N, (x, v, 2)p; =N(x,y,2)¢° 2)

donde ¢° es el vector que contiene el valor de la funcién incégnita en los nodos. Esto se
denomina interpolacion nodal. Sin embargo, existe otro tipo de elementos denominados
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jerarquicos que se basan en una interpolacion no nodal, de forma que la interpolacién se
establece en funcion de pardmetros o grados de libertad no nodales. En este tema se
resumird la formulacion de los elementos finitos convencionales y se hard una
introduccion a los elementos finitos jerarquicos.

Las funciones de interpolacion, y en consecuencia las funciones de forma, no pueden
elegirse arbitrariamente. Existen ciertos criterios derivados de orden polindémico,
completitud y de continuidad entre elementos que deben cumplirse para asegurar la
convergencia a la solucion exacta a medida que el tamafio de los elementos tiende a
cero. Con respecto a continuidad, dependiendo del tipo de problema se requerira
tnicamente continuidad C° (continuidad Gnicamente en la funcién interpolada, como en
el caso del problema eléastico) u érdenes de continuidad mayores. En este tema se
considerara tnicamente la interpolacién de elementos finitos de continuidad C°.

La interpolacion puede plantearse en coordenadas globales o en coordenadas locales. En
el primer caso, las funciones de forma se expresan directamente en funcion de las
coordenadas espaciales (x,y,z). En el segundo caso se consideran unas coordenadas
locales de forma que en ellas, el elemento tiene una forma normalizada (ver Figura 2) y
se plantean las funciones de forma en base a estas coordenadas locales (§,n,t). Este
segundo planteamiento es equivalente a considerar la existencia de una transformacion
de coordenadas entre el elemento estdndar y el elemento real, por lo que la interpolacion
estd definida conjuntamente por la interpolacién en coordenadas locales mas la
transformacion de coordenadas.

o(Em1)~ Z N;(&m,t)a = N(gn,t)a’
x=x@gn1) ; y=yEnt) ; z=2(En7)

4

(3)

A\ 4

Figura 2.- Elemento de referencia y elemento real. Coordenadas globales y locales.

Para cumplir los requisitos de la interpolacién necesarios para asegurar la convergencia
de elementos finitos, y facilitar las operaciones a efectuar con las funciones de forma
(en concreto en relacién con la integracion), se utiliza generalmente el planteamiento de
interpolacion en coordenadas locales.



4.- Interpolacion. Funciones de forma de continuidad C° 3

1.1.- Requisitos de interpolacion

Para que el método de los elementos finitos presente convergencia es necesario que la
interpolacion cumpla determinadas condiciones. En el caso de la elasticidad es
necesario que la interpolacién presente continuidad C° en las fronteras entre elementos,
de forma que es necesario que exista Unicamente continuidad en las funciones a
interpolar y no es necesaria en sus derivadas. Ademas, sera obligatorio la inclusion de
ciertos términos en el desarrollo polinémico, en concreto el término constante y los
lineales (para poder simular correctamente los movimientos de cuerpo rigido y los
estados de deformacion constante).

A(I)

4
Figura 3.- Continuidad C° entre elementos.

Por otra parte, en elementos bidimensionales y tridimensionales, es conveniente que el
tipo de interpolacion sea similar en cualquier direcciéon (isotropia o invarianza
geométrica) para que pueda representarse el mismo tipo de variacion de la funcién
incdgnita en cualquier direccion.

Para conseguir isotropia geométrica es necesario incluir de forma simétrica los términos
del tridangulo de Pascal en 2-D y los del tetraedro de Pascal en 3-D

/1\ 1
FAYAY X%C>
ANVAWA S

Xy oxyt oy X Z
SV e e
|

Figura 4.- Triangulo y tetraedro de Pascal.

Por altimo, la aproximacion polindmica puede considerarse como un desarrollo en serie
de la funcién incdgnita dentro de cada elemento. Por este motivo, el error cometido en
la interpolacion dependera del orden del polinomio completo incluido en la
interpolacion y no del término de mayor grado. Asi pues, es conveniente intentar incluir
todos los términos de un cierto grado antes de incluir términos superiores aisladamente.
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2.- FORMAS BASICAS DE ELEMENTOS. CLASIFICACION

La mayor parte de los elementos finitos son geométricamente simples, de forma que sea
posible modelar cualquier dominio de forma arbitraria. EI nidmero de nodos del
elemento depende del tipo de variables nodales, del tipo de funciones de interpolacion y
del grado de continuidad requerido.

2.1.- Elementos unidimensionales

Los elementos utilizados en problemas unidimensionales son los mostrados en la
siguiente figura. En principio no parece atrayente la idea de utilizar elementos finitos en
problemas unidimensionales, ya que estdn gobernados por ecuaciones diferenciales
ordinarias y no en derivadas parciales. No obstante, en ciertas ocasiones sera el enfoque
mas interesante, ya que permitird una mayor generalidad y ademéas sera posible
utilizarlos en analisis geométricamente mas complejos. Este es el caso de utilizar
elementos lineales para simular rigidizadores en una estructura tridimensional.
X
(—) —>
1 2

O E——————) ——————————
1 2 3 4

Figura 5.- Familia de elementos unidimensionales.
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2.2.- Elementos bidimensionales

En la Figura 6 se muestran los elementos bidimensionales mas usuales. Se pueden
definir basicamente dos familias, la triangular y la cuadrilatera. Los elementos mas
sencillos de cada familia son el triangular de tres nodos y el cuadrilatero de cuatro.
Ambos elementos son de lados rectos. En ocasiones se forma el elemento cuadrilatero
mediante dos elementos triangulares. Elementos de orden superior son los cuadraticos
(triangular de seis nodos y rectangular de ocho nodos), cibicos, etc. En estos elementos
se definen funciones de interpolacion polinémica de mayor orden y pueden tener los
lados curvos (formulacién isoparamétrica) con lo que se pueden utilizar para aproximar
contornos curvos con un numero reducido de elementos.

ELEMENTOS TRIANGULARES

Lineal Cuadratico Cubico

A 4
v
v

ELEMENTOS CUADRILATEROS

Lineal Cuadratico Cubico

>
> > >

X X X
Figura 6.- Familias de elementos bidimensionales.
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2.3.- Elementos tridimensionales

En el caso tridimensional existen basicamente la familia de elementos tetraédricos y la
de hexaédricos y la de prismas triangulares (ver Figura 7). EI nidmero de nodos
determinara el orden polinémico de interpolacion de forma similar a los casos
anteriores.

ELEMENTOS TETRAEDRICOS
z z z
X X
ELEMENTOS HEXAEDRICOS
z z
y l I y l I y
X X

ELEMENTOS PRISMATICOS TRIANGULARES

z z
y y y
X X X

Figura 7.- Familias de elementos tridimensionales.
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3.- INTERPOLACION NODAL. FUNCIONES DE FORMA

En cualquier elemento finito, si una variable cualquiera ¢(x,y,z2) se interpola
polinbmicamente tendremos

O(X,Y,2)= 0ty + o X+, Y+ 4+, X yP 27

¢(x,y,z)=(1 Xy . x"‘yﬁzy)oc2 =p'a (4)

Donde el vector p contiene los términos del desarrollo polindmico y el vector o
contiene los coeficientes de interpolacion. Consideremos el elemento definido por un
total de g nodos. Denominando por ¢; al valor de la funcion ¢ en el nodo j, definido en
las coordenadas (x;,y;,z;), tendremos

0, 1 x5y . )
0, 1 X 9y .« |0
b3 [=|1 X Y5 o wifla,| > ¢°=Ca (5)
b, 1 X Yy o ),

Donde ¢ ° representa el vector que contiene el valor de la funcion ¢ en todos los nodos
del elemento y C es una matriz (q x n+1) funcion de la posicion de los puntos nodales.
Considerando que q = n+1y que existe la inversa de la matriz C

o= C-lq) € (6)
y, sustituyendo este resultado en la ecuacion (4)

0(6y.2) =p C§° (7)

La matriz pTC'1 define las denominadas funciones de forma, y puede escribirse como
N(x). Las funciones de forma son funciones de las coordenadas espaciales y de las
coordenadas de los nodos que definen el elemento. De esta forma, en general la
interpolacion polindmica podra escribirse como

q

d)(X, y1z):zNi(X1y’Z)¢i (8)

i=1

Planteando la interpolacion polindmica mediante funciones de forma es posible separar
las funciones de interpolacion Ni(x,y,z) del valor de la funcion interpolada en los nodos,
¢i. Evidentemente, una primera condicidn para poder realizar la interpolacién es que el
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numero de téerminos del desarrollo polindmico (n+1) sea igual al nimero de nodos del
elemento (q).

En el caso de que exista mas de un grado de libertad por nodo, se debera realizar una
interpolacion polindmica para cada grado de libertad. Por ejemplo, en el caso de
elasticidad bidimensional, cada nodo tiene asociado dos variables incognita
(desplazamientos u y v del nodo en las direcciones coordenadas x e y). Suponiendo el
mismo tipo de interpolacion para ambos desplazamientos

D) =SNG V) = SN ©
o bien, en forma matricial
u,
ux,y)] [N, 0 N, 0 .. Y
{v(x,y)}:{o N, 0 N, } 32 = w6 Y)=NEyu’ (10)

El calculo de las funciones de forma a partir de la expresion N = P'C" debe realizarse
de forma analitica ya que en elementos finitos sera necesario obtener las derivadas de
las funciones de forma con respecto a las coordenadas. El calculo explicito segun tal
expresion puede ser complejo para elementos con un gran numero de nodos, con lo que
en general se buscaran las funciones de forma directamente.

Ademas, si aplicamos el procedimiento descrito en coordenadas espaciales, no es
posible garantizar que se cumplan las condiciones necesarias para asegurar la
convergencia. Por este motivo, en general se plantearan las funciones de forma
considerando coordenadas locales (o elemento de referencia).
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4.- PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES DE FORMA

A partir de la definicion de las funciones de forma de la ecuacion 8 se puede deducir
directamente que cada funcion de forma tiene valor unidad en su nodo de definicion y
cero en los restantes, es decir

JOREIR

Ademés, en el caso de la elasticidad, para que exista continuidad C° en la frontera entre
elementos, es necesario que en cada una de las fronteras del elemento la interpolacion
dependa exclusivamente de las funciones de forma de los nodos que pertenecen a tal
frontera. En consecuencia, la funcion de forma asociada a un nodo debe ser nula en los
contornos en los que no esté presente dicho nodo. Ademas, y para conseguir
convergencia, es necesario retener los términos constantes y lineales del polinomio de
interpolacion.

N7

1sii=j

11
0sii=] (1)

Figura 8.- Funciones de Forma.

Otra propiedad interesante de las funciones de forma, que puede ser utilizada para
comprobar que las funciones de forma de un elemento son correctas, viene dada por la
siguiente ecuacion:

_NZfNi(x,y,Z)=1 (12)

donde Nf representa el numero de funciones de forma del elemento. Esta expresion se
cumple para cualesquiera valores de las coordenadas (X,y,z).

La demostracién de esta expresion resulta sencilla. Supdngase que se desea interpolar
una funcion que toma un valor constante k en un punto cualquiera mediante el uso de
funciones de forma. Puesto que la funcion es constante el valor de la funcién tanto en
los nodos como en el punto donde es interpolada sera k:
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10

Nf

f(X, Y, Z):é(Ni(X: Y:Z)' f(xi’ yi’zi))

k=§<wi(x, y,2)-K)

Nf Nf
k=kYN(xy.z2) = Y Ni(xyz)=1
i=1 i=1
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5.- ELEMENTOS UNIDIMENSIONALES

La condicién de continuidad C° debe cumplirse en los nodos de conexién con otros
elementos (nodos extremos del elemento), y se verifica automaticamente si se cumplen
las condiciones definidas en la ecuacion 11 y se retienen los términos constantes y
lineales.

Considerando un elemento unidimensional definido por un total de ‘g’ nodos, se puede
definir el polinomio de Lagrange asociado al nodo ‘I’ como:

(X _Xl)“'(x _Xl—l)(x _X|+1)"'(X _Xq)
(XI _Xl)"'(XI _Xl—l)(xl _X|+1)'"(X| _Xq)

Estos polinomios cumplen las condiciones necesarias para las funciones de forma, y por
lo tanto se definen como

17 (x)=

(13)

N, () =177 (x) (14)

En coordenadas locales, el elemento de referencia unidimensional esta definido en
[-1, 1] y tiene los nodos distribuidos uniformemente:

En la figura se muestran las funciones de forma asociadas a los elementos lineal y
cuadratico unidimensionales en coordenadas locales

\ Ny 1
N, (@) = (1-8)
1 1 (15)
N, (&) =5 (+8)
— &
1 2
1 | |

1

NZ
s " N,(&) =2 5D
' N, (&) =1- & (16)
4’&_,
1 2 3
1

(&) =5 E(E+D)

Figura 9.- Funciones de forma de los elementos lineal y cuadratico unidimensionales.
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6.- ELEMENTOS BIDIMENSIONALES

6.1.- Problemética de la interpolacién en coordenadas globales

En el caso unidimensional la continuidad C° entre elementos queda garantizada
independientemente de si la interpolacion se realiza en coordenadas locales o en
coordenadas globales ya que la conexion entre elementos contiguos se realiza
Gnicamente a través de los nodos extremos. Sin embargo la continuidad C° no siempre
puede garantizarse en elementos bidimensionales (o tridimensionales) en el caso de
utilizar interpolacion en coordenadas globales ya que los elementos contiguos estan
conectados mediante nodos y aristas (o nodos, aristas y caras en el caso 3D).
Considérese como ejemplo el elemento cuadrilatero lineal mostrado en la Figura 10.

A

1

>

1

Figura 10.- Elemento cuadrilatero lineal.

Supdngase que se desea determinar el valor de los desplazamientos horizontales u
utilizando interpolacion en coordenadas globales considerando un polinomio de
interpolacion del tipo:

u(x,y)=a, +a,x+a,y+a,xy (17)

Considerando el procedimiento descrito en el apartado 3.- se obtienen las siguientes
funciones de forma:

Xy

X
N,(x,y)=1-——
(XY) A

N, (1Y) =5 (x-xy) -
Ny(X,y) ==y +Xxy
N,(X,y) =2y —xy

La interpolacion de desplazamientos en la recta x=y sera:
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u(x, x)=u, + 2 ;ul +(2u, —u, —ul)x+(u3 —u, ;ul)xz (19)

Como se puede observar los desplazamientos en la recta x=y, que coincide con el lateral
1-4, no son funciones lineales como corresponderia a un contorno de 2 nodos. Ademas
el desplazamiento de los puntos del lateral 1-4 depende de los desplazamientos de los
nodos 1y 4, pero también del desplazamiento de los nodos 2 y 3. Asi pues, segun lo
expuesto en el apartado 4.- no es posible garantizar la continuidad C° de este elemento
con otro elemento adyacente a él en el lateral 1-4 ya que el elemento adyacente no
contendria a los nodos 2 y 3 del elemento de la Figura 10, con lo que la interpolacién de
desplazamientos sobre la recta x=y de este elemento seria distinta a la de la ecuacion
(19).

La interpolacién en el elemento de referencia garantiza la continuidad C° de las
funciones interpoladas por lo que en general este tipo de sistemas de referencia sera el
utilizado para la interpolacion de funciones en elementos finitos. Cuando se utiliza
interpolacién en coordenadas globales la continuidad C° tan solo puede ser garantizada
con los elementos triangulares lineales (2D) y los tetraedros lineales (3D) ya que estos
elementos no incluyen ninguno de los términos cuadraticos en sus funciones de
interpolacion.

Adicionalmente, puesto que todos los elementos en coordenadas globales de un mismo
tipo siempre tienen la misma representacién en coordenadas locales o de referencia (ver
Figura 2), la utilizacion de funciones de forma en dicho sistema de referencia tiene la
ventaja de una mayor simplicidad de los limites de integracion.

6.2.- Elementos cuadrilateros

El elemento de referencia y las coordenadas normalizadas que se utilizan en los
elementos cuadrilateros son los que se muestran en la Figura 11.

n

bl
|

| ¢
|‘

Jo 1

|‘ V|‘ rl

|4

Figura 11.- Elemento Cuadrilatero. Elemento y coordenadas de referencia.
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6.2.1.- Elementos Lagrangianos

Un primer grupo de elementos cuadrilateros son los de la familia de Lagrange. Este
elemento tiene dispuestos los nodos (en el contorno e interiores) en forma de malla
regular, como se muestra en la Figura 12.

Veamos como se puede obtener directamente la funcion de forma asociada al nodo (1,J)
de un elemento cualquiera de la familia de Lagrange. La funcion de forma la podemos
obtener como el producto de dos polinomios, uno definido en & y el otro definido en n
(que toman valor unidad en el nodo considerado y cero en el resto). El producto de
ambos polinomios dara la unidad en el nodo (1,J), cero en los restantes y satisfara la
continuidad C° entre elementos. Ademas, tendré incluidos los términos constantes y
lineales en la interpolacion.

(1.9)

(1,m) (N,m)

(n.1)

Figura 12.- Elemento cuadrilatero de Lagrange.

Los polinomios de Lagrange de una variable cumplen las condiciones antes
mencionadas y, por lo tanto, las funciones de forma se pueden definir como el producto
de dos polinomios de Lagrange, cada uno de ellos definido en la coordenada
correspondiente:

Ny =@ M) (20)

Las funciones de forma de los elementos de la familia de Lagrange son faciles de
formular, sin embargo, en la practica no se suelen utilizar frecuentemente ya que pese a
que en el polinomio resultante aparecen términos de grado elevado, prescinden de
términos de menor grado, con lo que el polinomio completo resultante no es muy eficaz.

Por ejemplo, para aquellos elementos en los que m = n, aparecen términos de grado n
(™", y sin embargo el polinomio completo es de grado n. En la Figura 13 se muestra
en el triangulo de Pascal la distribucién de términos polindmicos para el cuadrilatero
cuadratico de esta familia de elementos.
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3

n

4\

n M

3

\

/

g  &n

Figura 13.- Distribucién de términos polindmicos
en elementos de la familia de Lagrange param =n = 2.

Por lo tanto los elementos de la familia de Lagrange introducen términos parasitos
(aquellos de grado elevado que no estan incluidos en el polinomio completo). El error
cometido en la interpolacion disminuird a medida que el elemento tenga méas nodos,
pero a costa de aumentar excesivamente el namero de gdl del problema.

Se ha de tener en cuenta que la existencia de términos parasitos en este tipo de
elementos esta asociada a un exceso de nodos en su definicion.

6.2.2.- Elementos serendipitos

Para mejorar esta situacion, se tiende a situar los nodos en el contorno del elemento
(necesarios para garantizar la continuidad C°), e introducir los nodos interiores
necesarios para conseguir polinomios completos. Bajo este enfoque surge la
denominada familia serendipita. A continuacion se representan los tres primeros
elementos de esta familia, con sus correspondientes funciones de forma.

n

N, = (1-n)(1-£)/4
N, =(1-n)1+£)/4
N, =L+ n)(1+£)/4
N, =(@+n)(1-£)/4 21)

AW A

Figura 14.- Familia serendipita. Elemento lineal
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N, =—(L-n)(L-&)(1+E+n)/4
N, = (L-€2)(L-n)/2

N, =—(1-)(A+E)L-E+1)/4
N, = (L-n?)+8)/2
N
N
N
N

s =—(1+n)A+&)(1-5—n)/4
5 =(1-8")(1+m)/2
7 ==(1+n)A-8)A+E-n)/4
o =(1-1")(1-8)/2

(22)

Figura 15.- Familia serendipita. Elemento cuadratico

N, = (1-8)(A-m[oE’ + ") -10]/32
N, =9(1-&")(L-n)(1-35)/32
N; =9(1-&")(1-n)(1+35)/32
S N =@ ea-mleE? +n?) -10)/32
(23)

Figura 16.- Familia serendipita. Elemento cubico

Inicialmente el desarrollo de las funciones de forma anteriores se realiz6 mediante
inspeccidn, requiriéndose cierto ingenio para la determinacion de las funciones de
forma de los elementos de més alto grado. Por esta razon se consideré adecuado
denominar a esta familia de elementos como serendipitos, recordando a los principes de
Serendip, famosos por sus descubrimientos casuales.

6.2.3.- Determinacion de funciones de forma

Se expone a continuacién el procedimiento que podria seguirse para determinar las
funciones de forma de nodos Vvértice y de mitad de lado del elemento cuadréatico. Este
mismo procedimiento puede ser extrapolado a otros tipos de elementos.

Para determinar la funcién de forma de un nodo cualquiera se tendra en cuenta la
ecuacion (11), segun la cual las funciones de forma tomaran valor unitario en el nodo al
gue estan asociadas, y nulo en el resto de nodos. Supdngase que se desea determinar la
funcidn de forma del nodo vértice del elemento mostrado en la Figura 17.a.



4.- Interpolacion. Funciones de forma de continuidad C° 17

a) Nodo Vértice b) Nodo de mitad de lado
Figura 17.- Determinacion de funciones de forma en elementos cuadrilateros serendipitos

Obsérvese que la recta 1-£=0 contiene a los nodos 3, 4 y 5, por lo tanto, si la funcion de
forma Ni(§,n) contiene al término 1-&, la funcién serd nula en dichos nodos. De la
misma forma, si N1(&,m) contiene al término 1-n, la funcion sera nula en los nodos 5, 6
y 7. Si ademas contiene al término 1+&+n, correspondiente a la recta que pasa por los
nodos 2 y 8, la funcion serd nula en los nodos 2 y 8. De esta forma, la siguiente funcién
sera nula cuando se particularice en todos los nodos del elemento (salvo en el nodo 1)

f(&n)=(0-&)-1-n)-A+&+n)

Sin embargo esta funcion no puede ser utilizada como funcién de forma del nodo 1, ya
que cuando se particulariza en las coordenadas del nodo 1 (¢ = -1, n =-1) se tendra

f(-1-1)= (- (-D)-(1- (-D)-(0+ (- + (-1)) =4

Asi pues si se divide la expresion de f(&,m) por este resultado se obtendré la funcion de
forma N1(§,n) anteriormente mostrada en la ecuacion (22):

f(en) _(1-¢)-@-n)-1+&+n) (24)

N,(&n)= f(-1-1) = )

De la misma forma se puede determinar la expresion de la funcion de forma Nz(§n),
correspondiente a un nodo de mitad de lado (ver Figura 17.b). Si la funcion de forma
incluye los términos 1-&, 1+& y 1-, la funcion seré nula respectivamente en los nodos
3,4y5,en7,8ylyen56y7:

f(&n)=01-¢)-1+&)-(1-n)

! En caso de utilizar este procedimiento para determinar las funciones de forma de elementos 3D se
procederd a incluir en las funciones de forma las expresiones correspondientes a planos (en vez de rectas)
que contienen a los nodos deseados.
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Finalmente dividiendo la expresion de la ecuacion anterior por su resultado cuando se
particulariza en el nodo 2, de coordenadas (0,-1), se obtiene la funcion de forma
buscada, anteriormente mostrada en la ecuacion (22):

_f&m)  (1-§)-(@+8)-(1-n) (@-&°)@-n)
N (& m)=— =R > = > (25)

Como puede observarse este procedimiento de determinacion de funciones de forma
resulta significativamente menos laborioso que el planteado en el apartado 3.- . Por
contra no se trata de un procedimiento sistematico y general para cualquier tipo de
elemento, por lo que debe utilizarse con cuidado. Es importante comprobar que las
funciones obtenidas sean validas, es decir, que cumplan con todos los requisitos de una
funcion de forma (aparte de los ya exigidos en el procedimiento, por ejemplo que
incluya los términos polindbmicos apropiados).

6.3.- Elementos triangulares

Los elementos triangulares tienen como primera ventaja sobre los cuadrilateros el que
permiten aproximar de forma més sencilla cualquier contorno. Ademas, la disposicion
de los nodos en el elemento puede realizarse de forma evidente siguiendo el esquema
del triangulo de Pascal, con lo que se podran conseguir funciones de interpolacion sin
términos parasitos. Sin embargo, para un tamafio de elemento dado (definido por
ejemplo como la longitud del lado mayor), el &rea cubierta por un elemento triangular
sera menor que la correspondiente a un elemento cuadrilatero, y en consecuencia sera
necesario utilizar un mayor numero de elementos triangulares para mallar el mismo
problema. En la figura siguiente se muestran los elementos lineal, cuadratico y cabico
de la familia de elementos triangulares.

3

3

Figura 18.- Familia de elementos triangulares. Elementos lineal, cuadrético y cubico.
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6.3.1.- Coordenadas de area

Un tipo de coordenadas interesante en los elementos triangulares son las coordenadas de
area Lj, L, y L3 (ver Figura 19). Cada coordenada de area se define como la relacion
entre la distancia de un punto al lado considerado y la altura total del triangulo con
respecto a dicho lado. Cada coordenada varia por lo tanto entre 0 y 1. Se denominan
coordenadas de &rea ya que representan la relacion entre el area de la subregion
triangular que definen y el area completa del tridngulo. Las coordenadas de area no son
independientes, cumpliéndose para cualquier punto del tridngulo que L; + L, + L3 = 1.
L]_:VO.O

Figura 19.- Familia de elementos triangulares. Coordenadas de Area.

En el elemento triangular lineal, las funciones de forma deben ser tales que tengan valor
unidad en su nodo de definicién y cero en los restantes. Las coordenadas de area
corresponden con esta definicion. En consecuencia, las funciones de forma en
coordenadas de area para el elemento triangular lineal seran las siguientes:

Ni=Li;  N2=Lz; Ns=L; (26)

Puede demostrarse facilmente que las funciones de forma correspondientes al elemento
triangular cuadréatico son

Ni = (2L;-1)L;, etc. (nodos Vvértice)
N2 = 4L4L,, etc. (nodos en lado) (27)

y para el elemento cubico
N; = (3L;:-1)(3L31-2)L1/2 , etc. (nodos vértice)

Nz = 9L1L,(3L;:-1)/2 , etc. (nodos Vvértice)
Nip = 27L3L5L3 (nodos interno) (28)
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Una ventaja de las coordenadas de area es la existencia de ecuaciones de integracion
que simplifican la evaluacion de integrales de area, como las necesarias en el calculo de
la matriz de rigidez del elemento. Una expresion para la evaluacion exacta de integrales
de area, dependiente de las coordenadas de area es

”LngLngdy= ( alblc! (29)

a+b+c+2)!

No obstante, exceptuando los casos correspondientes a elementos de contornos rectos,
el integrando serd méas complejo (debido a la transformacion de coordenadas locales a
globales) y por lo tanto no se podra aplicar directamente este resultado.

6.3.2.- Coordenadas normalizadas

Otra alternativa a las coordenadas de area consiste en utilizar coordenadas normalizadas
&y n, de forma analoga al caso de elementos cuadrilateros. Normalmente el elemento
de referencia utilizado corresponde a un triangulo rectangulo de base y altura unitaria,
tal y como se muestra en las siguientes figuras. Siguiendo razonamientos analogos a los
empleados en los elementos cuadrilateros, a continuacion se muestran las funciones de
forma de los elementos triangulares en coordenadas normalizadas.

N;=1-&-n
szci
N3=n (30)

N1 = (1-E-n)(1-28-2n)
N2 = -§(1-2¢)

N3 = -n(1-2n)

Ns = 4E(1-E-n)

Ns = 4&n

1 5 Ne = 4n(1-&-m) (31)
\ 1 J

<€
< >

Figura 20.- Familia de elementos triangulares. Coordenadas normalizadas.

La utilizacion de estas coordenadas tiene como principal inconveniente que no trata de
forma similar las diferentes direcciones del elemento.
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7.- ELEMENTOS TRIDIMENSIONALES

Los elementos tridimensionales son similares en cuanto a su formulacién a los
bidimensionales. En este caso, la conexién entre elementos se efectla por nodos, aristas
y caras, con lo que las condiciones de continuidad se deben de satisfacer entre aristas y
caras de elementos.

Como ejemplo de elementos tridimensionales, en la Figura 21 se muestran los
elementos hexaédricos lineal, cuadratico y cubico de la familia serendipita, en los que
se considera la definicion de:

E=E&i ; Mo=MMi ;  To=TTi (32)
LINEAL
1
N, =§(1+ &)L+ 7)1+ 17y) (33)
1
1
M
o 1
1 1
CUADRATICO Nodos Vértice:
Ni=(1+&0)(1+mM0) (1 +70)(Eo+tMo+T0—2)/8
Nodos en lados:
c’;i:O ; ni:il DoTi=tl
Ni=(1-&") (1+n0)(1+10)/4
(34)
CUBICO
Nodos Vértice:
Ni=(L+E0)(14n0) (L+10)[9(E +n +1°)~19]/64
Nodos en lados:
éi:i1/3 ; T]i:il DoTi=tl
Ni=9(1-&)(1+9&0) (L+110) (1+10)/64
(35)

Figura 21.- Elementos hexaédricos serendipitos.
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De forma analoga al caso bidimensional, también se utilizan los elementos tetraédricos.
Su formulacién se puede plantear bien en coordenadas de volumen (analogas a las de
area, para el caso tridimensional) o utilizando coordenadas locales en elementos de
referencia.
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8.- TRANSFORMACION DE COORDENADAS. ELEMENTOS
ISOPARAMETRICOS.

En los apartados anteriores se han descrito las familias de elementos mas usuales y se
han obtenido las funciones de forma de los mismos para el caso de continuidad C°.
Dichas funciones de forma se han obtenido considerando el elemento definido en sus
coordenadas de referencia o coordenadas locales. Queda por lo tanto definir la forma de
trasladar la interpolacion a las coordenadas globales (reales) en las que se define el
elemento y considerar la posibilidad de que los elementos de orden elevado tengan sus
lados curvos. Esto se realiza mediante transformacion de coordenadas.

X g
yr="fin (36)
z T

v

Figura 22.- Elemento de referencia y elemento real.

8.1.- Elementos isoparamétricos.

La forma mas usual de realizar la transformacion de coordenadas en elementos
convencionales es utilizando funciones de forma. Asi, conocidas las coordenadas
globales de los puntos nodales, se pueden interpolar las coordenadas de un punto del
elemento como:
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X= z Nil(é’n’r)xi
y= z N/ (&, 1)y, (37)
L= z N/ (&, 1)z,

donde las funciones N'; no son necesariamente las funciones de forma utilizadas en la
interpolacion de desplazamientos.

El elemento real, por lo tanto, se define mediante las coordenadas de sus nodos y la
interpolacion realizada. En concreto, la forma de frontera del elemento depende de la
interpolacion realizada a través de las funciones de forma, pudiendo dar lugar a
contornos curvos. Las funciones de forma N'; son funcion de las coordenadas locales del
elemento, y deben ser tales que la interpolacion resultante sea de continuidad C° en la
frontera de los elementos. Si esto no se cumple, podrian aparecer solapamientos o
lagunas en la frontera comin a dos elementos (ver Figura 23). Por otra parte,
dependiendo del valor de las coordenadas, el elemento puede estar excesivamente
distorsionado, llegando en situaciones extremas a “plegarse™ sobre si mismo. Esta
situacion se representa en la Figura 23 y debe de ser detectada en el analisis ya que
puede producir resultados erréneos.

Figura 23.- Solapamientos y lagunas entre elementos y distorsion inaceptables del elemento
debidas a la transformacion de coordenadas.

Es posible utilizar en la interpolacion de coordenadas nodos diferentes a los usados en
la interpolacion de las funciones incognita del problema. No obstante, se suelen utilizar
los mismos nodos (elementos isoparamétricos) y las mismas funciones de forma,
satisfaciéndose por lo tanto, en general, la continuidad C° en la frontera entre elementos.

8.2.- Calculo de matrices de elemento.

En general, en el célculo de las matrices y vectores asociados al método de los
elementos finitos, es necesario calcular las derivadas de las funciones de forma con
respecto a las coordenadas globales (recuérdese que la matriz B utilizada en la
evaluacion de la matriz de rigidez K, se evalla como funcion de las derivadas de las
funciones de forma con respecto a las coordenadas globales). Las funciones de forma
dependen explicitamente de las coordenadas locales, con lo que tales derivadas no son
inmediatas.
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La derivada de una funcion de forma con respecto a las coordenadas locales, se puede
escribir como

oN,| [ox ay az][oN, oN,
o€ o5 O O || ox OX
ON | |ox oy ez |loN | j]eN, )
on on on oOn|| oy oy
oN; | | ox oy oz ||oN, oN,
ot _8r o1 81_ 0z 0z

Donde el vector de derivadas de las funciones de forma con respecto a las coordenadas
locales es facilmente evaluable ya que se dispone de su formulacion explicita en dichas
coordenadas. Para calcular la matriz J (matriz jacobiana de la transformacion de
coordenadas) s6lo debemos recordar que las coordenadas globales se interpolan
mediante funciones de forma de las coordenadas nodales. Por ejemplo, como

X=Z Ni(i,, n, 1:) X; (39)
tendremos que
%:zwxi (40)
gs ¢
El resto de elementos de la matriz jacobiana se obtiene de forma similar, en base a las
derivadas de las funciones de forma y de las coordenadas de los puntos nodales.
Si la inversa de la matriz jacobiana existe, partiendo de la ecuacion 38 se obtiene

ON, ON,
OX o
ON; | _ y1) 0N, “1)
oy on
oN, oN.
0z ot

El determinante de la matriz jacobiana relaciona un elemento diferencial definido como
dxdydz con el elemento diferencial dédndr . De esta forma, siempre y cuando no existan
degeneraciones del elemento existird la inversa de la matriz jacobiana. El célculo de
tales derivadas se realiza en general numéricamente ya que la obtencién de una férmula
explicita es compleja.

En base a lo anteriormente expuesto, y a modo de ejemplo, la evaluacion de la matriz de
rigidez de un elemento hexaédrico se calculara de la siguiente forma:

K° = [B'DBAV = | [ [B'DB|J/dednds (42)
it

L e—r
L
L

donde los términos de la matriz B se evalGan segun la ecuacion (41).
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9.- INTEGRACION NUMERICA.

Las matrices de elemento estdn definidas en elementos finitos mediante integrales.
Exceptuando el caso de elementos muy sencillos, para realizar la integracion se
consideran coordenadas locales. Asi, las integrales se transforman como

[G(x,y,2)dxdydz= [ G(&,n,7) 9] dedndr (43)

9 \

En este caso, los limites de integracion son sencillos (elemento de referencia), pero no
asi el integrando, que soélo puede evaluarse numéricamente, exceptuando el caso de
elementos muy sencillos. En general, por lo tanto, se utilizara integracion numérica.

9.1.- Integracién numeérica unidimensional

Veamos en primer lugar el caso de integraciébn numérica unidimensional, para
posteriormente extrapolar a casos bi y tridimensionales. En este caso, consideraremos
integrales de la forma

=] f(gie (44)

1
1

-1 0 £, 1

Figura 24.- Cuadratura de Newton-Cotes.

Un primer tipo de integracion numérica es la denominada Cuadratura de Newton-
Cotes. EIl procedimiento de integracién mediante esta regla de cuadratura consiste en:

1.- definir a priori un nimero de puntos en el intervalo de integracion (en general
distribuidos uniformemente),

2.- ajustar el integrando a un polinomio que pase exactamente por tales puntos,

3.- obtener el resultado integrando exactamente tal polinomio.
Como n valores de la funcion definen un polinomio de grado n-1, el uso de n puntos de
integracién permitira integrar exactamente un polinomio de grado n-1. En general, el

uso de n puntos de integracion producira errores de orden de O(h"), siendo h el tamafio
del elemento en coordenadas globales. Este método conduce a expresiones de la forma
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|:_j f(&)dazg H, (&) (45)

para los casos de 2, 3 y 4 puntos de integracion se obtienen los siguientes resultados
mostrados en la Tabla 1.

Tabla 1.- Cuadratura de Newton-Cotes.?

n (:i Hi n é;i Hi n é_,i Hi
2 -1.0 1.0 3 -1.0 1/3 4 -1.0 1/4
1.0 1.0 0.0 4/3 -1/3 3/4

1.0 1/3 1/3 3/4

1.0 1/4

Si en vez de especificar a priori los puntos de integracion, se busca la posicion de estos
para que se obtenga la maxima precision, para un nimero de puntos de integracion
dado, el resultado serd& méas exacto. Considerando la expresion de la integracion
numérica como la definida en la ecuacion 45, tendremos que determinar 2n incégnitas
(Hiy &, i= 1,..,n), con lo que en principio el polinomio sera de grado 2n-1y el error en
la interpolacién de O(h®™). Este procedimiento se denomina Cuadratura de Gauss,
definiéndose en la Tabla 2 los puntos de integracién® y pesos asociados
correspondientes a la integracion unidimensional en el intervalo [-1, 1].

Tabla 2.- Puntos de integracion, pesos de la Cuadratura de Gauss y
maximo grado de polinomios integrados exactamente

Integra
n +E; H; exactamente
1| 0.0 2.000 000 000 000 000 p=1
2 | +0.577 350 269 189 626 | 1.000 000 000 000 000 p=3
3| +0.774 596 669 241 483 | 0.555 555 555 555 556 —5
0.000 000 000 000 000 | 0.888 888 888 888 889 P=
4| +0.861 136 311 594 953 | 0.347 854 845 137 454 _
+0.339 981 043 584 856 | 0-652 145 154 862 546 p=7
5| +0.906 179 845 938 664 | 0.236 926 885 056 189
+0.538 469 310 105 683 | 0.478 628 670 499 366 p=9
0.000 000 000 000 000 | 0.568 888 888 888 889
6 | +0.932 469 514 203 152 | 0.171 324 492 379 170
+0.661 209 386 466 265 | 0-360 761 573 048 139 p=11
+0.238 619 186 083 197 | 0.467 913 934 572 691

Evidentemente, debido a su mayor precisién para un mismo coste computacional, la
regla de cuadratura de Gauss es mas utilizada que la de Newton-Cotes.

2 Las reglas de cuadratura de Newton-Cotes de 2 y 3 puntos de integracion corresponden a los bien
conocidos métodos de integracion numérica del Trapecio y de Simpson respectivamente.

% Los puntos de integracion en la regla de cuadratura de Gauss (también llamada cuadratura de Gauss-
Legendre) son los ceros de los polinomios de Legendre. Estos son un conjunto infinito de polinomios
ortogonales entre si en el intervalo [-1,1].
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9.2.- Integracion numéricaen 2Dy 3D

Para el caso de integraciones de area y de volumen, en el caso de elementos
cuadrilateros y hexaédricos, como los limites de integracion en cada coordenada son
estandares (en el elemento de referencia), podemos extrapolar los resultados de las
reglas de cuadratura unidimensional. Asi, para integraciones de area y de volumen,
tendremos

=] [ En)dedn=d" > HH, em)) (46)
=[] flens)ozande= D> S HiH HF(gm ) (a7)

En elementos triangulares y tetraédricos, los limites de integracidn incluiran a las
propias variables, con lo que no es posible plantear la integracion numerica
extrapolando directamente el caso unidimensional. Para estos casos se han obtenido
puntos de integracion de Gauss especificos. La expresion utilizada para realizar la
integracién numeérica en triangulos normalizados es:

1

1

I=[ [ f(&n)dedn~ ZH f(&.m) (48)
00

En la siguiente tabla se muestran la situacion de los puntos de integracion y pesos
obtenidos para el caso de triangulos en coordenadas normalizadas:

Tabla 3.- Puntos de integracién, pesos de la Cuadratura tipo Gauss para triangulos en
coordenadas normalizadas y maximo grado de polinomios 2D integrados exactamente

n & Ni Hi Integra exactamente
1 173 1/3 1/2 p=1
3 1/6 1/6 1/6
2/3 1/6 1/6 p=2
1/6 2/3 1/6
3 172 0 1/6
1/2 1/2 1/6 p=2
0 1/2 1/6
4 1/3 1/3 -27/96
1/5 1/5 25/96 -3
3/5 1/5 25/96 P=
1/5 3/5 25/96

9.3.- Orden de integracion requerido. Integracién reducida

Al sustituir la integracion exacta por la numérica se cometera un error adicional. Como
al aumentar el numero de puntos de integracion el tiempo de calculo aumenta, se debe
de considerar el orden de integracion necesario para preservar el orden de convergencia.
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El orden de integracion adecuado para evaluar una matriz de elemento especifica de
manera precisa puede ser determinado estudiando el orden de las funciones a integrar.
Para el caso de la evaluacion de la matriz de rigidez se ha de evaluar la expresion:

K° = [B'DB|J[dV (49)
VI

donde la matriz B esta expresada en funcién de las coordenadas normalizadas y la
integracion se realiza sobre el volumen del elemento en coordenadas locales. En esta
expresion el integrando a evaluar es la funcién matricial F:

F =B'DB|J| (50)

Estudiemos por ejemplo el caso de un elemento cuadrilatero de cuatro nodos de forma
rectangular, de lados 2a en direccién x y 2b en direccion y. En este caso la matriz
jacobiana sera

a o0
J=
0 b
Puesto que J es constante®, también lo sera |J| y 3™ (recuérdese que J™* es utilizada en la
evaluacion de la matriz B, ver ecuacion 41). La matriz B estara por tanto compuesta por
términos lineales en & o . Asi pues, para el elemento estudiado la matriz F estara

compuesta, a lo sumo, por términos cuadraticos (F = f(£%,en,n?), f() indica “funcién
de”).

El uso de la regla de cuadratura de Gauss con dos puntos de integracion en cada
direccion permite evaluar de manera exacta la integral de funciones polinémicas
cubicas (Tabla 2). Por lo tanto la utilizacion de la cuadratura de Gauss con dos puntos
de integracion (en cada direccion) sera adecuada en este caso.

Sin embargo se ha de tener en cuenta que si el elemento de 4 nodos considerado no es
un paralelogramo, la matriz Jacobiana J no sera constante, por lo que J™ no sera un
polinomio de grado finito. Asi pues, en principio, para evaluar la matriz de rigidez K°
de manera muy precisa se deberia de utilizar una regla de cuadratura de muy alto grado.

Al estudiar qué orden de integracion es necesario para realizar la integracion en
elementos donde J no es una matriz de términos constantes (elementos
geométricamente distorsionados) se observa que para calcular las integrales con un alto
grado de precision no suele ser necesario utilizar reglas de cuadratura de muy alto
grado. Esto es debido a que la diferencia entre utilizar una regla que integre
exactamente polinomios de grado p o p-1 suele ser despreciable.

Por tanto se ha de definir qué orden de integracion es generalmente suficiente para
realizar el célculo de las matrices de elemento. La definicion del minimo orden de
integracion varia en funcién del autor consultado. A modo de ejemplo veamos el

* Se puede comprobar que la matriz J serd también de términos constantes si el elemento es un
paralelogramo de cuatro nodos cualesquiera.
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numero de puntos de Gauss recomendado por 3 autores distintos para el elemento
cuadrilatero cuadréatico de la familia serendipita:

= Zienkiewicz y Taylor recomiendan el uso de una regla de 2x2 puntos de Gauss

= Burnett recomienda utilizar en general 2x2 puntos de Gauss y 3x3 en el caso de
elementos “considerablemente” distorsionados

= Bathe recomienda utilizar en general 3x3 puntos de Gauss y reglas de
cuadratura de orden superior en caso de que la distorsion del elemento sea muy
grande.

Plantearemos aqui la utilizacion del criterio propuesto por Burnett para determinar el
minimo numero de puntos de integracion requerido para cada elemento, que, para el
caso en el que los elementos no estén excesivamente distorsionados, proporciona puntos
de integracion que coinciden con los llamados puntos de superconvergencia de
tensiones® que seran estudiados en un capitulo posterior.

Segun Burnett la regla de integracion utilizada debe preservar la velocidad de
convergencia de la energia de deformacion global. La energia de deformacion tiene la
siguiente expresion:

_ 1 T
I —E\J/.S DedV (51)

Para elementos de grado p se tendran los siguientes ordenes de error de discretizacion
en las diferentes magnitudes:

Desplazamientos: orden O(hp+1),

Deformaciones (o tensiones): orden O(hp) ya que son primeras derivadas de los
desplazamientos,

Energia de deformacién: orden O(h®) (téngase en cuenta la expresion anterior).

Si el error de discretizacién en norma energética es de orden O(th), segun Burnett, el
error debido a la regla de integracion numérica utilizada tendré que ser a lo sumo de ese
mismo orden, por lo que debera integrar exactamente polinomios de grado 2p-1. Este
autor utiliza el término reducida para denominar a este tipo de integracion,
denominando reglas de cuadratura de grado superior a las que tienen una precisién un
orden superior, que también suelen ser llamadas reglas de integracion estandar.

En funcién de lo anteriormente expuesto, y teniendo en cuenta la Tabla 2 y la Tabla 3,
se muestran a continuacion las reglas de cuadratura de Gauss a utilizar en los elementos
2D més comunes.

5 La precisién de los valores de tensién (o deformacién) en un elemento de grado p evaluados en los
puntos de superconvergencia corresponde a la que se obtendria en el elemento si este fuese de grado p+1.
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Tabla 4.- Reglas de cuadratura de Gauss recomendadas por Burnett

Integracion Integracion
Elemento . .
reducida estandar
1 punto 1 punto
4 puntos 6 puntos
1 x 1 puntos 2 X 2 puntos
2 X 2 puntos 3 X 3 puntos

No es posible dar una regla general, aplicable a todo tipo de problemas, sobre el uso de
integracién reducida o estandar. La idoneidad del uso de una u otra dependera del tipo
de problema fisico a resolver (tipo de ecuacion diferencial), del tipo de elemento y del
grado de distorsion de los elementos. Hay algunos tipos de problemas donde la
integracién reducida proporciona una precision extraordinariamente mayor que la
integracion estandar®. De la misma forma existen situaciones en las que la utilizacién de
integracion reducida produce resultados desastrosos al producir singularidades en la
matriz de rigidez. Incluso en ocasiones se utiliza integracion reducida solamente sobre
ciertos términos de las matrices de elemento.

En términos generales la integracion reducida es la adecuada cuando los elementos
estan poco distorsionados mientras que la integraciéon estandar es la mas adecuada a
medida que aumenta el grado de distorsion de los elementos.

Veamos una justificacion del buen comportamiento de la integracion reducida (pese a
que con ella no se evallen exactamente las integrales incluso para elementos no
distorsionados). En la formulacion en desplazamientos del método de los elementos
finitos la rigidez del sistema resulta sobrestimada debido a la rigidizacion matematica
impuesta por la aproximacion de los desplazamientos, lo que hace que la energia de
deformacion resulte subestimada. Por lo tanto es posible esperar que el no evaluar
exactamente las matrices de rigidez de elemento mediante la integracion numérica
compense en cierta medida la sobrestimacion de la rigidez debida a la discretizacion. En
otras palabras, la utilizacion de una regla de integracion de menor grado que la
requerida para evaluar exactamente la matriz de rigidez (en elementos no
distorsionados) puede proporcionar una mayor precision de los resultados.

Para complicar més la situacion, en ocasiones existen varias reglas de cuadratura que
proporcionan la misma precision (en la Tabla 3 se mostraban 2 reglas de cuadratura tipo

® Este tipo de comportamiento suele presentarse cuando uno de los parametros fisicos que describen el
problema se aproxima a su limite, como es el caso de materiales casi-incompresibles o en problemas de
placas delgadas.
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Gauss para triangulos distintas con el mismo grado de precision). La experimentacion
numérica suele ser necesaria en estos casos para determinar cual de las reglas tiene un
mejor comportamiento.

Como ya se habrd podido comprobar la seleccion de la regla de cuadratura méas
adecuada es una tarea complicada. Los programas comerciales de elementos finitos
frecuentemente permiten la utilizacion de varias reglas de cuadratura, proporcionando
consejos sobre cual de ellas utilizar en funcion del tipo de problema analizado.
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10.- FUNCIONES DE FORMA JERARQUICAS.

Los elementos que se han considerado hasta ahora, y en consecuencia las
correspondientes funciones de forma, son los estandares. Sin embargo, esta
formulacién tiene ciertos inconvenientes cuando se utiliza en procesos adaptativos en
los que se modifica el grado polindmico de la interpolacion en los elementos. Las
funciones de forma asociadas a un elemento son diferentes dependiendo del grado de la
interpolacion, con lo que una vez analizado un problema con un grado polinémico
concreto, si aumentamos el grado de la interpolacion deberemos repetir todos los
calculos. Considerar, como se muestra en la Figura 25, un caso unidimensional en el
que se pretende pasar de una interpolacion lineal a cuadréatica. En este caso se afiade un
nuevo nodo al elemento finito y se modifican las funciones de forma. Como las
funciones de forma son diferentes, las matrices correspondientes a cada elemento
también lo seran y, por lo tanto, sera necesario realizar de nuevo todos los célculos.

Ny ¢

3 2
< l > < 1 >
1. c_Lleq
Nl—z(l &) Nl—zi(l £)
N1—1(1+<g) N°—£é(1+<§)
2_2 2_2
Ny =(1-¢%)

Figura 25.- Funciones de forma estandares para el caso unidimensional.
Interpolacidn lineal y cuadratica.

Los denominados elementos jerarquicos son una alternativa a los convencionales y
permiten solucionar, en parte, este problema. La idea es que para aumentar el grado
polindémico de la interpolacion se afiadan funciones de forma adicionales sin modificar
las anteriores. De esta forma, parte de los célculos previos son validos y no tienen
porque volverse a realizar. Dado un elemento, se podran afiadir funciones de forma
jerarquizadas que aumentaran el grado polindmico de la interpolacion sin modificar las
funciones de forma previas y sin aumentar el nimero de nodos del elemento. Las
funciones de forma jerarquizadas tendran asociados grados de libertad adicionales,
aunque en este caso no representaran el valor de la funcidon incdgnita en ningn nodo.

Consideremos en primer lugar el caso unidimensional, inicialmente definido mediante
interpolacion lineal con las funciones de forma estandares:
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u?(€) =Ny By, + N, (E)u, (52)

Para aumentar el grado de la interpolacion, podemos incluir una nueva funcion de
forma, N2, y el correspondiente grado de libertad asociado, ay:

u® (&) = N; (€)u, + N, (E)u, + N} (E)a, (53)

La funcion de forma adicional debera ser cuadratica en este caso y cumplir la condicion
de que su valor en los nodos del elemento sea cero, ya que hemos mantenido las
funciones de forma estandares del elemento lineal y el valor de la funcion incognita en
los nodos como gdl. De esta forma, la nueva funcion de forma debe ser:

N; =, (1-&%) (54)

La constante oo en principio puede ser arbitraria. Dependiendo de su eleccion
obtendremos como gdl a, una u otra magnitud escalada correspondientemente.
Debemos, por lo tanto imponer una condicion adicional para definir completamente la
nueva funcién de forma, que por ejemplo, puede ser que su valor en el punto § = 0 sea
la unidad. De esta forma, se obtiene:

Nj =1-¢° (55)

Considerando esta condicion adicional, el gdl afiadido tiene un sentido fisico claro:
separacion de la funcién en el punto & = 0 de la linealidad (ver Figura 26).

»

u;

O
1 2
1 1 1 1
-— >

Figura 26.- Representacion de funciones de forma e interpolacion utilizando
funciones de forma jerarquicas.

Si deseamos afiadir un gdl adicional, debemos incorporar una nueva funcion de forma
polindmica cubica:

Naj (&) =0, +0&+ 0‘2&2 + O‘aés (56)

Como en el caso anterior debemos exigir que sea nula en los nodos, y ademas podremos
imponer dos condiciones adicionales. Por ejemplo, considerando que sea nula en el
centro del elemento (§ = 0) y tenga pendiente unitaria en dicho punto, se obtiene:
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NJ (&) =&(1-¢°) (57)

Las funciones de forma jerarquicas no son Unicas, ya que se deben considerar
condiciones adicionales para su definicién. Un conjunto de funciones de forma
jerarquicas que se ha empleado usualmente es el definido por:

| —1;(&p-—1) p par
NJ@© =1 " p=2 (58)
E;@p—&) p impar

En elasticidad, los coeficientes de la matriz de rigidez provienen de integrales de la
forma:

dN, dN; dN, dN;
Ja ix dx j i e dg

siendo cj; una constante si el problema es lineal y se ha considerado que el determinante
de la transformacién de coordenadas es igual a 2/h, siendo h el tamafio del elemento en
coordenadas reales. Si las funciones de forma jerarquicas se definen de forma que las
integrales definidas por la ecuacion (59) sean nulas para i=]j, las ecuaciones
correspondientes estaran desacopladas (la matriz de rigidez sera diagonal). En este caso,
si afadimos gdl mediante funciones de forma jerarquicas (con objeto de disminuir el
error de discretizacion), el reandlisis del problema serd més simple.

(59)

Los polinomios de Legendre, Pp(&), tienen esta propiedad de ortogonalidad
(en-1<&<1) vy las funciones de forma jerarquicas se pueden definir en términos de
integrales de dichos polinomios:

SRS G ()

p! 2° deP
1 g2z -] (61)
.[Ppl dF’ (p 1)|2P—1 d&p_z
con lo que se obtiene:
NP2 ) N =2 g (62)

Este desacoplamiento de los gdl sélo es posible en problemas unidimensionales. En
otros casos, las matrices no serdn diagonales (con lo que no se desacoplan
completamente los gdl) pero estaran mejor condicionadas para su resolucion numérica.

Para problemas bidimensionales, la definicion de las funciones de forma jerarquicas de
elementos cuadrilateros sigue un planteamiento analogo al realizado con los elementos
estandares lagrangianos. Es decir, las funciones de forma jerarquicas en cuadrilateros se
forman multiplicando funciones de forma de los elementos jerarquicos
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unidimensionales. Este procedimiento puede, evidentemente ser extrapolado al caso de
elementos hexaédricos en el caso 3D. Por ejemplo, para el caso del elemento
cuadrilatero mostrado en la Figura 27, tendriamos las siguientes funciones de forma:

N, (&m)= NI(E..)NQ(n)=Z(1—é)(1+ n)
N, (&)= N N2 (n) == (1— E)n? 1) (63)
Ny ()= N2(EIN/ (n)=, (2 -2 1)

Este método de construccion de funciones de forma permite tener mayores grados de
interpolacion en los laterales de elemento donde se desee. Esta ventaja es aprovechada
en los procesos de refinamiento p-adaptativos en los que el modelo de elementos finitos
es mejorado aumentando el grado polindmico en aquellos elementos donde sea
necesario. Puesto que en estos refinamientos se obtienen elementos contiguos con
diferentes grados de interpolacion, la continuidad C° entre elementos se garantiza
modificando el grado de la interpolacion en el lado de conexidn entre los elementos.
Formulacion estandar Formulacion jerarquica

1 1

-

Figura 27.- Funciones de forma convencionales y jerarquicas para un elemento cuadrilatero.
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Para el caso de elementos triangulares (o tetraédricos en el caso 3D) los conceptos de
multiplicacién de funciones de forma para obtener las funciones de forma de los
elementos jerarquicos pueden ser utilizados expresando las funciones de forma en
términos de coordenadas de &rea.
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1.- INTRODUCCION

El Método de los Elementos Finitos (MEF) se ha convertido en una de las técnicas mas
potentes y mas ampliamente utilizadas para encontrar soluciones aproximadas de las
ecuaciones diferenciales que rigen numerosos tipos de problemas ingenieriles y muy
particularmente en el campo de la Ingenieria Mecanica.

A la hora de utilizar el MEF se ha de tener muy presente que la solucion que
proporciona el método es aproximada, por lo que difiere de la solucion exacta. El
usuario de los programas de elementos finitos debe ser consciente de este hecho. En
este sentido, en este tema se persiguen los siguientes objetivos fundamentales.

a) Presentar donde se dan las diferencias entre la solucion exacta y la que
proporciona el MEF analizando las caracteristicas de la solucion.

b) Mostrar el origen de los errores que producen la diferencia entre ambas
soluciones, prestando especial atencion al error de discretizacion
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2.- CARACTERISTICAS DE LA SOLUCION

En la solucion exacta, de acuerdo con la teoria de la elasticidad, cualquier elemento
diferencial del continuo estd en equilibrio. Una solucion aproximada de elementos
finitos no se ajusta, en general, a este requisito. En esta seccién se describiran las
caracteristicas del campo de desplazamientos obtenido asi como qué condiciones de
equilibrio se satisfacen en los nodos, a lo largo de los contornos entre elementos, y en el
interior de cada elemento.

Para ilustrar graficamente las explicaciones de esta seccion se utilizard la solucion
obtenida mediante el MEF del problema mostrado en la siguiente figura, que
corresponde al de una placa con agujero central en tension plana sometida a traccion
constante en sus extremos. Como se observa, las simetria del problema ha permitido

utilizar un modelo 2D correspondiente a 1/4 del componente a analizar.
c

ARERRERER TETtd

| R

IRRRRRRN

(e}
Figura 1.- Problema de ilustrativo y su correspondiente modelo a analizar mediante el MEF.

2.1.- Continuidad de desplazamientos

Los desplazamientos pueden o no ser continuos a lo largo de los contornos entre
elementos. Esta continuidad depende de la interpolacién de desplazamientos utilizada y
se satisface para la mayor parte de los elementos finitos, y en concreto para los
elementos de continuidad C’. La Figura 2 muestra el campo de desplazamientos
horizontales u, que se obtiene en el problema de la figura anterior mediante el MEF
cuando se utilizan elementos triangulares lineales de continuidad C°, pudiéndose
observar que se trata de un campo continuo.
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Figura 2.- Campo de desplazamientos u, obtenido mediante el MEF.

En algunas ocasiones resulta complicado encontrar funciones de interpolacién que
garanticen de forma automadtica la continuidad de los desplazamientos en las fronteras
de los elementos. Los elementos que no presentan continuidad de desplazamientos en la
frontera son los llamados elementos no conformes. En ellos, a medida que el tamafo del
elemento tiende a cero, dicha continuidad tiende a satisfacerse.

Este tipo de elementos se utiliza para mejorar el comportamiento de los elementos
estandar. Asi, por ejemplo, el elemento cuadrilatero lineal tiene un comportamiento
poco preciso cuando se utiliza para modelizar problemas de flexiéon. Una posible
solucidn, que mejora notablemente la precision de los resultados, consiste en utilizar
elementos no conformes, que incluyen modos de interpolacion cuadraticos.

2 3 T 5N TV
(o, Q=== 0
i 3
1 i
i '
{ ]
3 i
o G S/
e 6 /
4 T v

Figura 3.- Discontinuidad de desplazamientos en la frontera
entre elementos con elementos no conformes

2.2.- Equilibrio en nodos

Se satisface el equilibrio de las fuerzas nodales y momentos. La ecuacion estructural
F — KU = 0 representa el equilibrio nodal. De esta forma, el vector solucion U es tal que
las fuerzas y momentos nodales tienen resultante nula en todos los nodos.
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2.3.- Equilibrio en contornos entre elementos

El equilibrio no se satisface usualmente a lo largo de los contornos entre elementos. La
figura siguiente presenta un ejemplo simple. Imaginese que los elementos son tridngulos
de tres nodos. Como la interpolacion en desplazamientos es lineal, las tensiones
(primeras derivadas de desplazamientos) son constantes dentro de cada elemento. El
nodo 4 es el tinico que se desplaza. De esta forma mientras que la tension en direccion x
es nula en el elemento 1, la correspondiente tension en el elementos 2, 6.2, es no nula y
el elemento diferencial compartido marcado en la figura no estd en equilibrio. Otros
tipos de elementos finitos se comportan de forma similar.

Figura 4.- Elemento diferencial en la frontera inter-elementos.

En la figura siguiente se muestra la distribucion de tension en direccion y que se obtiene
mediante el MEF (o) con discretizaciones de elementos triangulares lineales y
cuadraticos en el problema presentado en la Figura 1, observandose claramente las
discontinuidades en las fronteras entre elementos.

a) Malla de elementos lineales b) Malla de elementos cuadraticos

Figura 5.- Distribucion discontinua de G,

Cuando se examinan los resultados en tensiones, no se puede esperar que las tensiones
en elementos adyacentes sean iguales segun el lado comin, que las tensiones en los
nodos sean iguales para los elementos que comparten el nodo, o, como se vera mas
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adelante, que las condiciones de contorno en tensiones se satisfagan exactamente. Para
una malla definida correctamente estas discrepancias seran pequefias y se haran
menores a medida que se refina.

El salto de tensiones de la solucién de EF que aparece entre elementos contiguos puede
ser en ocasiones utilizado como un indicador del error de la solucion, de manera que los
mayores saltos de tension indicaran las zonas donde se requiere un mayor grado de
refinamiento de la malla.

2.4.- Condicién de contorno en desplazamientos

En la formulacion en desplazamientos del problema elastico se impone en los nodos el
valor de los desplazamientos prescritos, por lo que los grados de libertad
correspondientes dejan de ser incognitas (en todo caso seran incognitas las reacciones
que aparecen en dichos nodos). Asi pues, este tipo de condicion de contorno se cumplira
de manera exacta en los nodos en los que se imponga.

2.5.- Tracciones impuestas en el contorno

Mientras que la solucion del andlisis de EF siempre cumple las condiciones de
desplazamiento impuestas en nodos, en términos generales, las condiciones de contorno
en tensiones no seran satisfechas de manera exacta.

En la figura siguiente se muestra la distribucion de tensiones o,.r que se obtiene en el
ejemplo de la Figura 1. Pese a que aparentemente esta tension es constante en los
elementos situados en el contorno donde se aplica la traccion, cuando se representan los
valores numéricos de la tension obtenida en el mismo, estos no son constantes en todo
en contorno y, de hecho, no coinciden con el correspondiente valor de tension aplicada,
tal y como se observa en la figura.

| |

10500 1
-
b

10000
—_— Gy ef
—_—C y exact” © aplicada

9500 ; ; ; ; |
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

Figura 6.- Distribucion de o,y detalle de evolucion de tensiones en el contorno superior.
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Otro ejemplo de la falta de cumplimiento de las restricciones de tension impuesta en el
contorno lo constituye el ejemplo mostrado en la siguiente figura. En ella se muestra la
evolucion de las tensiones en direcciéon x que se obtienen a partir del andlisis de EF.
Puesto que en el contorno derecho de la figura la presion aplicada en direccion normal
al mismo (direccion x) es nula, el valor de tensién o, que se deberia obtener en dicho
contorno deberia ser nulo para garantizar el cumplimiento de la ecuacioén de equilibrio
en el contorno. Sin embargo en la figura se muestra que la solucion del analisis de EF
no cumple esta condicidon de contorno.

-134386
-11552
-9681
-7804
-5827
-4049
-2172
—294.424
1583
34a0

B000NECEN

4

Figura 7.- Distribucion de c,.r. No se cumple la condicion o, = 0 en el lateral derecho.

2.6.- Equilibrio en el interior de los elementos

Ya se ha comentado que la solucion de EF no proporciona, en general, equilibrio en el
contorno entre elementos ni en los contornos exteriores del dominio. De la misma
forma, en general, tampoco se podrd garantizar el cumplimiento de la ecuacion de
equilibrio en el interior de los elementos, por lo que no habrd equilibrio entre la
distribucion de tensiones evaluada mediante el MEF y las fuerzas por unidad de
volumen impuestas en el interior del dominio. Esto puede probarse facilmente
utilizando la ecuacién de equilibrio.

Recuérdese, como ejemplo, que la ecuacion de equilibrio en 2D viene dada por la
siguiente expresion:
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ole) a’tx
L+ —2+b, =0
ox oy
(1)
ot,, 0o,
—+ +b,=0
ox oy

En el elemento triangular lineal las tensiones se representan mediante un valor constante
en todo el elemento con lo que sus correspondiente derivadas con respecto a la
direcciones x e y seran nulas. Asi pues, en ausencia de fuerzas volumétricas (b = 0), la
ecuacion anterior se satisfara exactamente en el interior de este elemento. En cambio, la
ecuacion no se podra verificar en este elemento si las fuerzas volumétricas no son nulas.

En el caso general no serd posible garantizar el cumplimiento de la ecuacion de
equilibrio interno en el interior de los elementos.
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3.- CLASIFICACION DE ERRORES EN EL MEF

El método de los elementos finitos es un método numérico aproximado de analisis, con
lo que los resultados obtenidos no seran exactos.

El error entre la solucion exacta del problema y la obtenida mediante el MEF esta
influenciado por un conjunto de errores, que se pueden clasificar como:

= Errores de modelado, que aparecen debido a la diferencia que existe entre el
sistema fisico y su modelo matematico. En general se realizan hipotesis
simplificativas para abordar el problema que introducen diferencias entre
ambos sistemas en lo que respecta a los valores de las propiedades fisicas, a la
definicion de las cargas y a la geometria (normalmente las fronteras curvas no
pueden ser representadas exactamente). Se deben incluir en este apartado los
errores introducidos por el propio analista a la hora de generar el modelo, sobre
todo en lo que respecta a definicion de las condiciones de contorno. Con
relativa frecuencia se generan modelos donde, por ejemplo, los apoyos del
componente estan mal definidos o la representacion de las cargas aplicadas no
es realista.

* Errores de redondeo, causados por la utilizacion de un nimero finito de
digitos en la representacion de nimeros reales.

= Errores de manipulacion, que son los errores de redondeo introducidos por
un algoritmo. Por ejemplo, en la resoluciéon del sistema de ecuaciones se
realizan operaciones tales como Ky - (K71/Ki1)Ki2, con K la matriz de
coeficientes. Las divisiones y multiplicaciones tienen asociado sus errores de
redondeo y la resta puede reducir significativamente su precision si Ky, y
(K21/K11)K, son similares.

= Errores de integracion, provocados por el método numérico aproximado para
realizar las integraciones requeridas por el MEF

= Errores de discretizacion, causado por la representacion de los infinitos g.d.l.
de un continuo mediante un nimero finito (discreto) de g.d.l.

En los programas comerciales de elementos finitos la utilizacion de la doble precision y
de algoritmos de célculo apropiados hace que la importancia de los errores de redondeo
y manipulacion sobre el resultado final suela ser despreciable.

Como se vio en el tema anterior, una adecuada integracion numérica hard que se
mantenga la velocidad de convergencia del error con el refinamiento de la malla.

Normalmente, a medida que se refina la malla el efecto de los errores de modelado
(salvo, claro esta, los debidos a una incorrecta definicién del modelo) se reduce tanto
que la fuente mas importante de error en los resultados del analisis de elementos finitos
corresponde al error de discretizacion. En este sentido, este tema estard centrado
fundamentalmente en el estudio del error de discretizacion de la solucion. Pese a ello, se
ha de indicar que una mala discretizaciéon puede originar problemas numéricos
asociados a otros tipos de errores. Por ejemplo, si se conectan dos elementos con
rigideces muy diferentes, en el ensamblado se perdera precision al sumarse los
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correspondientes términos de la matriz de rigidez (esto puede ocurrir al conectar
elementos de tamafios muy dispares).

Los errores de discretizacion se pueden clasificar a su vez en 2 categorias diferentes:
errores de discretizacion con efecto local y errores de polucion.

Los aqui llamados errores de discretizacion con efecto local son los errores de
discretizaciébn que aparecen en un elemento debido al tamafo finito de ese mismo
elemento.

Por otro lado los errores de polucion son los errores que aparecen en los elementos
debidos a una deficiente discretizacion de otras partes de la malla. Por ejemplo, si en el
componente analizado existe una singularidad (p.e. una grieta) y en sus inmediaciones
no se refina la malla adecuadamente, los errores generados en los alrededores de la
singularidad contaminaran los resultados obtenidos en el resto de elementos. Se ha
comprobado sin embargo que este tipo de errores desaparece si se sigue un
procedimiento adaptativo para analizar el problema.
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1.- INTRODUCCION

Como ya se comento, el Método de los Elementos Finitos (MEF) se ha convertido en
una de las técnicas mas potentes y mas ampliamente utilizadas para encontrar
soluciones aproximadas de las ecuaciones diferenciales que rigen numerosos tipos de
problemas ingenieriles y muy particularmente en el campo de la Ingenieria Mecanica.

Una vez que se es consciente de que la soluciébn que proporciona el método es
aproximada resulta necesario exponer técnicas que permitan evaluar y disminuir el error
de los resultados de este tipo de analisis En este sentido, en este tema se persiguen los
siguientes objetivos fundamentales.

a) Plantear técnicas que permitan cuantificar el error de discretizacion

b) Exponer las técnicas que permiten la definicion de modelos de elementos
finitos que proporcionen una solucidn con la precision requerida por el usuario
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2.- VELOCIDAD DE CONVERGENCIA DEL ERROR DE
DISCRETIZACION

Para una discretizacion dada, se puede considerar que la solucion real del problema,
dentro de un elemento, se puede desarrollar en serie de Taylor. Asi, por ejemplo, la
solucion exacta en un punto de coordenadas (x,y) de un elemento bidimensional se
podra escribir como

u:ui+[‘2_“jl(x_x[ )+(a_“J . W

X ). oy ),
Si dentro de un elemento de tamafio 4, se utiliza una expansion polindmica local de
grado p, como (x — x;) e (¥ — y;) son del orden de magnitud de 4, el error sera del orden'
O(W*™"). De esta forma, en el caso de elasticidad, si se utilizan elementos lineales el
error en desplazamientos sera del orden O(h?), reduciendo por lo tanto el error a una
cuarta parte si el tamafio del elemento se reduce a la mitad.

Mediante argumentos similares, las derivadas m-¢ésimas de las funciones en las que se
formula el problema, tendran convergencia con un error de orden O(#*'™). Por
ejemplo, en elasticidad, las tensiones (y también las deformaciones), son derivadas
primeras de los desplazamientos, por lo que m = 1. Asi pues, si utilizamos elementos
lineales el error en estas magnitudes serd del orden O(h). La energia de deformacion
(que se evaltia como funcion de tensiones al cuadrado) exhibird un error de orden
oK™=y = O(H***'~D) = O(h*). La tabla siguiente resume los ordenes de error de las
principales magnitudes en el problema elastico.

Tabla 1.- Orden del error de diferentes magnitudes en el problema elastico

Magnitud Orden del error p=1 p=2
Desplazamientos U, o’ +1) O(hz) 0(h3)
Deformaciones y Tensiones g, o, o’y oh)y o)
Energia de deformacion  T1,, O(th ) O(hz) 0(h4)
Norma energética || u,|| o) O(h) O(hz)

Estos razonamientos, que no constituyen un andlisis riguroso del error de discretizacion,
son validos siempre y cuando no existan singularidades en el problema considerado. Por
singularidades se entiende en el caso de la elasticidad, puntos en los que el resultado en
tensiones tiende a infinito, invalidando los argumentos basados en desarrollo en series
de Taylor de la solucién. Un ejemplo tipico de esta situacion es el caso de grietas, en
cuyos extremos, teoricamente, las tensiones que aparecen son infinitas (planteamiento
elastico lineal).

., pHl . . . , .y
" Que la solucion tenga un error de orden O(k” ) indica que el error, e, evoluciona seglin una expresion
. ptl , .
deltipoe =C- /i , donde C es un parametro constante desconocido para cada problema.
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2.1.- Superconvergencia

Las velocidades de convergencia teodricas analizadas anteriormente estdn basadas
unicamente en la teoria de aproximacion mediante polinomios. Se puede comprobar que
los resultados expuestos son los que se obtendrian en la mayoria de puntos en un
elemento. Sin embargo existen ciertos puntos dentro de los elementos donde la
velocidad de convergencia del error supera estos resultados. Estos puntos son los
llamados puntos de superconvergencia.

La existencia de este tipo de puntos especiales no debe sorprender. Recuérdese que, tal
y como ha sido planteado en temas anteriores, en la solucion mediante el MEF
intervienen dos componentes: una aproximacion polindmica a la solucién exacta y un
criterio de optimizacion (minimizacidon de la energia potencial total para el caso del
problema elastico estatico). Las velocidades de convergencia tedricas analizadas tienen
solamente en cuenta al primero de estos dos componentes, ignorando la aportacion del
criterio de optimizacion. Por lo tanto, se podria esperar que la solucion de EF
convergiese como minimo a estas velocidades en cualquier punto. Parece razonable
esperar que el criterio de optimizacion pueda incluso mejorar estos resultados, como de
hecho ocurre.

Se puede demostrar que:

a) los puntos de superconvergencia de los desplazamientos son los propios nodos
del elemento, para cualquier grado polinémico de la interpolacion.

b) los puntos de superconvergencia de las tensiones (y por tanto de las
deformaciones) corresponden o estdn proximos a los puntos de cuadratura de
Gauss asociados al grado polindmico utilizado en la interpolacion de
desplazamientos.

En estos puntos la velocidad de convergencia de estas funciones es un orden superior a
la que se habia predicho inicialmente.

El ejemplo de la figura siguiente muestra los valores de tension que se obtienen en un
modelo formado por un tnico elemento unidimensional para distintas aproximaciones
polindmicas y la localizacion de los puntos de superconvergencia (puntos de la regla de
cuadratura de Gauss).
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Mo Aproximacion en
RN desplazamientos
N

==m== [ ineal

Tension

=== (Cuyadratica

= (Cbica

Puntos de Gauss para
cada aproximacioén

® Lineal
B Cuadratica

4 + .
= 0

Figura 1.- Puntos de superconvergencia de tensiones
para distintas aproximaciones polinémicas en un elemento unidimensional

El la figura anterior se observa con claridad la razéon por la que en los puntos de
superconvergencia de tensiones la velocidad de convergencia corresponde a la que se
obtendria con una aproximacion polindmica en desplazamientos de un superior. En este
caso, en el que no hay influencias de otros elementos por ser el Unico elemento del
modelo, se puede observar que el valor de tension que se obtiene en los puntos de Gauss
corresponde exactamente al valor de tension que se obtendria si se utilizase una
aproximacion polinomica en desplazamientos de un grado superior.
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3.- CUANTIFICACION DEL ERROR DE DISCRETIZACION

Para cuantificar el error de discretizacion se ha de usar una magnitud que resulte util en
lo que respecta a la definicion de procedimientos que permitan la reduccion de dicho
error. La medida del error de discretizacion definida como la diferencia entre el campo
de desplazamientos exacto y el campo de desplazamiento calculado mediante el MEF
no es practica, ya que vendria dada, por ejemplo, como un vector de errores evaluado en
cada uno de los grados de libertad de la malla, siendo dificil su interpretacion, y siendo
ademads de poca utilidad practica. En general se busca cuantificar dicho error mediante
una norma, que permita definirlo en base a un escalar. Una magnitud habitualmente
utilizada es la norma energética. La norma energética de las soluciones exacta y de
elementos finitos se definen como:

fu. e [Jo. 5.7 = [[o. eV = o1

‘ :\/Jcefrsede: JIGE/.TD*IGEf.dV: 210,

Donde los subindices ex y ef indican soluciones exacta y de elementos finitos
respectivamente. Obsérvese que la norma energética de la solucion fisicamente se
corresponde con la raiz cuadrada del doble de la energia de deformacion, I1. Para
cuantificar el error de discretizacion se considera habitualmente la norma energética del
error, definida como:

= =/[6.~6.) D" (6.~ )av 3)

que es la raiz cuadrada del doble de la energia de deformacion del error. Se puede
demostrar que esta magnitud estd relacionada con la norma energética de la solucion
exacta y la de elementos finitos mediante la expresion:

Si se conoce la solucion exacta del problema el uso de la ecuacidén (4) permite la
evaluacion del error de discretizacion tanto a nivel global, considerando como dominio
de integracion el volumen total del componente analizado, como a nivel de elemento,
considerando como dominio de integracion el de cada uno de los elementos. La relacion

u ex

)

u,

(S

ex

uex - uef

2

~
~

(S

ex

2
—‘u

4

u

ex

ef

entre el valor global, |le5*""|, y el valor en cada uno de los Ne elementos, |e’ |, vendra
dada por:
Ne
2 2
global ||~ __ e
€. - z € (5)

e=

A partir de la definicion del error de discretizacion absoluto, se puede definir el error
relativo en términos porcentuales como:
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mx=|zi'100 (6)

ex
Considerando que no existen singularidades, y considerando el problema eléstico, tal y
como se vio en el apartado anterior, el error de discretizacién en norma energética sera
una funcién del tamafio de elemento, /4, elevado al grado polindmico completo de la
interpolacion de desplazamientos, p. Por lo tanto, en el rango asintdtico de la solucion,
es decir, para modelos suficientemente refinados, se podra escribir:

eex ~ Cth (7)

donde Cj es una parametro constante positivo que depende del problema estudiado (y
no del tamafio de los elementos). Esta ecuacion, que relaciona el error con el tamafio de
elementos y orden del polinomio completo incluido en las funciones de forma, sera de
gran utilidad para relacionar, en cuanto a error, discretizaciones diferentes de un mismo
problema.

En el caso en el que el problema presente una singularidad, se puede demostrar que la
expresion anterior se transforma en la siguiente:

e, |=C,h° ¢ =min(p,}) (8)
Donde A es un parametro que caracteriza la intensidad de la singularidad. En la figura
siguiente se muestran los valores de este parametro para el Modo I en diferentes
geometrias con singularidad:

Libre Libre

7=0.5 A,=0.544 1,=0.6157

Figura 2.- Valores de A para el modo I en diferentes geometrias singulares.

Puesto que, en el caso general, no todos los elementos de la malla seran del mismo
tamafo, resulta interesante disponer de una expresion que relacione el error en norma
energética, ||e.,|| con el nimero de grados de libertad, N, de la discretizacion. Se puede
considerar que en problemas 1-D el valor de N aumenta linealmente conforme
disminuye el tamafo de los elementos, de manera cuadratica en el caso 2-D y de manera
cubica en el caso 3-D. Por lo tanto, para refinamientos uniformes, el error de
discretizacion exacto en norma energética, ||e.|| se podra expresar como:



Tema 6.- Error de discretizacion y técnicas adaptativas. 7

1

~ CNjC ¢ =min(p,)) )

eex

donde d representa el nimero de dimensiones del problema y C, al igual que C, es un
parametro constante positivo que depende del problema estudiado (y no del tamafo de
los elementos).

En el caso de refinamientos adaptativos, el propio proceso adaptativo neutraliza el
efecto de la singularidad, y la expresion anterior se podra rescribir como:

1

~CNd" (10)

eex

Estas relaciones podran establecerse siempre y cuando la constante C no varie de una
discretizacion a la otra. Esta condicion se cumple basicamente cuando se realizan

refinamientos uniformes, en los que los elementos de la malla refinada mantienen
una proporcion constante con los de la otra malla, o

refinamientos adaptativos, en los que la malla se refina en funcion del error evaluado
en cada elemento, mediante la definicion de mallados uniformes dentro de cada
uno de los elementos de la malla (refinamiento localmente uniforme).
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4.- ESTIMACION DEL ERROR DE DISCRETIZACION

Evidentemente el calculo de las expresiones anteriores es normalmente imposible ya
que seria necesario conocer la solucion exacta del problema. Sin embargo estas
expresiones son la base del llamado estimador de error de Zienkiewicz y Zhu, que es
uno de los mas utilizados en la practica para estimar el valor del error de discretizacion.
El método propuesto por estos autores consiste en, partiendo de la solucion de E.F., o,
determinar una solucién ¢ * que sea una mejor aproximacion a la solucion exacta que la
de E.F., y calcular la diferencia entre ellas como estimacion del error exacto. Por tanto,
a partir de la ecuacion (4), la expresion propuesta por estos autores para obtener la
estimacion del error en norma energética es la siguiente:

= [|l6+-6,,) D' (6+~0, )dV (11)
[fo—o, 0 o—s,]

Una vez evaluada la estimacion del error absoluto en norma energética mediante la
expresion anterior, se podra también obtener una estimacion del error relativo en norma
energética en términos porcentuales utilizando la siguiente expresion:

ees

‘ ees
= -100 (12)

nes 2 2
\/‘u + e,

En la ecuacion (12) el campo o * es el llamado campo de tensiones reconstruido (del
término ingles recovered) aunque suele ser llamado con mads frecuencia campo de
tensiones alisadas. En el siguiente apartado se estudiaran las técnicas mas comunes de
obtencién de este campo.

ef

La calidad del procedimiento de estimacion del error de discretizacion se puede
cuantificar mediante la llamada efectividad (0) del estimador de error, definida segun la
expresion:

(¢

es

.

Evidentemente para la validar un estimador de error mediante este parametro es
necesario disponer de problemas con solucion exacta con los que comprobar que el
estimador proporciona los resultados adecuados. Un estimador de error es fiable si
proporciona valores de efectividad cercanos a la unidad (su valor ideal). En general se
suele considerar que el estimador es fiable si se obtienen valores de efectividad entre
0.8 y 1.2. Un estimador de error es llamado asintoticamente exacto si proporciona
valores de efectividad que tienden a la unidad conforme se refina la malla.

(13)

(9

ex
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5.- RECONSTRUCCION DEL CAMPO DE TENSIONES

En la definicion del campo o * dentro de cada uno de los elementos de la malla se suele
utilizar la siguiente expresion:

6+=No* (14)

Donde N son las funciones de forma utilizadas en la interpolacion de desplazamientos y

o* son los valores del campo o * evaluados en los nodos del elemento. Asi pues, la
precision del estimador de error de discretizacion en norma energética sera funcion de

la precision con la que se calculen los valores nodales o *.

5.1.- Promediado directo en nodos

Los cédigos de elementos finitos disponen de subrutinas de alisado de la solucion a
través de las cuales se obtiene un campo de tensiones continuo o alisado (en vez del
discontinuo obtenido del analisis de elementos finitos. Estos procedimientos de alisado
permiten obtener representaciones del campo de tensiones mas realistas que las de los
resultados directamente obtenidos del analisis de Elementos Finitos.

La técnica mas cominmente utilizada para obtener los campos continuos de tensiones
es la de promediado directo en nodos. La técnica consiste en asignar a cada nodo de la
malla el valor promedio de las tensiones evaluadas en dicho nodo como correspondiente
a cada uno de los elementos a los que esta conectado. Se utiliza para ello la siguiente
expresion:

M/
. quf(j)
o, == (15)

J
En la expresion anterior

gj. es la tension alisada en el nodo j

M; es el nimero de elementos que contienen al nodo j
o, ;, ©s la tension evaluada mediante EF en el nodo j como perteneciente al

elemento e

A modo de ejemplo, en la siguiente figura se muestra el campo de tensiones obtenido al
aplicar la técnica de promediado directo en nodos al campo de tensiones representado
en la jError! No se encuentra el origen de la referencia..a). Se muestra también en la
figura un detalle de la evolucion de las tensiones en el contorno inferior del componente
donde se comparan las tensiones obtenidas mediante el MEF y las correspondientes
tensiones alisadas.
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(a) Campo de tensiones cy* (b) Comparacion de tensiones en el contorno inferior

Figura 3.- Evolucion de cy*. Malla de elementos triangulares lineales.

La precision de los resultados que se obtienen con esta técnica sera superior en el
interior del dominio ya que es ahi donde existe un mayor numero de elementos
rodeando a cada uno de los nodos, con lo que existe mas informacion por nodo para
evaluar la tension alisada que en el contorno. Como casos extremos obsérvese en la
Figura 3(b) que, en los nodos situados en los extremos del contorno inferior, la tensién
alisada toma el mismo valor que la obtenida mediante el MEF. Esto es debido a que
estos nodos estan asociados a un Unico elemento (véase Figura 3(a)) por lo que en ellos
el alisado mediante promediado directo en nodos no proporciona ningtn tipo de mejora.

La utilizacién de este método con elementos lineales proporciona un estimador
asintdticamente exacto (el valor de efectividad, 6, tiende a la unidad con el refinamiento
de la malla), no ocurriendo lo mismo cuando se utiliza con elementos de mayor grado.

5.2.- La Técnica SPR

En 1992 Zienkiewicz y Zhu demostraron que para que su estimador, ecuacién (12), sea
asintOticamente exacto es necesario que el campo G * sea superconvergente. Basandose
en este hecho desarrollaron una técnica que permite la evaluaciéon de un campo o *

superconvergente ya que su obtencion esta basada en resultados superconvergentes de
las tensiones evaluadas mediante el MEF.

La técnica propuesta por estos autores es la denominada Técnica SPR (Superconvergent
Patch Recovery). Estos autores consideran que, en cada nodo, cada una de las
componentes de tension G+ se obtienen a partir de un polinomio G+, de grado completo
p igual al de las funciones de forma N utilizadas en la interpolacion de los
desplazamientos, definido en un patch formado por los elementos que rodean al nodo
considerado.

La figura siguiente muestra un ejemplo de patch formado por elementos lineales y otro
formado por elementos cuadraticos:
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Elementos triangulares Elementos triangulares
lineales cuadraticos

Figura 4.- Patchs de elementos triangulares lineales y cuadraticos.
® nodo de ensamblaje del patch. O nodos que definen el patch

Para cada una de las componentes de tension el polinomio, o+, tiene la siguiente
expresion

Cxp=a1taxx tazy+asx*+asxytasy’ +..=pa (16)

donde p contiene los términos del polinomio completo de grado p. Por ejemplo, para el
caso bi-dimensional cuadratico se tendra que:

p={Lxyx, x.)"} (17)

y donde a es el vector de parametros desconocidos, que para este caso sera:

a={ay,a,as,as,as,ag} (18)

Para calcular los valores desconocidos a se plantea un ajuste por minimos cuadrados del
polinomio o=, a los valores de tension superconvergente que se obtienen en los
elementos del patch. Una vez obtenidos los valores del vector a, el polinomio ¢+, queda
perfectamente definido. Particularizando este polinomio en el nodo vértice de
ensamblado del patch se obtienen los valores nodales de tension alisada o+ De la misma
forma se procede con los nodos de mitad de lado situados alrededor del nodo vértice de
ensamblado del patch en el caso de elementos cuadraticos. Puesto que en los nodos de
mitad de lado la tension se evaliia dos veces (una con cada uno de los nodos vértice del
lado) se promedian los dos valores de tension.

En las imagenes de la figura siguiente se muestra graficamente el proceso de alisado
mediante la técnica SPR particularizado para el caso de elementos triangulares lineales.
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AL
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d) e) f)
Figura 5.- Procedimiento de alisado mediante la Técnica SPR en mallas de elementos triangulares
lineales. a) Solucion discontinua de elementos finitos. b) Identificacion de puntos de superconvergencia.
¢) Seleccion de valores de tension en puntos de superconvergencia. d) Ajuste de una superficie
polinémica a los valores de tension en puntos de Gauss por minimos cuadrados y particularizacion en
nodo de ensamblado. ) Obtencion de tensiones mediante técnica SPR para el resto de nodos.

f) Generacion del campo de tensiones continuo a partir de los valores nodales.

Por tratarse de un procedimiento de célculo local en el que tnicamente intervienen los
elementos situados alrededor de cada nodo vértice su coste computacional es muy
reducido. Por ejemplo, para el caso de elementos triangulares cuadraticos tan solo exige
la inversion de una matriz 6x6 para evaluar las 6 incognitas asociadas a cada una de las
componentes del vector de tensiones para cada patch.

El procedimiento proporciona valores de tension superconvergentes en los nodos del
interior del dominio. Sin embargo, en los nodos del contorno no se obtienen tensiones
superconvergentes porque los patchs estdn formados por un reducido numero de
elementos, con lo que la estimacion del error de discretizacion resulta de peor calidad
en el contorno.
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6.- TECNICAS ADAPTATIVAS

Las técnicas adaptativas son procedimientos que permiten mejorar el modelo de
elementos finitos para disminuir el error de discretizacion, adaptandose a la solucion del
problema tras analizar las zonas donde el modelo proporciona mayor error. Este tipo de
técnicas requieren tres ingredientes basicos. Los dos primeros ingredientes de que se
debe disponer son:

= Estimador del error de discretizacion a nivel de elemento. Se puede
considerar que el estimador de error de Zienkiewicz y Zhu expuesto en la
Seccion 4.- es el mas utilizado en la practica.

= Criterio de distribucion del error que proporcione la forma en que se ha de
distribuir el error en los elementos para que en la nueva malla se consiga el
error deseado por el usuario. En la actualidad, es usual utilizar como criterio la
distribucion uniforme del error en los elementos de la nueva malla (se busca
que todos los elementos de la nueva malla tengan el mismo error absoluto en
norma energética). Se ha comprobado que este criterio minimiza el niimero de
grados de libertad necesario para conseguir el error especificado por el usuario.

Mediante estos dos ingredientes es posible determinar, elemento a elemento, la relacion
existente entre los elementos de la nueva malla y los de la malla actual que permita
obtener el error deseado por el usuario. La evaluacion de dicha relacion se basa en el
tercer ingrediente requerido por las técnicas de adaptacion de la malla: la ley de
convergencia del error que determina el nivel de reduccion del error que se produce
cuando se disminuye el tamafio del elemento o se aumenta el grado de las funciones de
interpolacion. En este sentido se utilizara la expresion que define la ley de convergencia
del error de discretizaciéon en norma energética vista anteriormente y que se vuelve a
mostrar aqui por conveniencia:

e, = C,h” (8)

En el proceso de generacion de una nueva malla en un analisis adaptativo se tendra en
cuenta la ecuacidon que, desarrollada a partir de la ecuacion anterior, relaciona los
valores de |le||, # y p de un elemento de la malla actual y de los que se generarian a
partir de ¢l en la nueva malla:

pnueva

nueva ~ nueva (1 9)

Pactual

e
ex

actual actual

En la expresion anterior el superindice e indica el nimero de elemento de la malla
actual mientras que e’ hace referencia a elementos de la nueva malla creados a partir del
elemento e de la malla actual.

Asi pues, en el proceso de generacion de la nueva malla, los términos de la ecuacion
anterior, que proporciona informacién sobre el tamafio que han de tener los nuevos
elementos, se evaliian de la siguiente forma:
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e
eex

awma S€ puede determinar su valor aproximado mediante el estimador de
error de discretizacion

e'
ex

weva 1a evaluacidn de este término se realiza mediante el criterio de
distribucion del error que definira el error deseado en los elementos e’
de la nueva malla creados a partir del elemento e de la malla actual.

hacnar €8 €l tamano (dato) del elemento e de la malla actual

Pacuar €S €l grado de la interpolacion (dato) en el elemento de la malla actual

Huueva €8 €l tamafio (incognita) de los elementos e’ de la malla nueva

generados a partir del elemento e,
Pmeva €S €l grado de la interpolacion (incognita) en los elementos e’ de la
nueva malla

En base a esta expresion se pueden definir diversas estrategias de adaptacion de la malla
para disminuir el error de discretizacion en norma energética:

= Procedimientos h-adaptativos

= Procedimientos p-adaptativos

= Procedimientos hAp-adaptativos

6.1.- Procedimientos h-adaptativos

Los procedimientos h-adaptatives son aquellos en los que se varia el tamafio de los
elementos manteniendo el grado de la interpolacion ( puueva = Pactual )

A modo de ejemplo se mostrard un mallado adaptativo realizado para analizar el
siguiente problema, correspondiente a un soporte que ha desarrollado sendas grietas en
cada uno de los tramos verticales. Teniendo en cuenta las simetrias del problema se ha
considerado unicamente el modelo mostrado en la parte derecha de la imagen.

T T

<
R 3

me e

Figura 6.- Soporte con grietas sometido a cargas y modelo utilizado en el analisis mediante el MEF

La secuencia de mallas obtenida mediante el procedimiento automatico /-adaptativo se
muestra en la siguiente figura.
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Figura 7.- Secuencia de mallas s-adaptativa

La siguiente grafica muestra la evolucion del error estimado relativo durante el proceso:

100 T T T \777777

Nes(%0)

10000
NGDL

Figura 8.- Evolucion del error relativo estimado con el refinamiento de la malla.

Se puede observar que el procedimiento ha comenzado con la definicion de una malla
con tamafo de elemento uniforme en la que se ha estimado un error de un 11.83%. En
el procedimiento adaptativo se ha especificado que el error se reduzca paulatinamente
hasta que sea inferior a un 1.5%. Obsérvese que en las mallas 2 y 3, pese a tener un
nimero de grados de libertad (y por tanto de elementos y nodos) inferior al de la malla
1, se obtienen errores inferiores. Esto es debido a que en el procedimiento de generacion
de la malla los elementos se ha distribuido adecuadamente sobre el componente,
situando los elementos de menor tamafio en las inmediaciones de la grieta y de los
concentradores de tension.

De entre todos los tipos de procedimientos adaptativos de andlisis este es el mas
extendido.
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6.2.- Procedimientos p-adaptativos

En los procedimientos p-adaptativos se varia el grado de los polinomios de
interpolacién manteniendo el tamafo de los elemento ( Zuueva = Pactual )

Conceptualmente este procedimiento difiere del anterior en el hecho de que en este caso
la mejora de la solucién se produce aumentando el grado de las funciones de
interpolacion en los elementos con mayor error. En este tipo de andlisis se utilizan las
funciones de forma jerarquicas analizadas anteriormente en el temario.

La estimacion de error con la formulacién p del MEF es mas complicada que en la
formulacion 4, por lo que son pocos los programas comerciales que incorporan
procedimientos p-adaptativos de andlisis.

6.3.- Procedimientos hp-adaptativos

En los procedimientos Ap-adaptatives se varia tanto el tamafio de los elementos como
el grado de las funciones de interpolacion. Tan solo el programa ProPHLEX
(anteriormente COMCO) incorpora un procedimiento automatico sp-adaptativo.

La ventaja de los procedimientos hp-adaptativos de andlisis se puede observar
claramente en la siguiente grafica. En ella se representa la forma en que disminuye el
error de la solucion de un problema con solucion singular conforme se aumenta el
numero de grados de libertad del modelo (y por lo tanto el coste computacional) con
diferentes técnicas de reduccion del error de discretizacion.

100 =
10 — —
) i i
< - J
-
9 1 = =
= £ 3
CE c 3
0.1 1 L 2 3 4 L L L1 11 5
10 10 10 10 10

gdl N
Figura 9.- Evolucion del error mediante diferentes estrategias adaptativas.
Se observa claramente que la técnica mas efectiva para alcanzar el error especificado es
el procedimiento sp-adaptativo.

El problema correspondiente a los datos de la grafica anterior es el de un dominio en
“L”. La figura siguiente muestra la 1* malla utilizada en los andlisis asi como la ultima
malla obtenida mediante un procedimiento /-adaptativo con elementos cuadraticos y la
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ultima malla obtenida mediante un procedimiento Ap-adaptativo desarrollado en el Area
de Ingenieria Mecéanica:

Malla inicial

Procedimiento /-adaptativo Procedimiento Ap-adaptativo

Grado
2

' T

NGDL =24183 NGDL = 3955

n=0.075% n= 0.092%

Figura 10.- Comparacion de malla obtenida mediante dos procesos adaptativos

6.4.- Procedimientos r-adaptativos

Ademas de los procedimientos expuestos en las secciones precedentes, se pueden
definir también otro tipo de técnicas de adaptacion del modelo de EF a la solucidn, que
son los llamados procedimientos r-adaptativos, en los que se mantiene el nimero de
grados de libertad del problema pero se modifican las posiciones de los nodos.

La limitada memoria disponible en los ordenadores utilizados hace afios para los
calculos de elementos finitos hizo que se desarrollasen métodos en los que se
optimizaba la localizacion de los nodos de la malla para minimizar el error de
discretizacion del analisis sin que se aumentase el nimero de grados de libertad del
modelo.

En realidad, este tipo de procedimiento adaptativo no es un procedimiento de
refinamiento real ya que en general no se puede garantizar que se vaya a poder obtener
una solucién con la precision especificada.
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La figura siguiente muestra un ejemplo de este tipo de procedimientos utilizado en un
analisis de frecuencias naturales y modos de vibracion de una placa cuadrada empotrada

en todo el perimetro.

!
I
\

[
I
l
|
¢
T

a) b) ©)

Figura 11.- Ejemplo de procedimiento r-adaptativo.
a) Malla original, b) Malla optimizada para el analisis del 1¥ modo de vibracion,
c¢) Malla optimizada para el analisis del 2° modo de vibracién

En la actualidad no se utilizan este ultimo tipo de procedimientos de analisis.
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