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Bucaramanga, 26 de junio de 2015 
Material didáctico, Modelado y Simulación 

Profesor: David A. Miranda, Ph.D 

 

MODELO FÍSICO DE LAS PROPIEDADES ELÉCTRICAS 

PASIVAS DE MEDIOS HETEROGÉNEOS 

1. Planteamiento del problema 

Estudiar la respuesta de un cierto medio a un estímulo 

de corriente o una diferencia de potencial.  La 

respuesta del medio puede ser una corriente o una 

diferencia de potencial. 

 

 

 

 

 

Se quieren estudiar las características eléctricas 

pasivas del sistema, por lo cual queremos estudiar 

cómo responde el sistema ante una excitación.  En este 

caso de estudio se parte del conocimiento de la 

permitividad eléctrica del medio, en todos los puntos 

del espacio, 𝜖(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜖0𝜖𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧) y la 

conductividad eléctrica del medio, 𝜎(𝑥, 𝑦, 𝑧).  Además, 

Medio 

(sistema 

LIT) 

𝑖(𝑡)/ 𝑣(𝑡) 𝑣(𝑡) / 𝑖(𝑡) 
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como se está resolviendo el problema directo, se 

conoce la excitación, por ejemplo la densidad de 

corriente y se quiere conocer la diferencia de potencial 

en todo punto del espacio. 

2. Modelado 

La electrodinámica se puede describir por la 

ecuaciones de Maxwell: 

Ley de Gauss: 

∇⃗⃗ ⋅ 𝐸⃗ =
𝜌

𝜖
 

{∮ 𝐸⃗ ⋅ 𝑑𝑠 =
𝑄

𝜖
} 

Ley de Faraday:  

∇⃗⃗ × 𝐸⃗ = −
𝜕𝐵⃗ 

𝜕𝑡
 

{∮ 𝐸⃗ ⋅ 𝑑𝑙 = −
𝜕

𝜕𝑡
∫ 𝐵⃗ ⋅ 𝑑𝑠 } 

Ley de Gauss para campo magnético: 

∇⃗⃗ ⋅ 𝐵⃗ = 0 

{∮ 𝐵⃗ ⋅ 𝑑𝑠 = 0} 

Ley de Ampère-Maxwell:  
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∇⃗⃗ × 𝐵⃗ = 𝜇𝐽 − 𝜇𝜖
𝜕𝐸⃗ 

𝜕𝑡
 

{∮ 𝐵⃗ ⋅ 𝑑𝑙 = 𝜇𝐼 − 𝜇𝜖
𝜕

𝜕𝑡
∫ 𝐸⃗ ⋅ 𝑑𝑠 } 

 

Circulación de un campo vectorial: ∮ 𝐴 ⋅ 𝑑𝑙  

 

 

 

 

 

Flujo de un campo vectorial en una superficie cerrada: 

∮ 𝐴 ⋅ 𝑑𝑠  

 

 

 

 

 

Además 
𝑑

𝑑𝑥
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = lim

Δ𝑥→0

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

Δ𝑥
= 𝑓(𝑥)  y lim

Ω→0

∮ 𝐴𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

∫ 𝑑xdydzΩ

=
𝜕𝐴𝑥

𝜕𝑥
 

𝑑𝑙 = (𝑑𝑙)𝑢̂𝑙 

𝐴  

𝑑𝑠 = (𝑑𝑠)𝑢̂𝑠  

lim
Ω→0

∮𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⋅ 𝑑𝑠⃗⃗⃗ 
∫ 𝑑Ω
Ω

= lim
Ω→0

∮ (𝐴𝑥𝑖
̂ +𝐴𝑦𝑗

̂ +𝐴𝑧𝑘
̂

) ⋅𝑑𝑠⃗⃗⃗ 

∫ 𝑑xdydz
Ω

 

 = lim
Ω→0

∮𝐴𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
∫ 𝑑xdydz
Ω

+
∮𝐴𝑦𝑑𝑥𝑑𝑧

∫ 𝑑xdydz
Ω

+
∮𝐴𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦

∫ 𝑑xdydz
Ω

 

Como ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= 𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎) 
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Entonces:  lim
Ω→0

∮ 𝐴 ⋅𝑑𝑠 

∫ 𝑑ΩΩ

=
𝜕𝐴𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑧
= ∇⃗⃗ ⋅ 𝐴  

 

 

 

Para campos eléctricos de frecuencia menor a 10 𝑀𝐻𝑧 

se puede utilizar la aproximación cuasi-estacionaria, 

con la cual el campo eléctrico está dado por: 

𝐸⃗ = −∇⃗⃗ 𝜑 

La ley de Gauss determina la relación entre el campo 

eléctrico y la distribución de cargas eléctricas en el 

espacio: 

∇⃗⃗ ⋅ 𝐸⃗ =
𝜌

𝜖
 

Nótese que en la ley de Gauss las características 

asociadas a la distribución de cargas y el medio donde 

están inmersas se representan por la densidad de 

carga, 𝜌 y la permitividad eléctrica, 𝜖 = 𝜖0𝜖𝑅, 

respectivamente.  Entonces, si se quiere estudiar un 

medio que tiene características de disipación de 

energía, se necesita un modelo que describa este tipo 

de situaciones.  Un buen modelo para describir las 
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propiedades conductoras de un medio consiste en usar 

la ley de Ohm en su forma vectorial: 

𝐽 = 𝜎𝐸⃗  

Además, como las cargas no se crean ni destruyen, al 

modelo se le deben incluir las condiciones de 

continuidad: 

∇⃗⃗ ⋅ 𝐽 = −
𝜕𝜌

𝜕𝑡
 

Al unir las anteriores ecuaciones, se obtiene: 

𝛁⃗⃗ ⋅ (𝝈𝛁⃗⃗ 𝝋) = −
𝝏

𝝏𝒕
𝝐𝛁⃗⃗ ⋅ 𝛁⃗⃗ 𝝋 

Si la excitación es armónica de la forma: 

𝜑 = 𝜑𝑟(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑒𝑗𝜔𝑡 

Entonces, la ecuación que describe el sistema está 

dada por: 

𝛁⃗⃗ ⋅ (𝝈𝛁⃗⃗ 𝝋) = −𝒋𝝎𝝐𝛁⃗⃗ ⋅ 𝛁⃗⃗ 𝝋 

 


